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A    LA   MEME  LIBRAIRIE 


Cours   complet 

Mathématiques  élémentaires 


M.     DARBOUX 


Leçons.  d'Arithmétique  théorique  et  pratique,  par  M,  Jules 

Tannerï,   a  ou  s-di  recteur  des  études  scienlifiqiies  à  l'École   normale  supérieure. 
1  vol.  in-S",  de  5i0  pages,  broché 5    « 

Leçons  de  Ge0métri6)  piir  M.  Jacques  Hadauard,  professeur 
adjoint  à.  la  Faculté  des  sciences  de  FUniveraité  de  Paris,  professeur  suppléant  au 
Collège  de  France  : 

I,   Géométrie  plane.  1  vol.  in-8%  de  308  pages,  broché 6    n 

H.  Géométrie  dans  l'espace.  1  vol.  in-é",  de  500  pages,  broché.     10    " 

Leçons   d'Algèbre    élémentaire,  par  m.  c.  bouhlet,  docteur  es 

sciences,  professeur  de  M  a  thématiques  au  lycée  Saint-Louis.  1  vol.in'8%  de  550 
pages,  broché 7  50 

Leçons  de  Cosmographie,  par  mm.  Tisser-i™,  membre  de 
rinstilut,  directeur  de  l'Observatoire  de  Paris,  et  H.  Andoykr,  maître  de  confé- 
rences à  la  Faciilié  des  sciences  de  lUniversilé  de  Paris.  1  vol.  in-S",  de  SIO  pages, 
broché 6    » 

Leçons  de  Trigonométrie  reotiilgne,  par  m.  c.  bourleï, 

professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis.  1  vol.  in-8",  de  332 
pages,  broché 6    « 

En  préparation  : 
Leçons  de  IVIécaniCtue,  par  M.  Kœkigs,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences 
de  l'Université  de  Paris. 
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AVERTISSEMENT 


Le  présent  ouvrage  fait  suite  aux  Leçons  de  Géométrie 
plane  publiées  précédemment  dans  la  même  collection,  et 
est  conçu  dans  le  même  esprit.  Pour  sa  rédaction  comme 
pour  celle  du  volume  précédent,  j'ai  profité  à  plusieurs 
reprises  des  importantes  indications  de  M.  Darboux,  que 
je'tiens  à  remercier  encore  une  fois  ici. 

Dans  l'exposition  du  cinquième  livre,  la  théorie  des 
droites  et  plans  parallèles  précède  celle  des  droites  et 
plans  perpendiculaires.  Cette  marche  tend  à  être  de  plus 
en  plus  généralement  adoptée  aujourd'hui;  c'est  celle 
dans  laquelle  les  propositions  se  suivent  le  plus  naturel- 
lement. Je  me  suis  appliqué  à  bien  mettre  en  évidence 
les  analogies  qui  existent  entre  les  diverses  parties  de 
ces  théories. 

Dans  le  chapitre  consacré  aux  angles  dièdres,  j'ai  dû 
m'occuper  d'une  difficulté  qui  semble  n'avoir  été  remarquée 
d'aucun  auteur  ^  et  qu'il  est  cependant  essentiel  de  lever,  ce 


I.  Je  ne  Eaurais  d'ailleurs  me  montrei'  complètement  affirmaiit  sur  ce  point,  et  il 
semble  qu'il  y  ail  lieu  d'éTiter  de  l'être  en  pareille  matière.  C'est  Ednsi  qne  la 
méthode  exposée  dans  la  Nale  C  de  la  Géométrie  plane,  ponr  la  constmction  des 
cercles  tangents,  avait  déjà  ét^  donnée  par  M.  FoucnÉ,  lequel  ayaii  été  lui-même, 
ïi  son  insu,  deTBiicé  par  Pokcelet. 
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'est  colle   dont  il 


Des  compléments  ont  été  consacrés,  comme  dans  la 
Géométrie  plane,  aux  théories  qui,  pour  n'être  pas  inscrites 
au  programme  du  baccalauréat,  n'en  sont  pas  moins 
indispensables  à  connaître.  Il  ne  pouvait  d'ailleurs  être 
question  d'un  exposé  complet  des  éléments  de  la  géométrie 
moderne.  Quand  même  le  beau  Traité  de  M.  Rouché  ne  le 
rendrait  pas  inutile,  un  pareil  exposé  aurait  dépassé  le  cadre 
de  mon  travail.  Il  m'a  semblé  naturel  de  me  limiter  en 
excluant  tout  ce  qui  repose  sur  l'introduction  effective 
des  imaginaires.  Tous  les  raisonnements  que  je  présente 
portent  directement  sur  des  éléments  exclusivement  réels, 
même  lorsque  j'ai  tenu  à  monti-er  comment  les  conclusions 
obtenues  quand  toutes  les  parties  d'une  figure  sont  réelles 
se  généralisent  au  cas  où  quelques-unes  d'entre  elles  sont 
imaginaires  '. 

Par  contre,  j'ai  jugé  indispensable  d'établir  le  théorème 
qui  donne  la  perspective  d'un  cercle,  que  le  cône  corres- 
pondant soit  ou  non  de  révolution. 

Dans  la  démonstration  de  ce  théorème  et,  d'une  manière 
générale,  dans  l'étude  des  coniques,  j'ai  donné  un  rôle 
plus  important  qu'on  ne  le  fait  habituellement  à  la  pro- 
priété, si  simple  et  d'un  caractère  si  nettement  élémentaire, 
qui  rattache  l'hyperbole  à  ses  asymptotes.  Cette  propriété 
permet,  en  particulier,  de  faire  l'étude  de  l'hyperbole  d'une 
manière  toute  parallèle  à  celle  de  l'ellipse  considérée 
comme  projection  d'un  cercle.  11  devient  aisé,  en  parti- 
culier, d'indiquer,  à  côté  de  la  quadrature  de  l'ellipse, 
celle  de  l'hyperbole  :  de  la  sorte,  on  fait  pressentir,  autant 
qu'on    peut  le  faire  sans  sortir  du   domaine  réel,   la  rela- 
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tion  qui  existe  entre  les  fonctions  logaritlimiques  et  circu- 
laires. 


Il  est  un  point  sur  lequel  je  me  suis  notaMement  écarté 
des  usages  antérieurs  :  je  veux  parler  du  théorème  d'Euler 
sur  les  polyèdres.  Je  traite  cette  question  en  introduisant 
explicitement  la  notion  d'ordre  de  connexion.  Je  pourrais,  à 
cet  égard,  me  dispenser  de  toute  autre  justification  en 
disant  que,  par  cette  méthode,  on  obtient  peut-être  la 
démonstration  la  plus  simple  du  théorème  d'Euler,  du 
moins  parmi  les  démonstrations  correctes  (on  sait  qu'il  en 
existe  beaucoup  d'autres).  Il  y  a,  d'ailleurs,  toujours  incon- 
vénient à  ne  pas  mettre  en  évidence  la  véritable  origine 
des  résultats  que  Ton  a  en  vue.  Mais  j'ajouterai  que  je  n'ai 
nullement  cherché  à  éviter  l'emploi  de  la  Géométrie  de 
situation.  De  toutes  les  théories  mathématiques  (sans  en 
excepter  les  premiers  livres  de  géométrie),  il  n'en  est  pas 
de  plus  élémentaire,  de  plus  immédiatement  accessible 
que  celle-là.  Lui  déniera-t-on  ce  caractère  uniquement  en 
raison  de  son  importance  même  et  parce  qu'elle  est  mêlée 
à  la  solution  des  problèmes  les  plus  élevés  que  la  Science 
mathématique  ait  à  se  poser  ? 

J'aurais  désiré  ajouter  à  ce  chapitre  la  démonstration  du 
théorème  de  Cauchy  sur  l'impossibilité  de  déformer  les 
polyèdres  convexes.  J'y  ai  renoncé  à  cause  des  difficultés 
que  soulève  cette  démonstration  et  dont  on  ne  pourrait 
peut-être  pas  triompher  sans  la  compliquer  plus  qu'il  n'est 
possible  dans  vin  ouvrage  élémentaire. 

J'ai  cru  également  nécessaire  d'indiquer,  à  propos  des 
polyèdres  réguliers,  une  application  de  la  théorie  des 
groupes.  Les  considérations,  forcément  un  peu  abstraites, 
empruntées  à  cette  théorie,  ne  pouvaient  trouver  place 
dans  le  texte.  Mais  on  sait  l'importance  que  l'étude  des 
polyèdres   réguliers,    dont   il   semblait    que   la    portée   fût 
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des  plus  restreintes  et  l'intérêt  depuis  longtemps  cpnisé, 
a  prise  dans  ces  dernières  aimées,  et  à  quelles  belles 
conquêtes  des  mathématiques  modernes  elle  se  relie  de 
la  manière  la  plus  étroite.  Il  m'a  semblé  impossible  de 
ne  pas  laisser  soupçonner  quelques-unes  de  ces  relations. 
J'ai  donc  consacré  une  Note,  placée  à  la  fin  du  volume,  à 
une  seconde  démonstration  de  l'existence  des  polyèdres 
réguliers,  démonstration  qui  introduit  certains  des  faits 
fondamentaux  de  la  théorie  des  groupes  et,  en  particuiief, 
l'importante  notion  de  domaine  fondamental.  La  démonstra- 
tion ainsi  présentée  semble  beaucoup  moins  simple  que 
celle  qvii  est  donnée  dans  le  texte;  mais  il  laut  remarquer 
que  cette  dernière  perdrait  complètement  cet  avantage  de 
simplicité  si  l'un  tenait  à  démontrer  en  toute  rigueur  que 
les  procédés  employés  donnent  de  véritables  polyèdres  et 
que  ces  polyèdres  sont  convexes. 

La  Note  dont  je  viens  de  parler  est  précédée  de  trois 
autres.  La  première  concerne  la  résolubilité  des  problèmes 
de  Géométrie,  question  dont  il  est  si  nécessaire  de  préciser 
la  signification  *. 

La  seconde  est  analogue  à  la  Note  D  de  la  Géométi-ie  plane 
et  traite,  au  môme  point  de  vue  qu'elle,  de  la  définition  des 
volumes  polyédraux.  On  sait  que  cette  question,  comme 
celle  des  aires  polygonales,  a  fait  l'objet  de  nombreux 
travaux^  :  la  marche  suivie  dans  le  présent  ouvrage  a 
l'avantage   d'être    aussi   élémentaire   que  possible. 

Enfin  une  troisième  Note  est  relative  à  la  définition  des 
longueurs,  des  surfaces  et  des  volumes  courbes.  Il  m'a  été 
aisé    d'aller   jusqu'à   la    démonstration    de  ce    fait   qu'une 

I.  CetUi  Note  e3t  presque  Bntièrement  rcdigéo  d'upiè»  les  remarquables  ni'tielïs 
qu'ont  insérés  MM,  GiicOMiNi,  Gabtelnuovo  et  EnriqueS  dons  le  volume  publié 
par  les  soins  de  ce  dei'uier  et  intitulé  ;  Queslioni  rigaaidanti  la  Gcomeirca  elemen- 
iare. 

a.  Je  citerai,  entre  autres,  cens  de  M.  GÉHAED,  —  Voir  l'ouvrage  susmentionné 
de  M.  Ekriqdks  (arlic)e  de  M.  Amaldi). 


y  Google 


AVEliTJSSEMENT.  ix 

sphère  n'osl  pas  applicable  sur  un  plan  :  l'ait  c!oii(  la  place 
me  semble  marquée  dans  une  exposition,  munie  élémen- 
taire, de  la  Géométrie. 

Les  exercices  ont  été  multipliés  plus  encore  que  dans 
la  Géométrie  plane.  J'ai  dit,  à  propos  de  cette  dernière,  les 
raisons  pour  lesquelles  je  ne  craignais  pas  de  pécher  par 
excès  à  cet  égard.  Plusieurs  de  ces  exercices  fonl  connaître 
de  nouvelles  solutions  pour  certaines  questions  traitées, 
d'autre  part,  dans  le  texte.  C'est  ainsi  que,  dans  les  exercices 
766,  791,  est  indiquée  une  méthode  permettant  de  par- 
venir à  la  notion  de  directrices  des  coniques.  On  sail;  que, 
dans  ces  derniers  temps,  JI.  Nîewenglowski  d'une  part, 
M,  Rouché  de  l'autre,  se  sont  préoccupés  de  démontrer 
la  propriété  fondamentale  des  directrices  sans  faire  appel 
h  des  constructions  de  géométrie  dans  l'espace.  Les  pro- 
priétés de  Faxe  radical  de  deux  cercles  me  fournissent, 
pour  arriver  au  même  but,  un  raisomiement  tout  à  fail 
intuitif. 

De  même,  l'exercice  1020  iw  contient  une  nouvelle 
expression  des  côtés  des  polyèdres  réguliers  inscrits  à 
une  sphère  donnée.  La  considération  d'un  polygone  régu- 
lier, dont  les  relations  avec  le  polyèdre  méritent  peut-être 
d'être  notées,  donne  aux  valeurs  de  ces  côtés  une  forme 
particulièrement  simple. 

Les  exercices  876,  877,  1083,  etc.,  sont  consacrés  à  une 
sorte  particulière  de  géométrie  dans  laquelle  certaines  rela- 
tions enti'e  les  éléments  d'un  triangle  sont  les  mêmes  que 
dans  la  géométrie  ordinaire,  pendant  que  d'autres  se 
comportent  d'une  façon  tout  opposée.  Cette  considération 
permet  d'élucider  une  difficulté  que  soulève  la  relation 
bien  connue  entre  les  distances  mutuelles  de  quatre  points 
d'un  plan. 

Un  grand  nombre  d'autres  exercices  apportent,  de  même, 
des  compléments  aux  théoines   exposées  dans   le  corps  de 
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l'ouvrage.  Je  signalerai,  entre  autres,  les  exercices  1256- 
1268  (propriétés  des  cônes  à  base  circulaire),  1269  et  sui- 
vants (propriétés  élémentaires  des  quadriqnes),  1287-1292 
(principales  propriétés  des  cyclides  de  Dupin),  1249-1254 
(propriétés  anallagmatiques  de  la  figure  formée  par  deux 
cercles  dans  l'espace]  ;  etc. 
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ERRATA    DE  LA   GEOMETRIE  PLANE 


Page  51.  n"  58,  2", 
-    5S,  ligne  3'  a 


Si,  la  liistancê,  OH 

Tim  égal  à  MOH 

coupe  ou  ne  coupe  pas  c 
cercle,  suivant  qu'elle  e 
plus  grande  ou  plus  peti 
que  la  somme  des  tar 
gentas... 
(ï  j'  Le  théorème  du  n"  101 


itfOiî" 


TMM',  égal  à 

ï  est  extérieure  ou  sécante  à 

t      cercle,   suivant  qu'elle  ( 

i      ou  non   comprise  entre 

somme  et  la  dilKretice  il 

tangentes,.. 

Le  théorème  du  n°  102 


Page  107,  ligne  4, 

—  109,  ligne  10, 

—  165,    ligne    3'    sv 
nièrc  do  la  noie, 

Page  186,  ligne  8*  par  ( 

—  ail.  ligne-!, 

—  S50.  Psercico  30Ô, 


-   le  côté  de  rapotliftnie 
Pour  le  démontrer,  obsei'vf 


—  277,  ligne  31 

—  S87,  ligne  li 


Page  304,  dcmièro  ligne    {< 

cice  401). 
Page  305,  ligne  1, 


e  pôle  A'  par  ima  inversion  1'  de  p6le , 
de  plus,  les  points  b',c';  c',b'  de  plus,  les  points  6,  c';  c,  b 
sur    ce    même    axe    simili-  sur  ce  même  axe  de  simil 
tude,  (ude. 

r  coupe  AB  ea  un  points  fixe      coupe  AE  en  un  point  fixe 


is  cercles  de  ci 


concentriques  a 

5-    Hsne   de    l'e,«r-   côté  B€ 


'eA,li,C  trois  cercles  d 
L-emièi'es  coQcentriquns 


y  Google 


LIVRE  V 

LE    PLAN    ET    LA    LIGNE    DROITE 


CHAPITUE    PREMIER 

INTERSECTION     DES     DROITES     ET     DES     PLANS 

319  éw.  Nous  savons  {PI.,  %){')  qu'on  appelle  fijA^  une  surface  telle, 
que  toute  droite  joignant  deux  points  de  cette  surface  y  est  contenue 
tout  entière. 

Une  telle  surface  est  indéfinie  ;  toutefois,  afm  de  pouvoir  la  figurer 
sur  le  dessin,  on  n'en  représente  qu'une  portion  limitée,  le  plus 
souvent  une  portion  rectangulaire  :  c'est  ce  qui  est  fait  dans  les 
figures  233  et  suivantes. 

D'après  la  définition  précéden.te,  une  droite  peut  occuper,  par 
rapport  à  un  plan,  trois  positions  différentes  : 

1°  Elle  peut  avoir  avec  lui  deux  points  communs,  et,  par  consé- 
quent, y  être  contenue  tout  entière; 

2°  Elle  peut  avoir  avec  lui  un  seul  point  commun  :  on  dit  alors 
qu'elle  coupe  le  plan; 

3°  Enfin  le  plan  et  la  droite  peuvent  n'avoir  aucun  point  commun  ; 
on  dit  alors  qu'ils  sont  parallèles  entre  eux. 

On  admet  que  toul  plan  divise  l'espace  en  deux  régions,  situées 
respectivement  des  deux  cotés  de  ce  plan.  On  ne  peut  passer  de 

(1)  L'abréviation    PI.,    précJdaul    un   numéro  Se  pacagrapUo,  signifle   qu'il    s'agit    d'un 
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2  GÉOMÉTRIE. 

l'une  de  ces  régions  à  l'autre  sans  traverser  le  plan.  En  parliculior, 
toute  droite  qui  joint  deux  points  situés  de  part  et  d'autre  d'un  plan, 
coupe  ce  plan. 

Inversement,  on  admet  que  toute  droite  qui  coupe  un  plan  est 
divisée  par  le  point  commun  en  deux  demi-droites,  situées  de  part 
et  d'autre  de  ce  plan. 

De  la  définition  du  plan  résulte  encore  : 

Toute  figure  égale  à  un  plan  est  un  plan. 

Inversement,  on  admet  que  deux  plans  quelconques  peuvent  être 
amenés  à  coïncider,  et  cela  de  manière  qu'une  demi-droite  quel- 
conque donnée  du  premier  vienne  (avec  coïncidence  des  origines)  sur 
une  demi-droite  quelconque  donnée  du  second. 

320.  Nous  avons  admis  [PI.,  8)  l'axiome  suivant  : 

Axiome.  —  Par  trois  points  quelconques  de  l'espace,  il  passe  un 
plan. 
Nous  le  compléterons  par  le  théorème  réciproque  : 

Théorème.  -^Par  trois  points  non  en  ligne  droite,  il  ne  passe  qu'un 
seul  plan. 
Soient  trois  points  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite,  par  lesquels  sont 
supposés  passer  les  deux  plans 
P,  F. 

Je  dis  que  ces  plans  P,  P' 
coïncident. 

Remarquons  d'abord  que  ces 
deux  plans  ont  en  commun,  en 
vertu  delà  définition,  les  droites 
\B,  ÂC,  BC. 

'"  Soit    maintenant  M   un   point 

^'°-  ^'^-  quelconque  du  plan   P,  Par   ce 

point  {fig.  232),  nous  pouvons 
faire  passer  une  droite  rencontrant  la  droite  AB  en  D  et  la 
droite  AC  en  E.  Le  plan  P'  contient  les  points  D  et  E,  et  par  consé- 
quent toute  la  droite  DE  :  donc  il  contient  le  point  M. 

Ainsi  tout  point  du  plan  P  appartient  au  plan  P';  et  comme  on 
montrerait  de  même  que  tout  point  du  plan  P'  appartient  k  P,  le 
théorème  est  démontré. 
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IMTEUSECTION  DES  DROITES  ET  DES  PLANS.  3 

On  exprime  l'ensemble  de  l'axiome  et  du  théorème  précédents  en 
disant  que  Irais  points  non  en  ligne  droite  déterminent  un  plan. 

Une  droite  AB  et  un  point  extérieur  C  déterminent  un  plan  :  car  la 
condition  de  contenir  la  droite  AB  et  le  point  C,  ou  celle  de  contenir 
les  trois  points  A,  B,  C,  reviennent  exactement  l'une  à.  l'autre. 

De  même,  deux  droites  AB,  AC  qui  se  coupent,  déterminent  un  plan, 
celui  qui  est  déterminé  par  les  trois  points  A,  B,  G;  deux  droites 
parallèles  déterminent  un  plan,  car,  par  définition  (PI.,  38),  il  existe 
un  plan  qui  les  renferme  toutes  deux,  et,  d'un  autre  côté,  ce  plan 
■  est  unique,  comme  contenant  l'une  d'elles  et  un  point  de  l'autre 
(alinéa  précédent). 

D'après  cela,  on  peut  désigner  un  plan,  soit  par  une  seule  lettre, 
soit  par  les  lettres  correspondant  à  trois  points  non  en  ligne  droite, 
—  ou  à  une  droite  et  à  un  point,  —  ou  à  deux  droites  (sécantes  ou 
parallèles)  de  ce  plan. 

Remarqde.  —  On  voit  que  par  une  droite  donnée  D,  passent  une 
infinité  de  plans,  puisque  par  cette  droite  et  un  point  quelconque  de 
l'espace  on  en  peut  mener  un;  par  D  et  un  point  non  situé  dans  le 
premier  plan,  un  second,  etc. 

321.  Rbbiarque.  —  Si  une  figure,  n'étant  pas  composée  d'un  seul 
point,  est  telle,  que  la  droite  qui  joint  deux  de  ses  points  y  est 
contenue  tout  entière  : 

ou  elle  est  une  ligne  droite; 

ou  elle  est  un  plan; 

ou  elle  contient  tous  les  points  de  l'espace. 

En  effet,  la  figureen  question  contient,  par  hypothèse,  au  moins 
deux   points    A,  B    et,    par    suite,    la 
droite  AB.  Si  elle  ne  contient  que  cette  .^ 

droite,   la  proposition   est   démontrée. 

Sinon,  soit  C  un  point  de  la  figure 
extérieur  à  AB  ;  il  suffit  de  répéter  la 
démonstration  du  théorème  du  numéro 
précédent  pour  constater  que  tout  point  /^ 

du  plan  ABC  fait  partie  de  la  figure.  Si  p,(.^  3!,3_ 

celle-ci   ne  contient  aucun  autre  point, 

la  proposition  est  démontrée.  Sinon,  soit  D  un  point  de  la  figure, 
extérieur  au  plan  ABC  [fig.  233).  La  figure  considérée    contient, 
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toul  point  li  situé,  par  rapport  au  plan  ABC,  du  côté  où  n'est 
pas  le  point  D.  Car  la  droite  DE  coupe  nécessairement  le  plan  en 
un  point  I  et,  par  conséquent,  appartient  tout  entière  à  la  ligure, 
puisqu'elle  peut  être  considérée  comme  joignant  deux  points  D,  I 
qui  en  font  partie. 

Mais,  pour  la  même  raison,  la  figure  contient  aussi  tout  point  F 
situé  du  cfité  du  plan  ABC  où  n'est  pas  le  point  E,  c'est-à-dire  du 
côté  où  est  le  point  D. 

Elle  contient  donc  tout  point  de  l'espace, 

c.  Q,  p.  1). 


322.  L'axiome  de  géométrie  plane  (PI.,  40)  : 

Par  un  point  pris    hors  d'une  droite,   on   ne  peut  lueiier    qu'uni; 
parallèle  à  cette  droite, 

subsiste  en  géométrie  de  l'espace.  Car  une  parallèle  menée  par  un 
point  C  à  une  droite  AB  est  située  dans  le 
plan  ABC  et  on  peut  appliquer,  dans  ce 
plan,  l'axiome  précité. 

De  même,  par  un  point  G,  extérieur  à  une 
droite  AB,  on  peut  abaisser  sur  cette  droite 
une  perpendiculaire  et  une  seule,  cette  per- 
J^  y  VS-..^  pendiculaire  devant  appartenir  au  plan  ABC, 

dans  lequel  le  théorème  est  démontré  (PL,  18). 
[fiG.  •i-i\.  Au  contraire,  par  un  point  pris  sur  une 

droite,  on  peut  mener  utie  infinité  de  perpen- 
diculaires à   celle    droite;  à.    savoir    une    dans    chacun  des  plans 
(320,     Rbh.}     qui    passent     par    la     droite 
(/î?-  234). 

Il  en  résulte  que  deux  droites  peuvent 
âtre  perpendiculaires  à  une  même  troisième 
sans  être  parallèles  entre  elles. 

323.  Le  plan  ABC  peut  être  considéré  comme 
engendré  par  une  droile  qui  se  meut  en  pas- 
sant constamment  parle  point  Cet  s'appuyant 
sur  la  droite  AB.  Car  une   telle  droite  reste  t'i«.  29j. 
toujours  dans  le  plan  en  question  et  on  peut, 

d'autre  part,  la  faire  passer  par  un  point  quelconque  de  ce  plan, 
à  l'exception  des  points  situés  sur  la  parallèle  à  AB  menée  par  C. 


y  Google 


INTERSECTION  DES  DKOITËS  ET  DES  PLANS.  5 

De  même,  une  droite  xy,  qui  se  meut  en  restant  parallèle  à  sa 
position  primitive  A.C  {fig.'i'i^)  et  en  s'appuyant  siir  une  droite 
fixe  AB,  engendre  le  plan  ABC,  ou  encore,  le  lieu  géomélrique  d'une 
droite  gui  se  meut  en  restant  parallèle  û  sa  position  primitive  et 
s'appuyant  constamment  sur  une  droite  fixe  (la  position  primitive  et 
la  droite  fixe  étant  supposées  sécantes)  est  vn  plan.  En  effet,  d'après 
la  définition  des  lieux  géométriques  (PI.,  33),  cet  énoncé  exprime  le 
double  fait  suivant  :  1°  la  droite  mobile  xy  appartient  constamment 
au  plan  ABC  ;  2"  par  tout  point  de  ce  plan  il  passe  une  droite  xg 
parallèle  à  AC  et  rencontrant  AB. 

324.  Théorème.  ^  Deuxplans  distincts,  qui  ont  un  point  commun, 
en  ont  une  infinité,  tous  situés  en  ligne  droite. 

Soient  les  deux  plans  P,  Q  {fig.  236),  qui  ont  en  commun  le  point 
A  sans  cependant  coïncider.  Le  plan  Q  divise  l'espace  en  deux 
régions  que  nous  appellerons,  pour  abréger,  le  dessus  et  le  dessous 
de  ce  plan. 

Par  le  point  A,  dans  le  pian  P, 
menons  une  droite  quelconque  MAM'. 
Il  se  peut  que  cette  droite  appar- 
tienne tout  entière  au  plan  Q,  auquel 
cas  il  est  démontré  que  les  deux  plans 
ont  une  droite  commune. 

S'il  n'en  est  pas  ainsi,  nous  savons 
que  le  point  A  divise  notre  droite  en 

deux  portions  situées,  l'une  en  dessus,  l'autre  en  dessous  du 
plan  Q.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  point  M  soit 
au-dessus  du  plan  Q,  le  point  M'  au-dessous. 

Opérons  de  même  avec  une  seconde  droite  NAN'  du  plan  P  et,  si 
celle-ci  n'appartient  pas  au  plan  Q,  supposons  que  N  soit  en  dessus, 
N'  en  dessous  de  ce  plan. 

Joignons  MN".  Cette  droite,  passant  par  deux  points  situés  de  part 
et  d'autre  de  Q,  traverse  forcément  ce  plan  en  un  point  B,  qui  n'est 
pas  le  point  A  (sans  quoi  les  points  M,  A,  N'  seraient  en  ligne 
droite).  Les  deux  plans  donnés,  ayant  en  commun  les  deux  points- 
A,  B,  renferment  tous  deux  la  droite  AB  tout  entière. 

Ils  ne  sauraient  d'ailleurs  avoir  de  point  commun  en  dehors  de 
AB,  sans  quoi  (320)  ils  ne  seraient  pas  distincts. 
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D'après  cela,   deux  plans  distincts  peiivenl  : 

Soit  se  couper  —  et  alors  leur  intersection  est  une  ligne  droite, 

Soit  n'avoir  aucun  point  commun.  On  dit,  dans  ce  dernier  cas, 
qu'ils  sont  parallèles. 

Si  deux  plans  se  coupent,  la  droite  commune  divise  chacun  d'eux 
en  deux  régions  (demi-plans)  situées  décotes  différents  par  rapport 
à  l'autre. 

325,  Après  avoir  étudié  {319  bis]  les  situations  respectives  d'une 
droite  et  d'un  plan  et  (n"  précédent)  celles  de  deux  plans,  il  nous 
reste  k  énumérer  les  situations  respectives  de  deux  droites.  11  est 
clair  qu'il  n'y  a  à  cet  égard,  en  supposant  les  droites  distinctes,  que 
trois  possibilités  : 

1°  Les  deux  droites  se  coupent; 

2"  Elles  sont  parallèles  ; 

3°  Elles  ne  sont  pas  dansun  même  plan, 

On  doit  remarquer  que,  si  les  deux  droites  sont  menées  au 
hasard,  c'est  en  général  le  troisième  cas  qui  se  présentera.  Sans 
essayer  de  préciser  d'une  façon  absolue  le  sens  de  cette  affirmation, 
(ce  qui  se  fait  à  l'aide  de  notions  étrangères  à  la  géométrie  éiémentaire), 
on  se  rendra  compte  de  son  exactitude  de  la  façon  suivante  : 
Donnons-nous  arbitrairement  la  première  droite  AB  et  un  point  C 
de  la  seconde.  Si  nous  menons  celle-ci  au  hasard  par  le  point  C,  en 
général  elle  ne  sera  pas  contenue  dans  le  plan  ABC,  de  sorte  que 
les  deux  droites  ne  seront  pas  dans  un  même  plan. 

326.  Nous  voyons  en  particulier  que,  pour  établir  le  parallélisme 
de  deux  droites,  il  ne  suffira  pas,  comme  en  géométrie  plane,  de 
démontrer  qu'elles  n'ont  aucun  point  commun.  11  est  indispensable 
de  prouver,  en  outre,  qu'elles  appartiennent  à  un  même  plan. 


EXERCICES 


a  certain  nombre  de  droites  sont  telles  que  deu\  quelconques  d'ei 


n  toutes  ces  droites  passent  par  un  même  point; 
n  elles  sont  toutes  rians  un  mante  plan. 
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424.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  rencontre  deux  droites  données, 
11  situées  dans  un  même  plan  ('  j. 


11  existe  une  infinité  de  droites  rencontrant  trois  droites  données,  dont  deux  quel- 
conques ne  sont  pas  dans  un  même  plan, 

4S5.  SI  deux  triangles  ABC,  A'B'ff,  non  situés  dans  un  même  plan,  sont  tels  que 
les  eûtes  BC,  B'C  se  coupent,  qu'il  en  soit  de  même  de  CA,  C'A',  ainsi  que  de  AB, 


!•  Les  trois  droites  AA',  BB',  CC'  passent  par  un  m{ 

ims  point,  ou  sont  parai 

deux  à  deux  ; 

a°  Les  trois  points  d'intersection  de  BC  avec  B'C,  •) 

le;  CA  avec  C'A',  de  AB 

k'W  sont  en  ligne  droite. 

436.  Étant  donnés  un  plan  P  et  trois  points  A, 

B,  C  (non   en  ligne  dr 

extérieurs  à.  ce  plan,  trouver  : 

1'  Un  point  tel  que  les  droites  qui  le  joignent  aux  points  A,  B,  C  coupent  le  plan 
P  auï  sommets  d'un  triangle  homothétique  à  un  triangle  donné  ; 

a°  Un  point  tel  que  les  droites  qui  le  joignent  aux  points  A,  B,  C  coupent  le  plan 
P  aux  sommets  d'un  triangle  égal  à  un  triangle  donné  (')■ 

d-î6  bis.  Étant  donnés  deux  triangles  ABC,  A'B'ff  et  un  plan  P,  trouver  dans  ce 
dernier  plan  un  triangle  a^i,  tel  que  les  droites  Aa,  Bp,  O;  concourent  en  un 
même  point,  et  qu'd  en  soit  de  même  de  A'a,  B'p,  G'-;  (']■ 

4^7.  Étendre  au  cas  d'un  polygone  f/aucke  (c'est-à-dire  d'une  ligne  brisée  fermée 
dont  les  côtés  ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan)  et  d'un  point  quelconque  de 
l'espace,  le  théorème  qui  fait  l'objet  de  l'exercice  8  bis  (PL,  liv.  1). 

(I)  Voir  la  note  k  la  fin  des  problSniea  du  V"  livre. 
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CHAPITRE   II 


DROrTES     ET     PLANS     PARALLÈLES 


327.  Droites  parallèles. 

Théorème.  —  Si  deux  droites  sont  parallèles,  tout  plan  qui  coupe, 
l'une  coupe  Vautre. 

Soient  les  deux  parallèles  AB,  CD  {fig.  237)  et  le  pian  P,  qui  passe 

par  le  point  A.  sans  contenir  AB.  Ce  plan  P,  distinct  forcément  du 

plan   4BCD  et  ayant  avec   lui   le   point 

\B/             y  D  commun  A,  le  coupera  suivant  une  droite 

/             /  qui  ne  sera  pas  AB,  et  qui,   par  consé- 

~~Y     ~~     j      \  quent,  ne   sera  pas  parallèle  à  CD.  Dès 

jZ /__    \        lors,  étanl  située  dans  le  plan  ABCD,  cette 
—j. j Ea       droite  coupera  CD.  Le  plan  P  a  donc  un 

/  /  point  commun    avec  CD;  il   ne    saurait 

/  je  d'ailleurs  la  contenir,  sans  quoi,  passant 

par  le  point   A,    il    coïnciderait  avec  le 
^"'  "''  plan  ABCD,  ce  qui  n"est  pas. 

Réciproquement,  si  deux  droites  distinctes  AB,  CD,  sont  telles  que 
l  out  plan  qui  coupe  l'une  coupe  Vautre,  elles  sont  parallèles. 

En  effet  :  1"  Ces  deux  droites  sont  dans  un  même  plan,  sans  quoi 
le  plan  mené  par  la  première  et  un  point  C  de  la  seconde  couperait 
celle-ci,  tout  en  contenant  l'autre;  2"  elles  n'ont  aucun  point 
commun,  sans  quoi  un  autre  plan  quelconque  mené  par  AB  couperait 
CD  en  ce  point  commun. 

328.  Théorème.   —    Deux  droites  A,  B,  parallèles   à  une    même 
troisième  G,  sont  parallèles  entre  elles  (ou  coïncident). 
En  effet,  tout  plan  qui  coupe  A  coupe  C  ot,  par  suite,  lî. 
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Remaeqdes.  —  I.  Le  même  énoncé  avait  été  établi  en  géoméLrie 
plane  (PI.,  40);  mais  ii  est  clair  (326)  que  cette  démonstration  ne 
saurait  suffire  en  géométrie  de  l'espace. 

II.  On  remplace  souvent,  comme  en  géométrie  plane,  l'expression 
droites  parallèles  par  celle  de  droites  de  même  direction.  Cette 
manière  de  parler  est  justifiée  par  le  théorème  précédent. 

Comme  en  géométrie  plane,  également,  nous  sommes  conduits  à 
considérer  deux  droites  confondues  comme  un  cas  particulier  de 
deux  droites  parallèles  :  on  simplilie  ainsi  un  certain  nombre 
d'énoncés  (c'est  ce  qui  arrive  évidemment,  par  exemple,  pour  le 
théorème  précédent). 

329.  Droite  et  plan  parallèles. 

Théorème.  —  Un  plan  est  parallèle  à  une  droite  [ou  la  contient] 
s'il  contient  une  droite  parallèle  à  la  première. 

Plus  généralement,  si  deux  droites  sont  parallèles,  tout  plan  qui  est 
parallèle  à  l'une  ou  la  contient,  est  parallèle  à  l'autre  ou  la  contient. 

Sous  cette  dernière  forme,  cette  proposition  n'est  pas  distincte  de 
celle  du  n°  327,  puisqu'on  peut  l'énoncer  :  si  deux  droites  sont  paral- 
lèles, tout  plan  quine  coupe  pas  l'une  ne  coupe  pas  l'autre. 

Remarque.  —  Ici  encore,  l'énoncé  prend  une  forme  plus  simple 
si  l'on  convient  de  considérer,  ainsi  que  nous  le  ferons,  tes  droites 
contenues  dans  un  plan  comme  cas  particulier  des  droites  parallèles 
à  ce  plan. 

Corollaire  I.  —  Si  une  droite  h  est  parallèle  à  un  plan  P  et  que, 
par  unpoint  du  plan  P,  on  mène  une  parallèle  à  D,  cette  parallèle  est 
contenue  tout  entière  dans  P. 

Car  elle  ne  pourrait,  sans  cela,  qu'être  parallèle  à  P  ;  or,  elle  a 
un  point  commun  avec  P. 

D'après  ce  corollaire  et  ie  théorème  précédent,  on  voit  [en  tenant 
compte  de  la  remarque  faite  ci-dessus)  que  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'un  plan  soit  parallèle  à  une  droite  est  qu'il  contienne 
au  moins  une  parallèle  à  cette  droite. 

Corollaire  II.  —  Si  deux  plans  qui  se  coupent  sont  parallèles  à  une 
même  droite  D,  leur  intersection  est  parallèle  à  cette  droite. 
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Car  si,  par  un  poinl  de  cette  intersection  [^i^.  238)  on  mène  une 
parallèle  à  D,  la  parallèle  ainsi  obtenue  devra  être  contenue  dans  les 
deux    plans  considérés    (corollaire 
précédent). 


Corollaire  III.  —  En  particulier,  quand  une  droite  B  est  parallèle  à 
un  plan  P,  tout  -plan  qui  passe  par  D  et  coupe  P,  te  coupe  suivant  une 
parallèle  à  D  {/ig.  238  Ws). 

330.  Plans  parallèles. 

Un  plan  gui  est  parallèle  à  un  autre  est  parallèle  à  toutes  les  droites 
de  cet  autre  :  car,  s'il  avait  un  point  commun  avec  une  de  ces 
droites,  ce  point  commun  appartiendrait  aux  deux  plans. 

Réciproquement,  un  plan  qui  est  parallèle  à  toutes  les  droites  d'un 
second  plan  [distinct  du  premier)  est  parallèle  à  celui-ci  :  car,  s'il  y 
avait  un  point  commun,  par  celui-ci  passeraient  des  droites  du 
second  plan,  coupant  le  premier. 

Mais  il  y  a  plus,  et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Un  plan  qui  est  parallèle  d  deux  droites  concourantes 
d'un  second  plan,  distinct  du  premJeï",  est  parallèle  à  celui-ci. 

Cap,  si  ces  deux  plans  se  coupaient,  leur  intersection  devrait 
(n"  précéd.,  coroll,  III)  être  parallèU  à  chacune  des  deux  droites 
dont  il  est  question  dans  l'énoncé  :  ce  qui  ne  se  peut. 

330  bis.  Théorème.  —  Par  un  point  extérieur  à  un  plan  donné,  il 
passe  un  plan  parallèle  au  premier,  et  un  seul.  Ce  plan  est  le  lieu 
géométrique  des  droites  pai-allèles  au  plan  donné,  menées  par  le  point 
donné. 

\°  Par  le  point  A,  extérieur  au  plan  P  [jig.  239),  il  passe  un  plan 
parallèle  à  P.  Pour  l'obtenir,  on   mènera  par  le  point  A  des  parai- 
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lèles  Xx,  A.x'  à  deux  droiles  D,  D'  du  plan  P,  non  parallèles  entre 
elles.  Le  plan  Axx"  est  parallèle  au  plan  P  (théorème  précédent). 

2"  Tout  plan  parallèle  à  P  mené  par  le  point  A  coïncide  avec  celui 
que  nous  venons  d'obtenir.  Car  il  doit  être  parallèle  à  D  et  à  D' 
et,  par  conséquent  (329,  coroll.  I}, 
contenir  leurs  parallèles  Ax,  Ax';  v™ ^ v 

3"  La    démonstration    précédente  \  ,/'^~---^.      \ 

prouve  que  le  plan  Q  parallèle  à  P 
mené  par  A,  renferme  toute  parallèle 
menée  par  A  à  une  droite  de  P  (au- 
trement dit,  toute  parallèle  menée 
par  A  au  plan  P). 

Inversement,  nous  savons  que  toute  f,c.  s:!?. 

droite  de  Q  est  parallèle  à.  P,  et,  par 

conséquent,    tout  point  M  de    Q    appartient    à    une    droite    (la 
droite  AM)  parallèle  à  P  et  menée  par  A. 

Le  plan  Q  possède  donc  la  double  propriété  caractéristique  du 
lieu  géométrique  indiqué  dans  l'énoncé. 

331.  Nous  ferons,  pour  le  parallélisme  de  deux  plans,  une  conven- 
tion analogue  à  celles  des  deux  numéros  précédents  et  considérerons, 
comme  cas  particulier  de  deux  plans  parallèles,  deux  plans 
confondus. 

De  la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  parallélisme  (330),  ainsi 
que  de  la  condition  analogue  trouvée  pour  le  parallélisme  d'une 
droite  et  d'un  plan  (329),  résultent  alors  les  propositions,  ana- 
logues au  théorème  du  a"  329  : 

1°  Une  di-oiteT),  parallèle  à  un  plahP,  l'est  aussi  d  tout  plan  parallèle 
au  premier;  car  ce  second  plan  est  parallèle  aux  parallèles  à,  D 
contenues  dans  P  ; 

2°  Deîtx  plans  P,Q,  parallèles  à  un  même  troisième  R,  sont  paral- 
lèles entre  eux.  Car  le  plan  P  est  parallèle  aux  droites  de  R  et,  par 
suite,  à  leurs  parallèles  contenues  dans  Q. 

Par  suite  aussi,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Quand  deux  plans  sont  parallèles  : 

l"  Toute  droite  qui  coupe  l'un,  coupe  l'autre; 

2°  l'out  plan  qui  coupe  l'un,  coupe  l'autre,  et  les  deux  inierseclions 
sont  parallèles. 
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12  (iKOMKTHII.:, 

1"  Les  deux  plans  P,  Q  étant  parallèles,  toute  droite  qui  coupe  l' 

coupe  Q.  Car  si  elle  était  parallèle  à  Q  (oa  contenue  dans  Qj  elle 

serait  parallèle   à    P,    ou    contenue 

dans  P,  ce  qui  n'est  pas  ; 

^>^^     ZZ ,  \  2"  Tout  plan  qui  coupe  P  coupe  Q 

-■     \  ((ig.  240).  Car  s'il  était  parallèle  à  Q 

\  (ou  confondu  avec  lui),  il  serai  tparai- 

i ''      \  lèle  à  P  ou  confondu  avec  lui,  ce  qui 

'        n'est  pas  ; 

Fir,.  S40,  3^  Les  deux  droites  A,  B,  intersec- 

tions des  deux  plans  parallèles  P,  Q 
par  un  troisième  quelconque,  sont  parallèles  entre  .  elles  :  ceci 
n'est  que  Tapplicatiou  du  coroll.  III  du  n"  329  à  la  droite  A,  parallèle 
au  plan  Q. 

332.  D'après  le  théorème  du  n"  328,  le  second  énoncé  du  n"  323 
peut  être  remplacé  par  le  suivant  :  Le  lieu  géométrique  d'une  droilu 
guise  meut  en  s'appuyanl  sur  une  droite  fixe  D  et  restant  parallèle  à 
une  autre  droite  fixe  D',  ho»  parallèle  à  la  première  (mais  sans  qu'il 
soit  nécessaire,  cette  fois,  que  les  droites  D,  IV  se  coupent)  est  un  plan. 

Il  est  clair  qu'ow  peut  mener  par  D  un  plan  parallèle  à  D'  et  un 
seul  (le  lieu  géométrique  que  nous  venons  d'obtenir)  que  l'on 
déterminera  par  la  droite  D  et  une  parallèle  à  D'  menée  par  un 
point  de  D. 

Plus  généralement,  par  un  point  de  l'espace,  on  peut  mener  un  plan 
parallèle  à  la  fois  àj)  et  à  D',  et  on  n'en  peut  mener  yu'un,  celui  qui 
est  déterminé  par  les  parallèles  à  D  et  èi  D'  menées  par  le  point 
considéré. 

Par  deux  droites,  non  situées  dans  un  même  plan,  on  peut  faire 
passer  deux  plans  parallèles  entre  eux,  et  on  nelepeut  que  d'une  seule 
manière.  On  devra,  k  cet  effet,  faire  passer,  par  chaque  droite,  un 
plan  parallèle  à  l'autre;  et,  d'autre  part,  les  plans  ainsi  obtenus 
seront  parallèles  entre  eux,  puisque  chacun  d'eux  sera  parallèle  à 
deux  droites  concourantes  de  l'autre. 

333.  Théorème.  —  .Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles 
sont  égaux  ou  supplémentaires. 

II  siiffit  évidemment  (PL,  43)  de  montrer  que  deux  angles 
qui  ont  leurs  côtés  parallèles  et  de  même  sens  sont  égaux. 
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Soient  les  deux  angles  BAC,  B'A'C  [fig.  241},  tels  que  AB,  A'B' 
soient  parallèles  et  de  même  sens,  ainsi  que 
AC,  A'C.   Je  dis   que   ces  deux   angles    sonl 
égaux. 

Pour  le  démontrer,  prenons,  sur  les  eôtCs 
de  ces  angles,  les  longueurs  AB  =  A'B',  AC 
=  A'C.  Joignons  AA'.BB',  ce.  Le  quadrila- 
tère A  B  A'  B',  ayant  deux  côtés  égaux  et 
parallèles;  est  (PI.,  46)  un  parallélogramme, 
de  sorte   que   AA'  est  égal  et  parallèle  à  lïB'. 

On  démontrerait  de  même  que  AA'  est  égal  et  parallèle  à  CC. 

Donc  aussi  BB'  et  CC  sont  égaux  et  (328)  parallèles,  de  sorte  que 
BB'CC  est  un  parallélogramme  et  que  BG  =  B'C.  Les  triangles 
ABC,A'B'C  sont  alors  égaux,  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux 
chacun  à  chacun  et,  par  conséquent,  aussi  les  angles  A,  A'. 


334.  Angle  de  deux  droites  queIcoiKj;ucs. 

Définition.  —  On  nomme  angle  de  deux  demi-droites  D,  D',  situées 
ou  non  dam  un  même  plan  [fig.  242),  l'angle  que  forment  entre  elles 
les  parallèles  &  D,  D',  menées  par  un 
point  quelconque  0  de  l'espace.  ^^„„_-— "^ 

Pour  que    cette  définition  ait   un  o*-"-'-' 

sens,  il  faut  que  la  valeur  de  l'angle  "■■--,, 

en    question   soit   indépendante    du  '^'""""""-^ 

choix  du  point  0.  Or,   c'est  ce  qui  ^~~~--», 

résulte  du  théorème  précédent:  car  fic.  212. 

si,  par  deux  points  différents  0,0', 

on  mène  des  parallèles  à  D,D',  on  a  ainsi  formé  deux  angles  qui 
ont  leurs  côtés  parallèles  et  de  même  sens. 

Lorsque  les  deux  droites  D,  D'  se  coupent,  l'angle  déduit  de 
notre  nouvelle  définition  est  d'ailleurs  évidemment  identique 
à  l'anglfi  de  D  et  de  D',  au  sens  que  nous  avons  donné  jusqu'ici  à 
ce  mot. 

On  dit  que  deux  droites,  situées  ou  non  dans  un  même  plan,  sont 
perpendiculaires  si  leur  angle,  défini  comme  il  vient  d'être  dit,  est 
droit. 
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Remarque.  —  L'angie  de  deux  droites  ne  chunge  évidemment 
pas  si  l'on  remplace  chacune  d'elles  par  une  de  ses  parallèles.  En 
particulier,  si  deux  droites  sont  perpendiculaires,  toute  parallèle  à 
l'une  est  perpendiculaire  à  toute  parallèle  à  l'autre. 

335.  Théorème.  —  Les  portions  de  parallèles  comprises  entre  deux 
plans  parallèles ,  ou  entre  une  droite  et  un  plan  parallèles,  sont  égales. 

Soient  les  portions  de  parallèles  AB.A'B',  comprises  entre  les 
plans  parallèles  P,  Q  {fy.  243),  ou  entre  la  droite  ^M  et  le  plan  Q 


parallèle  h  cette  droite  [/ig.  244).  Pour  démontrer  que  ces  deux  por- 
tions de  droites  sont  égales,  il  suffit  de  joindre  BB'  et  de  remarquer 
que  cette  droite  est  parallèle  è.  AA.'  (331,  3"  ou  329,  coroll.  111)  :  les 
segments   AB,   A'B'    sont    dès     lors 
égaux    comme    eûtes    opposés    d'un 
parallélogramme. 
V        \  336.    Théorème.    —     Trois   jilans 

\      \      \  parallèles  interceptent ,  sur  des  sécantes 

quelconques,     des     segments    propor- 
tionnels. 

Soient  les  plans  parallèles  P,  Q,  R 
{fig.  245)  :  je  dis  que,  si  ces  plans 
sont  coupés  par  une  première  droite 
qiielconque  en  A,  B,  C  et  par  une 
seconde  droite  quelconque  en  A',  B', 

A'B' 

¥c' 

En  premier  lieu,  si  les  deux  droites  considérées   sont    dans   un 
même  plan  (par  exemple,  les  droites  D,  D',  de  la  /!g.  245),  la  propor- 


'V 
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Lion  il  démontrer  revient  aii  théorème  analogue  de  géométrie 
plane  (PI.,  113),  puisque  Je  plan  DD'  coupe  les  trois  plans  P,Q,R 
suivant  trois  droites  parallèles. 

En  second  tieu,  considérons  deux  droites  D,  D"  [fig,  245)  qui  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan.  On  ramènera  ce  cas  au  précédent  en 
considérant  une  droite  D',  située  dans  un  même  plan  avec  D  et  dans 
un  même  plan  avec  D"  (par  exemple,  la  droite  qui  joint  un  point  de 
D  à  un  point  de  D",  ou  la  parallèle  menée  à  D"  par  un  point  de  D). 
Le  rapport  des  segments  interceptés  sur  D  et  ie  rapport  des  seg- 
ments interceptés  sur  D",  étant  tous  deux  égaux  au  rapport  analogue 
relatif  à  IV,  sont  égaux  entre  eux. 

c.  Q.  r.   D. 

Corollaire.  —  Deux  plans  parallèles  interceptent,  sur  des  sécantes 
issues  d'un  même  point,  des  segments  proportionnels. 

Cette  proposition  n'est  autre  que  la  précédente,  appliquée  aux 
deux  plans  donnés  et  à  un  troisième  parallèle  aux 

premiers,  mené   par   le    point   donné    {fig.  246;        .- , 

compare?.   PI.,  114). 

337.  Il  importe  de  se  rappeler  qu'en  vertu  des 
propositions  démontrées  dans  ce  chapitre  : 

1°  Par    un  point  donné,    on  peut    mener   une 
parallèle  à  une  droite  donnée,  et  une  seule  ; 

2°  Par  un  point  donné,  on  peut  mener  un  plan 
parallèle  à  un  plan  donné,  et  un  seul; 

au  contraire,  fi"-  '■'"■ 

3°  Par  un  point  donné,  on  peut  mener  une  infinité 
deparallèles  à  un  plan  donné,  h  savoir,  toutes  les  droites  du  plan 
parallèle  au  plan  donné  mené  par  le  point  donné; 

4"  Par  un  point  donné,  on  peut  mener  une  infinité  de  plans  paral- 
lèles à  une  droite  donnée,  à  savoir,  tous  les  plans  qui  passent  par  la 
droite  menée  parle  point  donné  parallèlement  à  la  droite  donnée. 

Deux  droites  parallèles  ont  toutes  lears  parallèles  communes  et 
tous  leurs  plans  parallèles  communs;  et  il  en  est  de  môme  pour 
deux  plans  parallèles.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  une  droite  D 
et  un  plan  P  parallèles  entre  eux  :  un  plan  parallèle  à,  D  peut  occuper, 
par  rapport  à  P,  une  situation  quelconque;  de  même  une  droite 
P,  par  rapport  îiD. 
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EXERCICES 

428.  Que  deviennent  les  conclusions  île  l'exemple  433,  lorsqu'on  sait  seulement 
que  deuxquelconquesdes  droites  données  sont  dans  un  même  plan? 

4Ï9.  Mener  une  droite  parallèle  à  une  droite  donnée  et  rencontrant  deux  droites 
données  ('  ). 

430.  Les  milieuï  des  côtés  d'un  quadrilatère  gauche  {exerc.  427)  sont  les  sommets 
d'un  parallélogramme.  Le  centi-e  de  ce  parallélogramme  est  au  milieu  de  la  droite 
qui  joint  les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère. 

Lieu  du  centre  de  ce  parallélogramme  lorsque,  trois  sommets  du  quadrilatère 
restant  fixes,  le  quatrième  sommet  décrit  un  plan  donné  ou  une  droite  donnée. 

431.  Réciproque  du  théorème  du  n"  336.  Si  deux  droites  sont  divisées  en  parties 
proportionnelles  en  A,  B,  G  pour  l'une,  A',  B',  C  pour  l'autre,  on  peut  faire  passer, 
par  les  droites  AA',  BB',  CC  respectivement,  trois  pians  parallèles  entre  eux. 

133.  Étant  données  deux  droites  D,  ly,  non  situées  dans  un  même  plan,  quel  est 
le  lieu  des  points  obtenus  en  divisant  dans  un  rapport  donné  le  segment  de  droite 
qui  joint  un  point  quelconque  M  de  D  à  un  point  quelconque  M' de  D'? 

432  bis.  Même  question  lorsque  les  points  M,  M',  au  lieu  de  varier  d'une  façon 
quelconque  sur  les  droites  données,  sont  assujettis  à  la  condition  que  la  droite  MM' 
soit  parallèle  à  un  plan  fixe. 

Conclure  de  là  qu'une  droite  qui  varie  en  rencontrant  deux  droites  fixes  et  restant 
parallèle  à  un  plan  donné,  rencontre  une  infinité  d'autres  droites  fi.tes,  toutes 
parallèles  à  un  même  plan. 


433.  Inversement,  lorsqu'une  droite  mobile  n 
à  an  même  plan,  elle,  est  divisée  par  ces  droites  dans  u 
parallèle  à  un  plan  flïe. 

134.  Montrer  que  si  la  droite  mobile  considérée  aux  deux  e^cercice 
s'éloigne  indéfiniment,  elle  tend  à  devenir  parallèle  à  une  direction  déterminée. 

435.  Mener  une  droite  rencontrant  tivis  droites  données  et  qui  soit  divisée  par 
elles  dans  un  rapport  donné  ('). 

436.  Si  une  droite  mobile  renconti'e  deux  droites  fixes,  D,  û'  et  est  divisée  par 
celles-ci  et  un  plan  fixe  (non  parallèle  à  la  fois  à  D,  D')  dans  un  rapport  constant, 
elle  est  parallèle  à  un  plan  fixe. 

437.  Les  droites  qui  joignent  deux  points  pris  sur  deux  côtés  consécutifs  d'un 
quadrilatère  gaucho  aux  points  qui  divisent  respectivement  dans  les  mêmes  rapports 
les  côtés  opposés  aux  premiers,  se  rencontrent;  et  chacune  d'elles  est  divisée  par 
l'autre  dans  le  même  rapport  que  les  côtés  qu'elle  ne  rencontre  pas. 

438.  Mener,  entre  deux  droites  données,  une  sécante  de  longueuT  donnée, 
parallèlement  è  un  plan  donné  {']. 

(1}  Voir  la  note  placéo  à  la  Ito  dos  proiilÈmos  du  Y'  livi-o. 
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CHAPITRE  III 

DROITE     ET    PLAN    PERPENDfCULAIRES 

.   338.  Définition.  —  On  dit  qu'une  droite  AB  (fKj.  247)  est  perpen- 
diculaire. i\  un  plan   P,  lorsqu'elle  est  perpendiculaire  à  toutes  les 
droites  qui  passent  par  son  pied  dans  ce 
plan. 

Une    telle  droite   est  perpendiculaire  à 
toutes  les  droites  du  plan.  \ 

Plus  généralement,   une  droite  perpen-       \  ' \ 

diculaire   à   un  plan    est  perpendiculaire  | 

à  toute  droite  parallèle  à  ce  plan.  p,g  .^j_ 

Par  exemple,  la  droite  AB  {fig.  247), 
perpendiculaire  en  A  au  plan  P,  est  perpendiculaire  à  to\ite 
droite  D  parallèle  à  ce  plan.  En  effet,  par  le  point  A  passe  une 
droite  AC,  parallèle  à  D  et  contenue  dans  !e  plan  P  :  l'angle  BAC, 
qui  mesure  (334)  l'angle  de  AB  et  de  D,  est  droit  en  vertu  de 
l'bypothèse. 

kéciproquemenl,  si  une  droite  est  perpendiculaire  k  toutes  les 
droites  d'un  plan,  elle  ne  saurait  être  parallèle  ô.  ce  plan  (329, 
CoroU.  1)  :  elle  le  perce  donc  et,  dès  lors,  lui  est  perpendiculaire. 

339.  De  la  définition  résultent  encore  immédiatement  les  consé- 
quences suivantes  : 

1"  Un  plan  P  perpendiculaire  û  une  droite  est  perpendiculaire  ii 
toutes  ses  parallèles  ;  car  toutes  les  droites  du  plan  P,  étant  perpen- 
diculaires à  la  première  droite,  sont  perpendiculaires  à  la  seconde; 

2°  Une  droite  D,  perpendiculaire  à  un  plan  P,  est  perpendiculaire  à 
tout  plan  parallèle  au  premier  :  car  toutes  les  droites  de  ce  dernier 
plan  sont  parallèles  à  P  et,  comme  telles,  perpendiculaires  à  D, 
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340,  Théorème.  —  Le  lieu  des  points  égalemcnl  dislanls  de  deux 
points  B,  Bi  est  un  plan  perpendiculaire  ait  milieu  de  ta  droite  BB,. 
Démonstration.  —  Soit  A  le  milieu  de  BB,.  Les  points  du  lieu 
situés  dans  un  plan  passant  parBBi(/tj.  2481  sont  ceux  de  la  perpen- 
diculaire menée  dans  ce  plan  en  A  à  BB,.  Donc  le  lieu  est  engendré 
par  toutes  ces  perpendiculaires. 
Or,  si  C,  G'  sont  deux  points  du 
Heu  [fy.  249),  les  triangles  BCC, 
B,CC'  sont  égaux,  comme  ayant 
les  trois  cotés  égaux   chacun   k 
chacun   (BC  — B,G;  BG'  =  B,C'; 
le  C(jté    ce    commun).    Faisons 
coïncider  ces  deux  triangles  et 
désignons  par  G"  un  point  quel- 
conque de  la  droite  CC.  Les  som- 
mets C,  C'  restant  en  coïncidence  et  le  sommet  B,  venant  coïncider 
avec  B,  nous  voyons  que  B,C"  vient  sur  BC".  Donc  on  a  B.C"  =  BC". 
Donc,  tout  point  C"  de  CC'  appartient  au  lieu. 
Ce  lien  étant  tel  que  la  droite  qui  joint  deux  de  ses  points  y  est 
contenue  tout  entière,  et  renfermant  trois  points  non  en  ligne  droite 
sans  comprendre  tous  les  points  de  l'espace  (puisque  le  point  B, 
par  exemple,  n'en  fait  pas  partie),  est  (321)  un  plan,  lequel  est 
évidemment  perpendiculaire  à  BB,  en  A. 

Reuakque,  —  Les  points  plus  rapprochés  de  B  çwe  de  B,  sont  ceux 
qui  se  trouvent,  par  rapport  au  lieu  précédent,  du  même  côté  que  A. 
Car,  dans  un  pian  quelconque  passant  par  BB,  —  le  plan  BB,C,  par 
exemple,  —  les  points  plus  rapprochés  de  B  que  de  B,  sont,  par 
rapport  à  la  droite  AC,  dans  le  demi-plan  qui  contient  B  (PI.,  32). 

341.  Théorème.  —  Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à  un 
plan,  il  suffit  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  deux  droites  passant  par 
son  pied  dans  lep)lan. 

Car  soit  la  droite  AB  perpendiculaire  aux  deux  droites  AC,  AC. 
Prenons  AB,  =  AB^  Le  lieu  des  points  également  distants  de  B  et  de 
B,  contiendra  AC  et  AC.  11  coïncidera  donc  avec  le  plan  GAC,  lequel 
est  dès  lors  (théor,  précédent}  perpendiculaire  à  AB. 

0.  Q.  p.  D. 
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Corollaire.  —  Pour  qu'une  droite  D  soit  perpendiculaire  à  un 
plan  P,  il  suffit  qu'elle  soU  perpendiculaire  à  deux  droites  D^,  Dj,  won 
parallèles  entre  elles,  situées  dans  ce  plan  ou  parallèles  à  ce  plan. 

En  effet,  si  l'on  mène,  par  un  point  de  D,  des  parallèles  à  1),  et.;' 
à  Dg,  ces  parallèles,  distinctes  entre  elles,    déterminent  un    plan 
parallèle  à  P  (330  bis)  et  perpendiculaire  à  P. 

341  bis.  Théorème.  —  Par  un  point  0  de  l'espace,  on  peut 
mener  un  plan  perpendiculaire  sur  tine  droite  D,  et  on  n'en  peut 
mener  gu'un. 

Ce  plan  est  le  lieu  géométrique  des  droites  perpendiculaires  à  la 
droite  donnée,  menées  par  le  point  donné. 

Supposons,   en  premier  lieu,  le  point  0  situé  sur  la  droite  D. 

Aiors  si,  sur  cette  droite,  nous  prenons,  Èi  partir  de  0,  deux  lon- 
gueurs égales  OA,  OB,  le  lieu  des  points  également  distants  de  A 
et  de  B  sera  iin  plan  perpendiculaire 
en  0  à  AB.  Ce  plan  sera  le  lieu  des 
perpendiculaires  menées  par  0   à  AB 
et  sera,  par  suite,  le  seul  plan  per- 
pendiculaire  à  cette  droite,  mené  par         ^ 
ce  point.  \ 

Supposons,  en  second  lieu,  le  point  ^ 

0  extérieur  à   D   {fig.  250)  :  par    ce  1 

point,  menons  la  droite  D,  parallèle  à  | 

1)  et  le  plan  P   perpendiculaire  à.  D,.  f,^_  i^o. 

P    est   le    plan   cherché    et   le    seul, 

puisque  tout  plan  perpendiculaire  ft  D,  est  perpendiculaire  à  D, 
et  réciproquement.  De  plus,  toute  perpendiculaire  à  D  menée 
par  0  est  située  dans  ce  plan  P  (comme  perpendiculaire  à  D,)  et, 
réciproquement,  toute  droite  de  P  est  perpendiculaire  à  D. 

L'énoncé  est  donc  complètement  démontré. 

Remarque.—  On  voit  que,  d'après  la  signification  adoptée  au 
n"  334  pour  l'expression  droites  perpendiculaires,  il  n'est  plus  exact 
de  dire,  comme  nous  l'avons  fait  au  n°  322,  que,  d'un  point 
extérieur  à  une  droite  donnée,  on  ne  peut  mener  qu'une  droite 
perpendiculaire  à  celle-ci  :  au  contraire,  de  telles  perpendiculaires 
sont  en  nombre  infini. 
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Mais,  lorsque  nous  parlerons  de  la  perpendiculaire  menée  à  une 
droite  D  par  un  point  extérieur  0,  il  s'agira,  sauf  indication 
contraire,  de  la  perpendiculaire  considérée  au  n°  322,  celle  qui 
coupe  D.  En  particulier,  la  distance  dii  point  0  à  la  droite  D  sera 
toujours  la  portion  de  cette  perpendiculaire  comprise  entre  son 
pied  H  (point  de  rencontre  avec  D)  et  le  point  0,  Le  point  H  sera, 
comme  en  géométrie  plane,  dit  iaprojeclion  orthoijonale  (ou  simple- 
ment la  projection)  du  point  0  sur  la  droite  D. 


342.  Théorème.  —  1°  Deux  plans  perpendiculaires  à  une  même 
droite  sont  parallèles  entre  eux; 

2"  Une  droite  et  un  plan  perpendiculaires  à  une  même  droite  sont 
parallèles  entre  eux. 

i"  Deux  plans  P,  Q,  perpendiculaires  à  une  même  droite  xy,  sout 
parallèles  entre  eux;  car  si,  par  un  point  de  P,  on  mène  un  plan 
parallèle  à  Q,  ce  plan  sera  également  perpendiculaire  à  xtj  et, 
comme  tel,  coïncidera  avec  P  ; 

2"  Un  plan  P  et  une  droite  D,  perpendiculaires  à  une  même 
droite  xij,  sont  parallèles  entre  eux;  car  si,  par  un  point  de  P,  on 
mène  une  parallèle  à  D,  cette  dernière  sera  perpendiculaire  à  xij  et, 
par  cons(?qucnt,  contenue  dans  P. 


343.  Théorème.  - 

me  droite  perpendiculaire  à 


n  point  donné  0  de  l'espace,  on  peut  mener 
ï  un  plan  donné  P,  et  mie  seule. 

Dans  le  plan  P  [fig.  251),  traçons 
deux  droites  concourantes  Dj,  Dj.  Une 
perpendiculaire  au  plan  menée  par  le 
point  0  devra  être  perpendiculaire 
tant  à  D,  qu'à  D^  et,  par  suite,  appar- 
tiendra à  la  fois  aux  deux  plans  Qj, 
Qj,  menés  par  0  perpendiculairement 
à  ces  deux  droites.  Inversement,  une 
i''"'-  s*'-  droite  commune  à  ces  deux  plans  sera 

perpendiculaire  au  plan  P{340,  coroll.). 
Or  les  plans  Q^,  Qj  coupent  P  suivant  deux  droites  différentes, 
car,  dans  le  plan  P,  une  même  droite  ne  peut  être  à  la  fois  per- 
pendiculaire  aux    droites    concourantes   D,,    D^.   Donc   ces  plans 
sont  distincts:   comme  ils  oui  un  point  commun,   ils  se  coupent 
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suivant  une  droite  unique,  qui  est  fa  perpendiculaire  chercliéc  et  la 
seule. 

Théorème.  —  Deux  droites  perpendiculaires  à  uiimémeplan  P  sont 
parallèles  entre  elles. 

Car  si,  par  un  point  de  Tune,  on  mène  une  parallèle  à  Tautre,  elle 
coïncidera  avec  la  première  (théor.  précéd.). 

344.  Théorème.  —  .Si,  (Timpoint  extérîettr  à  un  plan,  on  tnène  à  ce 
plan  la  perpendiculaire  et  diverses  obliques  : 

1°  La  perpendiculaire  est  plus  courte  que  toute  oblique; 

2"  Deux  obliques  également  écartées  du  pied  de  la  perpendiculaire 
sont  égales; 

3°  De  deux  obliques  inégalement  écartées  du  pied  de  la  jierpendicu- 
laire,  la  plus  écartée  eut  plus  longue  que  l'autre. 

1"  Du  point  0  (fig.  2S2),  menons  au  plan  P  la  perpendiculaire  OH  et 
l'oblique  OA.  Celle-ci  est  plus  longue  que 
OH,  comme    oblique  à  la  droite   HA,  à 
laquelle  OH  est  perpendiculaire; 

2°  Les  obliques  OA,  OB,  telles  que 
HA  =  HB,  sont  égales,  à  cause  de  régalité 
des  triangles  OHA,  OHB,  qui  ont  les  angles 
en  H  égaux  (comme   droits)  et  compris  pj^  j^;^ 

entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun; 

3°  Les  obliques  OA,  OC  étant  telles  que  HA  <  HC,  prenons,  sur 
HC,  une  longueur  HB  =  HA.  L'oblique  OB  sera  égale  à  OA  (2")  et 
plus  petite  que  OC  (PI.,  29). 

Corollaire,  — De  la  dernière  partie  du  théorème  précédent  résulte 
que  deux  obliques  égales  sont  également  écartées  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire. Combiné  avec  2°,  cet  énoncé  montre  que  le  lieu  des  points 
d'un  plan  situés  à  une  distance  constante  d'un  point  0  de  l'espace 
(fig.  252)  est  une  circonférence  ayant  pour  centre  le  pied  H  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  le  plan,  puisque  les  points 
du  plan  équidistants  du  point  0  sont  équidistants  du  point  H,  el 
réciproquement. 

345.  On  nomme  distance  d"uu  point  à  un  plan,  la  longueur  de  la 
perpendiculaire   abaissée  de  ce  point  sur  le   plan  (laquelle    est, 
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)rème   précèdent,  le  plus   court  chemiu  do  l'un  à 

l'autre). 

Deitx  plans  parallèles  sont  partout   équi- 

^  distants.   Les    distances   AA',    BB'  de  deux 

points  A,  B  d'un  plan  P  à  un  plan  parallèle 

■i  P'  {fig.  233),  sont  égales,  comme  parallèles 

J^         comprises  entre  plans  parallèles. 

De   même,    une   droite   et  ■un  plan  paral- 
^"^'  -''■'■  Ifiles  sont  partout  équidistants . 

346.  Théorème.  —  Le  lieu  des  droites  issues  d'un  point  donné  et 
qui  font  des  angles  égaux  avec  deux  demi-droites  données  issues  de  ce 
point,  est  le  plan  qui  passe  par  la  bissectrice 
de  l'angle  que  forment  les  demi-droites  données 
et  par  la  perpendiculaire  à  leur  plan,  menée 
en  leur  point  commun. 

Soient  les  deux  demi-droites  OÂ,  OB 
{fig.  254),  sur  lesquelles  nous  prendrons  les 
segments  OA  =  OB.  Si  la  droite  OM  fait 
avec  OA  et  OB  des  angles  égaux,  les  triangles 
OAM,  OBM  seront  égaux  (comme   ayant  un 

angle  égal  compris  entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun)  et  le 
point  M  sera  équidistant  de  A  et  de  B.  Il  appartiendra  donc  au 
plan  perpendiculaire  au  milieu  de  AB. 

Ce  plan  passe  d'ailleurs  par  la  bissectrice  de  l'angle  AOB  et  par 
la  perpendiculaire  menée  en  0  au  plan  AOB,  car  ces  deux  droites 
appartiennent  manifestement  au  lieu. 


EXERCICES 


un  plan  donne   par  un  point  de  ce  plan 
e  donnée  quclLOnquo  ('). 
iints  do  1  espace  équidistants  des  trois  , 


e  liroilo  pei'ponili- 


441.  Lieu  des  points  de  l'espace  également  dislants  de  deux  ilro 
données.  Même  question  pour  deux  droites  parallèles- 
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442.  Lieu  des  droites  passant  par  un  point  donné  et  faisant  des  angles  égaux  avec 
deux  droites  doimées,  non  situées  dans  un  même  plan. 

il3.  Mener,  par  un  point  donné,  une  droite  faisant  des  angles  égaux  avec  trois 
droites  données  ('), 

444.  Si  une  demi-droite  fait  des  angles  égaux  avec  trois  demi-droites  d'un  plan, 
elle  est  perpendiculaire  au  plan. 

445.  Étant  données  deux  droites  concourantes  OA,  ÛB,  dans  quelle  région  de 
l'espace  sont  les  demi-droites  issues  du  point  commun  0  et  Taisant  avec  OA.  un 
angle  plus  grand  qu'avec  OB? 

446.  Le  lieu  des  points  tels  que  la  diffêrenne  des  carrés  île  leurs  distances  à  deux 
points  donnés  soit  constante  est  un  plan. 

441,  Démontrer  direitement  (en  imitant  le  texte,  n"  340)  la  proposition  précédente. 
En  conclure  à  nouveau  le  théorème  du  n'  341. 

ils.  Lien  des  points  d'un  plan  donné  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  deux 
poinis  donnés  soit  constant. 

449.  Lieu  des  points  d'un  plan  donné  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs 
distances  à  deui  points  donnés  soit  constante. 

450.  Lieu  des  points  d'un  plan  desquels  on  voit  un  segment  de  droite  donné  sous 
un  angle  droit. 

Cas  où  l'une  des  extrémités  du  segment  est  dans  le  plan  donné. 

451.  Quelle  est  la  plus  courte  et  quelle  est  la  plus  longue  droite  que  l'on  puisse 
mener  entre  un  point  et  un  cercle  donnés  d'une  fa^on  quelconque  dans  l'espace? 

453.  Étant  donnés  deux  points  A,  B,  situés  du  même  cétê  d'un  plan,  trouver 
dans  ce  plan  le  point  tel  que  la  somme  de  ses  distances  aux  deux  points  A,  B,  soit 

453.  Étant  donnés  deux  points  A,  B,  situés  de  part  et  d'autre  d'un  plan,  trouver 
dans  ce  (ilan  le  point  tel  que  la  diiférence  de  ses  distances  au.'i  points  A,  B,  soit 

454.  On  donne  deux  droites  D,  D',  non  situées  dans  un  même  plan,  et  on  prend , 
sur  ces  deux  droites  respectivement,  deux  points  A,  A';  soient  M,  M'  deux  points 
pris  également,  l'un  sur  D,  l'autre  sur  ly,  de  manière  que  AM  =  A'M'. 

V  Lorsque,  A  et  A'  restant  fixes,  la  longueur  commune  des  segments  AM,  A'M', 
varie,  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  MM'  passe  par  l'une  ou  l'autre  (suivant 
le  sens  dans  lequel  sont  portés  les  seg-menls  AM,  A'M'),  de  deux  droites  fixes  G,,  Gj, 
dont  tous  les  points  sont  également  distants  des  deux  droites  données; 

S'  Loi'sque  A,  A'  varient  eux-mêmes  de  toutes  les  manières  possibles  sur  ces 
droites  données,  chacune  des  droites  Gi,  Gj  reste  parallèle  à  un  plan  fixe; 

3*  Chaque  droite  G,  rencontre  toutes  les  droites  Gi; 

4°  Par  tout  point  équidislant  des  deux  droites  données,  il  passe  une  droite  G,  et 
une  droite  Gj. 
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CHAPITRE    IV 


ANGLES     DIEDRES     -        PLANS     PERPENDICULAIRES 


347.  Définition.  —  Ou  nomme  fiiif/te  dièdre  la  figure  l'orméû  par 
deux  demi-plans  limités  par  une  droite  commune 
(fig.  235),  Cette  droite  est  Varéte  du  dièdre  ;  les 
deux  demi-plans  en  sont  les  faces. 

On  peut  désigner  un  angle  dièdre  par  les  lettres 

représentant  ses  deux  faces,  ou  par  les  lettres  de 

son  arête,  comprises  entre  les  lettres  relatives  aux 

faces  ;  'on  encore  par  les  lettres  de  l'arête  seules,  s'il 

FiG.  iflù.  ûe    peut  en  résulter  de   confusion    avec   d'autres 

dièdres  de  même  arête.  Ainsi,  le  dièdre  représenté 

fig.  255  sera  désigné,  soit  par  la  notation  PQ,  soit  par  la  notation 

P.xy.Q,  soit  par  la  notation  xy. 


348.  Définition.  — On  nomme  anr/le  plan-on  rectiligne  d'un 
dièdre,  l'angle  rectiligne  BAC  formé  en  élevant,  par  un  même 
A  de  l'arête  {fig.  256),  les  perpendiculaires  AB,  AC 
à  cette  arête  dans  les  deux  faces  :  autrement  dit, 
en  coupant  le  dièdre  par  un  plan  perpendiculaire 
&  l'arête. 

La  grandeur  de  l'angle  plan  ainsi  obtenu  ne  dépend 
(jue  du  dièdre  considéré,  et  non  du  choix  du  point  A, 
sommet  de  cet  angle  plan,  lequel  est  pris  arbi- 
trairement sur  l'arête.  Supposons,  en  effet,  qu'en 
prenant  successivement  pour  sommets  les  points  f,^.  ■>, 

A,  A'  {/ig.  256),  on  obtienne  les  angles  plans  BAC, 
A'B'G'  :  ces  angles  seront    égaux,  puisque   les  droites   AB, 


angle 
point 
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perpendiculaires  à  AA'  dans  un  inème'plan,    soiU  parallèîcs  et  de 
même  sens,  et  qu'il  en- est  de  même  de  AC,  A'C. 

349.  Nous  avons  vu  (PI.,  20)  qu'étant  donné  un  angle  plan  BAC, 
{fig.  257)  on  peut  parler  du  sens  de  rotation  de  cet  angle,  pourvu 
toutefois  que  parmi  les  deux  régions  R,  R'  en 
lesquelles  le  plan  ABC  divise  l'espace,  on  en 
désigne  une,  R,  où  l'on  convient  de  se  placer 
pour  regarder  ce  plan. 

Si,  par  le  point  A,  sommet  de   l'angle,  on 
élève  une  perpendiculaire  au  plan,  la  fixation  \     '       J 

de  la  région  R  revient  au  choix  d'un  sens  sur  ''      i/ 

cette  perpendiculaire  :  à  savoir,  le  sens  (mar- 
qué par  une  flèche  sur  la  fig.  237)  dans  lequel 
on  se  déplace  lorsqu'on  quitte   le   plan  pour 
entrer  dans  la  région  en  question.  Au  lieu  de  l'observateur  que  nous 
avons  introduit  à  l'endroit  cité  de  lagéomélrieplane,  nous  pourrons 
considérer  un  observateur  placé  suivant  la  perpendiculaire  au'plan, 
de  manière  que  le  sens  ainsi  fixé  soit  celui  qui  va  de  ses  pieds  à  sa 
tête.  Si,  regardant  l'intérieur  de  l'angle,  cet  observateur  voit  le  côté 
ÂB  à  droite  de  AC,  i'angle  est  direct;  il  est  rétrograde  dans  le  cas 
contraire. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  en  géométrie  plane,  le  sens  de  rotation. 
dépend  essentiellement  du  sens  choisi  sur  la  perpendiculaire;  il 
change  lorsqu'on  change  ce  dernier.  Bien  entendu,  le  sens  de 
rotation  de  l'angle  dépend  aussi  de  l'ordre  dans  lequel  on  énonce 
les  c6tés. 

Soit  maintenant  un  dièdre  PQ  {fig.  237).  Appliquons  ce  qui  vient 
d'être  dit  à  l'angle  plan  BAC  de  ce  dièdre  (ie  côté  AB  étant  dans  la 
face  P,  le  côté  AC  dans  la  face  Q),  La  perpendiculaire  au  plan  BAC 
n'est  autre  que  l'arête  du  dièdre  :  nous  devons  donc  sup]ioser  fixé  un 
sens  sur  cette  arête  et  considérer  un  observateur  placé  suivant 
l'arête,  de  manière  que  le  sens  en  question  soit  celui  qui  va  de  ses 
pieds  à  sa  tète,  et  regardant  l'intérieur  du  dièdre.  Celui-ci  sera  direel 
si  cet  observateur  voit  le  côté  AB  à  droite  de  AC.  On  peut  encore 
dire  que  le  dièdre  sera  direct  si  l'observateur  voit  la  face  P  a  droite 
de  la  face  Q  ;  sous  cette  forme,  on  voit  que  le  sens  de  rotation  ainsi 
obtenu  est  le  même,  quel  que  soit  l'angle  plan  considéré. 
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Ainsi  nous  voyons  qu'on  peut  dire  d'un  dièdre  qu'il  est  direct  ou 
qu'il  est  rétrograde,  une  fois  que  l'on  a  fixé'Un  sens  sur  l'arête  de 
ce  dièdre  ;  mais  que,  si  ce  sens  n'a  pas  été  fixé,  on  peut  toujours  le 
choisir  tel  que  le  dièdre  soit  direct. 

350,  Deux  dièdres  sont  dît  é^awx  (conformément  à  la  dédnition 
générale  des  ligures  égales)  si  on  peut  les  transporter  l'un  sur 
l'autre  de  manière  à  les  faire  coïncider. 

Deux  dièdres  sont  dits  adjacents  s'ils  ont  même  arête,  une  face 

commune  et  qu'ils  soient  situés  de  part  et   d'autre  de   la  face 

commune  :  tels,  les  dièdres  PQ,   QR  de  la  figure   238-   Alors   le 

dièdre   PR,  formé  par  les  faces  extrêmes,  est  dit  la  somme  des 

deux  premiers  :  de  sorte  que,  pour  faire  la  somme 

de  deux  dièdres,  on  les  transporte  l'un  h  cOté  de 

l'autre  de  manière  à  les  rendre  adjacents. 

■    Pour  comparer  deux  dièdres,  on  les  transporte 

l'un  sur  l'autre  de  manière  à  ce  qu'ils  aient  mémo 

arête,  une  face  commune  PR{/ig.  2S8)  et  que  les 

faces  restantes  Q,  R  soient  de  même  c6té  par  rap- 

-■^/^\p       port  à  P.  Le  dièdre  PR  est  dit  plus  grand  ou  plus 

petit  que  le  dièdre  PQ,   suivant  que  l'ordre   des 

Fin.  ïss,  faces  est  P,  Q,  R  ou  P,  R,  Q.  Dans  les  deux  cas, 

le  dièdre  QR  qui,   ajouté    à    l'un    des    dièdres 

donnés,  reproduit  l'autre,  est  dit  leur  différence.  Enfin,  si  le  plan  Q 

coïncide  avec  le  plan  R,  les  dièdres  donnés  sont  égaux. 

Ces  définitions  sont,  on  le  voit,  entièrement  analogues  à  celles 
que  nous  avons  données  pour  les  angles  ordinaires,  en  géométrie 
plane.  Seulement,  cette  fois,  leur  légitimité  n'est  pas  évidente 
a  priori.  Il  y  a,  en  effet,  une  infinité  de  manières  de  transporter  le 
dièdre  PQ,  sans  qu'il  cesse  d'avoir  l'arête  et  la  face  P  commune  avec 
le  dièdre  PR  (puisqu'on  peut  le  faire  glisser  le  long  de  l'arête 
commune,  sans  que  la  face  P  cesse  de  coïncider  avec  elle-même),  et 
il  n'est  nullement  évident  que,  dans  ces  différents  déplacements,  la 
face  Q  ne  vient  pas  prendre  des  positions  différentes.  Si  celte 
hypothèse  se  réalisait,  il  pourrait  arriver  que  celte  face  Q  se  trouvât 
tantôt  d'un  côté,  tantôt  de  l'autre  de  la  face  R  et,  dès  lors,  le 
dièdre  PQ  pourrait  être   à  la  fois  plus  grand  et  plus  petit  que 
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le  dièdre  PR,  suivant  la  matii&re  don!  on  s>  prendrait  pour  les 
comparer. 

11  n'en  est  rien  :  c'est  ce  qni  va  it-iulti  i  du  théorème  suivant. 

351.  Théorème.  —  Deux  dièdres  et/atw  ont  des  vectilignes  égaux; 

Deux  dièdres  inégaux  ont  des  ■teclihgnet  inégaux,  et  au  plus  grand 
dièdre  correspond  le  plus  grand  lecttltgue, 

A  un  dièdre  somme  {ou  différence)  de  deux  autres,  correspond  un 
recHligne  somme  {ou  différence)  des  deux  rectilignes  primitifs. 

1°  La  première  partie  est  évidente,  puisque,  lorsqu'on  fait 
coïncider  les  deux  dièdres,  ils  ont  forcément  même  rectiligne ; 

2°  Si  deux  dièdres,  transportés 'l'un  sur  l'autre,  comme  il  a  été 
dit  plus  haut  (par  exemple  PQ,  PR  [fig.  258))  sont  inégaux,  de 
manière  que  la  face  Q  soit  entre  P  et  R  :  alors,  en  coupant  ces 
dièdres  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  commune,  on  aura, 
dans  ce  plan,  deux  rectilignes  aOB,  AOG  tels  que  OB  soit  entre 
OA  et  OC,  par  conséquent  tels  que  AOB  <  ÂOC. 

3"  Si  les  dièdres  PQ,  QR,  rendus  adjacents,  ont  pour  somme  le 
dièdre  PR  :  alors  leurs  rectilignes  AOB,  BOC,  étant,  dans  leur  plan 
commun,  deux  angles  adjacents,  ont  bien  pour  somme  l'angle  AOC, 
rectiligne  de  PR, 

Il  est  clair  que  les  réciproques  des  propositions  précédentes  sont 
toutes  vraies. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  prouve  bien,  ainsi 
que  nous  l'avions  annoncé,  que  l'ordre  de  grandeur  de  deux  dièdres, 
leur  somme,  leur  différence,  ne  dépendent  pas  de  la  manière 
dont  on  transporte  ces  dièdres  l'un  sur  l'autre,  ou  dont  on  les 
juxtapose,  laquelle  ne  saurait,  en  effet,  changer  l'ordre  de  grandeur, 
ni  la  somme,  ni  la  différence  des  angles  plans.  La  circonstance  dont 
nous  avons  parlé  Èi  la  fin  du  numéro  précédent  ne  peut  donc  se 
présenter. 

Un  dièdre  peut  êlre  transporté  sur  lui-même  de  manière  que  chacune 
de  ses  faces  prenne  la  place  de  l'autre  {l'arête  revenant  à  sa  position 
primitive,  mais  avec  inversion   du  sens). 

Il  suffit  évidemment  de  retourner  sur  lui-même  (PL,  10)  le 
rectiligne  du  dièdre. 


y  Google 


sa  GÉOMÉTIilE. 

352.  Théorème.  —  Le  rapport  de  deux  an(jUs  dièdres  est  égal  au 
rapport  de  leurs  angles  plans. 

Ce  théorème,  comme  nous  le  savons,  résulte  immcdiatement  du 
précédent  (comparer  PI.,  70,  113,  247).  Le  lecleuv  pourra  d'ailleurs 
refaire,  dans  ce  cas,  le  raisonnement  générai  d'arithmétique,  comme 
nous  l'avons  fait  en  géométrie  plane  (PI.,  70, 113). 

Corollaire.  —  Si  l'on  a  pris,  pour  unité  d'angle  dièdre,  le  dièdre 
dont  lé  recliligne  est  égal  à  l'unité  d'angle  plan,  tout  angle  dièdre  a 
même  mesure  que  son  recliligne. 

11  suffit,  pour  le  voir,  de  prendre,  pour  le  second  des  deux  dièdres 
dont  il  est  question  dans  le  théorème  précédent,  le  dièdre  unité. 

Conformément  à  la  conclusion  que  nous  venons  d'obtenir,  on 
mesure  les  dièdres  en  degrés,  minutes  et  secondes,  le  nombre  de 
degrés,  minutes  et  secondes  d'un  dièdre  étant  le  nombre  de  degrés, 
minutes  et  secondes  contenus  dans  son  angle  plan. 

353.  Plans  perpendiciilairea. 

Définitions.  —  On  dit  qu'un  plan  ssl perpendiculaire  sur  un  autre, 
lorsqu'd  forme,  avec  cet  autre,  deux  dièdres  adjacents  égaux  entre 
eux. 

Un  dièdre  est  dit  droit,  lorsqu'une  de  ses  faces  est  perpendiculaire 
sur  l'autre. 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
dièdre  soit  droit,  est  que  son  angle 
plan  soit  droit. 

1°  Soit  le  dièdre  P.  xy.  Q 
ifig.  259),  le  plan  P  étant  supposé 
perpendiculaire  sur  Q,  c'est-à-dire 
que  le  dièdre  PQ  est  égal  au 
dièdre  adjacent  PQ'  formé  par  le 
demi-plan  P  avec  le  prolongement 
^"^-  ïj*-  du  demi-plan  Q,  Menons,  perpen- 

diculairement à  l'arête  xy,  un 
plan  qui  coupe  le  demi-plan  P  suivant  OA,  le  plan  Q  suivant  B'OB  : 
la  première  de  ces  droites  est  bien  perpendiculaire  sur  la  seconde, 
car  elle  forme  avec  elle  deux  angles  adjacents  A.OB,  A.OB',  qui  sont 
égaux  comme  rectilignes  de  dièdres  égaux. 
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1"  Inversement,  si  l'angle  plan  A.OB  [fig.  259)  d'un  dièdre  P,  xy.  Q 
est  droit,  en  prolongeant  le  demi-plan  Q  suivant  Q',  on  forme  un 
second  dièdre  PQ'  égal  à  PQ,  puisque  son  angle  plan  AOB'  est  droit 
comme  AOB. 

Corollaire.  —  Si  un  plan  est  perpendiculaire  à  un  autre,  inver- 
sement celui-ci  est  perpendiculaire  au  premier. 

354.  Théorème.  —  Quand  deux  plans  sont  perpendiculaires,  toute 
perpendiculaire  à  leur  intersection,  menée  dans  l'un  d'eux,  est  perpen- 
diculaire à  Vautre. 

Soit  en  effet,  comme  au  n"  précédent,  P.  xy.  Q  [fi(j.  25^)  un 
dièdre  droit,  et  soit  OA  une  perpendiculaire  menée  dans  le  plan  P 
à  xy.  Cette  droite  OA  poun'a  être  considérée  comme  un  côté  de 
l'angle  plan  du  dièdre  PQ  et,  par  conséquent,  sera  perpendiculaire 
au  second  côté  OB  de  cet  angle.  Étant  déjà  perpendiculaire  à  xy, 
elle  est  perpendiculaire  au  plan  Q. 


355.  L'hypothèse  du  tliéoi-ème  précédent  peut  être  considérée 
comme  formée  de  deux  parties;  à  savoir  :  1°  les  deux  plans  P,  Q 
sont  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  ;  2"  la  perpendiculaire  OA  'a 
l'intersection  est  située  dans  le  plan  P. 

Ce  théorème  a,  en  conséquence,  deux  réciproques. 

f"  Réciproque.  —  Un  plan  est  perpendiculaire  à  un  autre,  s'il 
contient  mie  perpendiculaire  à  cet  autre. 

Si  le  plan  P  contient  la  droite  OA,  perpendiculaire  au  plan  Q, 
il  est  perpendiculaire  au  plan  Q,  puisque  l'angle  plan  AOB  du 
dièdre  PQ  est  droit. 

2°  Réciproque.  —  Si  deux  plans  sont  perpendiculaires,  et  que,  d'un 
point  de  l'un,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  l'autre,-  celle-ci  est 
située  tout  entière  dans  le  premier  plan. 

Les  plans  P  et  Q  étant  perpendiculaires,  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  le  plan  Q  par  un  point  A  du  plan  P  n'est  autre  (n^préc.) 
que  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  l'intersection  des 
deux  plans. 
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Corollaire  I.  —  Plus  généralement, 

Un  plan  est  perpendiculaire  â  un  autre,  s'il  est  parallèle  à  une 
perpendiculaire  à  cet  autre. 

Si  le  plan  P  est  parallèle  à  une  droite  D,  perpendiculaire  au 
plan  Q,  il  contiendra  (329)  une  parallèle  à  D  et  sera  (l"  récip.) 
perpendiculaire  à  P. 

Un  plan  et  une  droite,  perpendiculaires  à  un  même  plan,  sont 
parallèles,  puisque  l'un  contient  (2'  récip.)  une  parallèle  à  l'autre. 


Corollaire  II. 


^ 


\ 


-  Quand  deux  plans  qui  se  coupent  sont  perpen- 
diculaires à  un  troisième,  leur  intersection 
eut  perpendiculaire  à  ce  troisième. 

Si  les  deux  plans  Q,  R  {/îj.  260)  sont  tous 
deux  perpendiculaires  k  P,  et  que  A  soit  un 
de  leurs  points  communs,  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  A  sur  le  plan  P  est  conte- 
nue (2°  récipr.)  dans  Q  et  dans  R  :  elle  est 
donc  leur  intersection. 


■356.  Théorème.  —  Par  une  droite  non  perpendiculaire  à  un  plan, 
il  passe  un  plan  perpendiculaire  au  premier,  et  un  seul. 

Ce  plan  est  le  lieu  géométrique  des  perpendiculaires  au  plan  donné, 
menées  par  les  différents  points  de  la  droite  donnée. 

Soit  la  droite  AB,  non  perpendiculaire  au  plan  P,  mais  qui  peut 
d'ailleurs  être  contenue  dans  ce  plan  ou  extérieure  k  ce  plan  (/îi/.  261). 
Par  le  point  A,  menons  à  P  la  perpendi- 
culaire Ar,  laquelle  est  distincte  de  AB,  en 
vertu  de  l'hypothèse.  Le  plan  a^AB,  déter- 
miné par  ces  deux  droites,  est  perpendicu- 
laire k  P  (355,  i"  récip.). 

Inversement,    tout    plan    mené    par    AB 
perpendiculairement  à  P  contient  Ax  (355,  ^'"^  -'îi 

2°réeip.)  :  un  tel  plan  ne  peut  donc  être  que 

confondu  avec  xKB.  D'autre  part,  il  contient,  de  même,  la  perpendi- 
culaire menée  à  P  par  n'importe  quel  point  de  AB  et,  inversement, 
par  tout  point  de  ce  plan  passe  une  perpendiculaire  à  P,  laquelle 
rencontre  AB  (comme  située  dans  un  même  plan  avec  elle  sans  lui 
être  parallèle)  :  ce  qui  démontre  la  dernière  partie  de  l'énoncé. 
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357.  Tous  les  dièdres  droits  sont  égaux,  comme  ayant  infime 
rectiligne. 

On  nomme  dièdre  aigu  (oblus)  un  dièdre  plus  petit  (plus  grand) 
que  le  dièdre  droit;  dièdres  complémentaires  ou  supplémentaires^ 
deux  dièdres  dont  la  somme  est  égale,  à  un  ou  à  deux  dièdres  droits. 
II  est  clair  (351)  qu'à  des  dièdres  aigus,  obtus,  complémentaires, 
supplémentaires,  correspondent  des  re  et  il  igné  s  aigus,  obtus, 
complémentaires,  supplémentaires,  et  réciproquement. 

D'après  cela,  un  demi-plan  qui  coupe  un  plan  indéfini  forme  avec 
lui  deux  dièdres  supplémentaires  ;  iavBrsëxaetit,  quand  deux  dièdres 
adjacents  sont  supplémentaires,  leurs  faces  extérieures  sont  en  prolon- 
gement. 

.La  somme  des  dièdres  formés,  du  même  côté  d'un  plan,  par  plusieurs 
demi-plans  coupant  le  premier  suivant  la  même  droite,  est  égale  à 
deux  droits;  la  somme  des  dièdres  formés  par  plusieurs  demi-plans 
autour  d'une  droite  commune,  à  quatre  droits. 


358.  On  nomme  dièdres  opposés  par  l'arête,  deux  dièdres  PQ,  P'Q' 
[fig.  262)  tels,  que  les  faces  de  l'un  soient  les 
prolongements  des  faces  de  l'autre. 

Deux  dièdres  opposés  par  l'arête  sont  égaux,  X-----^^^T~~~~1 

puisque  leurs  angles  plans  sont  opposés  par 
le  sommet. 

On  remarquera  que  deux  dièdres  opposés 
par  l'arête  sont  de  même  sens,  pourvu  qu'on 
choisisse  le  même  sens  sur  l'arête  commune 
et  qu'on  prenne,  comme  première  face  de 
l'un,  le  prolongement  de  la  première  face  de 
l'autre.  Cela  résulte  de  ce  que  deux  angles 
f   le  sommet  sont  de  même  sens. 


358  (lis.  Deux  dièdres  qui  ont  leurs  faces  parallèles  chacune  à  chacune, 
sont  égaux  ou  supplémentaires,  comme  on  le  voit  en  les  coupant  par 
uu  plan  perpendiculaire  à  la  direction  commune  de  leurs  arêtes,  de 
manière  à  déterminer  les  deux  rectilignes,  lesquels  sont  égaux  ou 
supplémentaires. 

Remarque.  —  On  voit  en  même  temps  que,  si  les  faces  parallèles 
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sont  lie  m 
sens  chois 


'me  sens  {'),  (es  deux  diUdres 
sur  l'arête  est  le  même). 


ml  de  mêmes  sens  {lorsque  le 


359.  On  nomme  plan  bissecteur  d'un  dièdre,  le  plan  mené  par 
larôte  et  qui  divise  le  dièdre  en  deux  parties  égales.  Il  est  clair  que 
ce  pian  peut  être  considéré  comme  déterminé  par  l'arête  et  la  bissec- 
trice d'un  angle  plan.  Les  plans  bissecteurs  des  quatre  dièdres  formés 
par  deux  plans  indéfinis  qui  se  coitpent,  forment  deux  plans  indé- 
finis, perpendiculaires  entre  eux. 

Le  lieu  des  points  équidistanls  de   deux    plans 
qui  se  coupent,  se  compose  des  plans  bissecteurs  des 
dièdres  formés  par  ces  deux  plans.    Car  si,  d'un 
point  M  [fig.  263),  on  abaisse  sur  les  plans  P,  Q  les 
\A^  perpendiculaires  MA,  MB,  le  plan  MAB  est  perpen- 

diculaire   à    P  (comme   contenant  MA)    et  à  Q  (comme 
contenant  MB)  :  il  est  donc    perpendiculaire  à  leur 
p,^,  263  intersection  et  détermine  l'angle  plan  AOB  du  dièdre 

PQ.  Par  conséqtient,  les  perpendiculaires  MA,  MB 
sont  égales  ou  inégales,  suivant  que  le  point  M  appartient  ou  non 
h.  la  bissectrice  de  cet  angle  plan  ;  par  conséquent,  suivant  qu'il 
appartient  ou  non  au  plan  bissecteur  du  dièdre. 

360.  Lorsque  deux  plans  P  et  Q  se  coupent,  la  dislance  d'un 
point  quelconque  du  plan  Q  au  plan  P  est  dans  un  rapport 
constant   avec   la    distance   du  même 

point  à  l'arête  du  dièdre  formé  par  les 
deux  plans,  et  aussi  avec  la  projection 
de  celle  dislance  sur  le  plan  P.  Car, 
si  M,  M'  sont  deux  points  dn  plan  Q 
(fig.  264)  ;  Mm,  M'm'  leurs  distances 
au  plan  P  ;  MN,  M'N',  leurs  distances  à 
l'arête  du  dièdre  PQ,  les  triangles  rec- 
tangles MmN,  M'm'N'  sont  semblables, 
comme    ayant  un  angle    aigu  égal. 

Le  lieti  géométrique  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances 
à  deux  plans  donnés  soit  égal  à  un  nombre  donné,  se  compose  de  deux 

(1)  Lorsque  doux  plana  parallèles  sont  coupés  par  un  msnio  troiàùmo,  de  maniôre  quo 
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plans  passant  par  l'inlersection  des  premiers  (comparer  PI.,  157). 

361.  D'après  les  résultais  obtenus  dans  ce  chapitre  et  dans  le 
précédent  : 

par  un  point  donné, il  passe  une  seule  droite  perpendiculaire  à  un 
plan  donné  ; 

par  un  point  donné,  H  passe  un  seul  plan  perpendiculaire  à  une 
droite  donnée^ 
au  contraire  : 

par  un  point  donné,  il  passe  unehifinilé  de  droites  perpendiculaires 
à  une  droite  donnée,  à  savoir,  toutes  les  droites  du  plan  mené, 
perpendiculairement  à  celle-ci,  par  le  point  donné; 

par  un  point  donné,  il  passe  une  infinité  de  plans  perpendiculaires 
à  un  plan  donné,  à  savoir,  tous  les  plans  qui  passent  par  la  perpen- 
diculaire à  ce  dernier  menée  par  le  point  donné. 

Deux  droites  perpendiculaires  à  un  même  plan  sont  nécessaire- 
ment parallèles,  mais  non  pas  deux  droites  perpendiculaires  à  une 
même  droite. 

Deux  plans  perpendiculaires  à  une  même  droite  sont  nécessaire- 
ment parallèles,  mais  non  pas  deux  plans  perpendiculaires  <i  un 
même  plan. 

On  voit  que  ces  conclusions  sont  précisément  inverses  des  conclusions 
analogues  formulées  au  n°  337,  pour  les  droiles  et  plans  parallèles. 


EXERCICES 


lés  sjr  deux  plans  sÉc;mts  doiiniSs,  sont  parallèles 
ites  fixes. 

456.  Lieu  clos  milieui:  des  droites  parallèles  à  une  direction  fixe  eL  comprises 
enlre  deux  plans  fixes. 

451.  Lieu  du  Iroisième  sommet  d'un  triangle  dont  les  cfltés  restent  parallèles  à 
des  droites  fixes  pendant  que  les  deux  premiers  sommets  sont  assujettis  à  rester 
respectivement  dans  deux  pians  fixes. 

J58.  Même  question,  lorsque  les  deux  premiers  sommets  glissent  respectivement 
sur  une  droite  et  sur  un  plan  fixes, 

459.  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  ou  la  différence  dis  leurs  distances  à  deux 
plans  donn^.s  soit  constante. 

GSOMJÏIHIU.    II.  3 
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i60.  Lieu  des  extrémités  dea  segments  de  droite  issus  d'va  point  donni:  et  tels 
qae  la  somme  de  leurs  projections  surtleux  droites  données  ail  une  valeur  donnée. 

461.  Une  demi-droite  D,  menée  par  un  point  de  l'arête  xy  d'un  dièdre  et  inté- 
rieure à  ce  dièdre,  est  tel  le  que,  si  le  plan  perpendiculaire  à  D  en  un  point  P  de 
cette  droite  coupe  les  faces  du  dièdre  suivant  OA  et  OB  respectivement,  le  point  P 
est  sur  la  bissectrice  de  l'angle  AOB  (le  point  P  Étant  supposé  non  situé  eur 
l'arfite  a://).  Montrer  que  la  droite  D  appartient  au  plan  bissecfeur  du  dièdre. 

161  bis.  Étant  donnés  un  dièdre  el  une  droite  D  qui  rencontre  l'arÉte,  mener  par 
cette  droite  un  plan  qui  soit  coupé  par  les  deux  faces  du  dièdre  suivant  un  angle 
ayant  D  pour  bissectrice.  —  Cas  O'impossibilité  ou  d'indé  terminal  ion. 

162.  Par  deux  droites  fl>;es  D,  D',  respectivement,  on  fait  passer  deux  plans  qui 
varient  de  manière  à  rester  constamment  perpendiculaires  entre  eux.  Trouver  le 
lieu  du  point  où  l'arête  du  dièdre  droit  ainsi  formé  rencontre  un  plan  fixe,  perpen- 
diculaire k  l'une  des  deux  droites  données. 
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CHAPITRE    V 


TION     D'UNE    DROITE    SUR     UN    PLAN.    -     ANGLE    D'UNE 
DROITE    ET    D'UN    PLAN 
PLUS    COURTE    DISTANCE    DE    DEUX    DROITES 


362.  On  noiiivae  jirojeclion  orthogonale  (ou  simpleménL  projection) 
d'un  point  sur  un  plan,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 
point  sur  le  plan. 

La  projection  d'une  ligure  quelconque  est  la  figure  formée  par  les 
projections  des  différents  points  de  ia  primitive. 

La  projection  d'une  ligne  droite  sur  un  plan  est  une  ligne  droite, 
sauf  si  la  droite  donnée  est  perpendiculaire  au  plan  (auquel  cas  la 
projection  se  réduit  à  un  point). 

En  effet,  nous  avons  vu  (356)  que  le  lieu  des  perpendiculaires 
menées  au  plan  donné  par  les  différents  points  de  la  droite  donnée 
est  un  plan.  Celui-ci  [AMplau  projetant  la  droite)  coupe  Lien  le  plan 
donné  suivant  une  seconde  droite  (fig.  26o). 


Lorsque  la  droite  donnée  est  parallèle  au  plan  donné,  elle  est 
manifestement  parallèle  à  sa  projection. 

Les  projections  de  droites  parallèles  sur  un  même  plan  sont  paral- 
lèles, comme  intersections  de  plans  parallèles  (les  plana  projetants,  dont 
chacun  contient  ùaK  parallèles  k  l'aïUi-e)  par  un  Iroisiôme  (ftg,  266). 
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363.  Théorème  de  la  projection  de  l'angle  droit.  —  f.n  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  angle  droit  se  projette  suivant  un 
angle  droit,  est  que  l'un  au  moins  des  côtés  soi  l  para  lie  fe  au  plan  de 

projection. 
\fl  i"  Soit  l'angle  droit  A.OB    (ftg.  267), 

V  dont  le  côté  OB  est  parallèle  au  plan  P, 

\q       B  et  qui  est  projeté  sur  ce  plan  suivant 

V    ai^     I     — ■   ;   p^  aob.  La  droite  06,  parallèle  èi  OB,  est 

\     n:  i^     \  perpendiculaireauxdeuxdroilesconcou- 

vantes  OA-clôo.  Donc  elle  est  perpendi- 

i,,i^  ^g,  culaire  au  plan  OAoa  et,  par  suite,  à  oa  ; 

2°   Soit  l'angle   droit  AOII,   qui    est 

projeté  sur  le  plnn  P  suivant  l'angle  droit  aob.  La  droite  ob, 
perpendiculaire  à  oaet  à  Oo,  est  perpendiculaire  au  plan  Oka  et, 
par  suite,  à  OA.  Comme  OA  est  aussi  perpendiculaire  à  OB,  il 
est  perpendiculaire  au  plan  OB06  —  et,  par  suite  (355,  coroll.  I), 
parallèle  au  plan  P  — ,  à  moins  que  OB  et  ob  ne  soient  parallèles  : 
mais,  dans  ce  dernier  cas,  c'est  OB  qui  est  parallèle  à  P. 

364.  Lorsque  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  est  situé  dans  le  plan 
de  projection,  la  première  partie  du  théorème  précédent  peut 
s'énoncer  : 

S),  d'un  point  A  de  l'espace,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  Aa  sur  un  plan  P  et 
une  perpendiculaire  AO  sur  une  droite 
OB  de  ce  plan,  la  droite  Oa  qui  joint  les 
pieds  de  ces  deux  perpendiculaires  est 
aussi  perpendiculaire  à  OB  [fig.  268). 

Cet  énoncé  est  connu  sous  le  nom  de  lhèoy/!me  des  (rois  perpendi- 
culaires. Il  admet  les  deux  réciproques  suivantes  : 

t"  Réciprcque.  —  Si,  d'un  point  a  d'un  plan, on  abaisse  une  per- 
pendiculaire aO  sur  une  droite  quelconque  OB  de  ce  plan,  la  droite  qui 
joint  le  point  0  à  un  point  quelconque  A  de  la  perpendiculaire  élevée 
sur  ce  plan  en  a,  est  également  perpendiculaire  à  OB. 

Car  la  droite  OB,  perpendiculaire  aux  deux  droites  concourantes 
aO,  aA,  est  perpendiculaire  h  leur  plan. 
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2'  Réciproque.  —  Si,  d'im  point  A  extérieur  à  un  plan  P,  on  almisse 

la  perpendiculaire  A.0  sur  la  droite  OB  de  ce  plan,  et  qu'on  élève  enO, 

dans  le  plan  P,  la  perpendiculaire  Oa  à  OB,  la  perpendiculaire  abaissée 

du  point  A  sur  On  est  perpendiculaire  à  P. 
Cela  résulte,   en  vertu  du   théorème  du  n°  354,    de  ce  que  le 

plan  OAa  est  perpendiculaire  à  P  (comme  perpendiculaire  à  OB), 

365.  Aii^Ic  d'une  droite  et  d'un  plan. 

Théorème.   —  Si,  par  le  point  d'intersection  d'une  droite  et  d'un 
plan,  on  mène,  dans  ee  dernier,  diverses  droites,  celle  d'entre  elles  qui 
fait    le   plus  petit  angle  avec  la  droite 
donnée    est  la  projection  de  celle-ci  sur 
le  plan.  ^ 

Soit  OA  une  demi-droite  issue  d'un  N^^ — =^:r^— fa        \ 

point  0  du  plan   P  {fig.  269)  :  du  point  ^ '-^^ ^ 

A,    abaissons  sur  le  plan  P  la  perpen-  vic.  aM. 

diculaire   A«,  de  manière  à  déterminor 

la  projection  Oa  de  OA.  Je  dis  que  l'angle  AOii  est  plus  petit 
que  l'anffle  formé  par  OA  avec  n'importe  quelle  autre  demi-droite 
OS  du  plan  P. 

C'est  ce  que  l'on  verra  en  prenant  Ob  —  Oa  et  joignant  Aft,  lequel 
est  (344)  plus  grand  que  Aa  ;  les  triangles  AOa,  AOù,  qui  ont  deux 
côtés  égaux  et  le  troisième  inégal,  fournissent(Pl.,  28)  la  démonstra- 
tion demandée. 

Remarque.^  Si  la  droite  Ob  tourne  autour  du  point  0,  dans  le 
plan  P,  en  s' éloignant  de  Oa,  la  distance  ab  va  en  augmentant,  et 
par  suite  aussi  la  distance  Ai.-  l'angle  AOft  augmente  donc  égale- 
ment jusqu'à  sa  valeur  maxima  AOa  ,  qui  correspond  à  0^  situé  dans 
le  prolongement  de  Oa  {fig.  269). 

L'angle  aigu  AOa  que  fait  la  droite  OA  avec  sa  projection  sur  le 
plan  P  est  dit  Vangle  de  la  droite  et  du  plan. 

366.  L'angle  que  fait  une  droite  avec  un  plan  est  complémentaire 
de  l'angle  aigu  que  cette  droite  fait  avec  une  perpendiculaire  au  plan. 
C'est  ce  qui  se  voit  dans  le  triangle  rectangle  OAa  de  la  figure  269, 
triangle  dans  lequel  les  angles  aigus  sont  complémentaires. 
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11  est  évident  que  l'angle  d'une  droite  el  d'un  plan  ne  change  pas 
si  l'on  remplace  la  droile  par  une  droile  parallèle  bi  le  plan  par  nn 
plan  paralli;le. 

367.  Ligne  de  plus  g;raiide  pente. 

Théorème.  —  Lorsque  deux  pians  se  coupent,  la  droile  du  premier 
qui  fait  anec  le  secoua  le  plus  grand  angle  possible,  est  perpeiidictilaîn: 
â  l'intersection. 

Soient  les  deux  plans  P,  Q,  qui  se  coupent 

suivant  la  droite  xy  [jig.  270).  D'après  le 

n"  précédent,  la  droile  du  plan  P  qui  feva 

le  plus  grand  angle  possible  avec  Q  sera 

celle  qui  fera  le  plus  petit  angle  avec  une 

perpendiculaire  AB  au  plan  Q.  Or  la  droile 

vio.  iTij,  du  plan  P  qui  fait  le  plus  petit  angle  avec 

AB  est  (365)  la  projection  AB'  de  AB  sur  le 

plan  P.    Mais   cette    projection    est    bien    perpendiculaire   à.  xy, 

car  le  plan  qui  projette  AB,  étant  perpendiculaire  à  Q  (puisqu'il 

passe  par  AB)  et  à  P,  est  perpendiculaire  k  leur  intersection. 

On  voit  par  là  que  l'angle  maximum  n'est  autre  que  IVuig/e  des  deux- 
plans  P  ef  Q  (on  désigne  sous  ce  nom  le  rectiligne  du  dièdre  PQ). 

La  figure  270  montre  aussi  que  Vangle  de  deux  plans  est  complé- 
mentaire de  tangle  que  fait  l'un  d'eux  avec  une  perpendiculaire  à 
l'autre. 

Lorsque  le  plan  Q  est  le  plan  horizontal,  la  ligne  Ait'  a  reçu  le 
nom  de  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  P. 

368.  Plus  courte  distance  de  deux  droites. 

Théorème.  —  Etant  données  deux  droites  non  parallèles  entre  elles, 
il  existe  une  droile,  et  une  seule,  qui  les  coupe  toutes  deux  à  angle 
droit. 

On  lui  donne  le  nom  de  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites 


La  longueur    de  cette  perpendiculaire  commune  est  la  plus  courte 
distance  de  ces  deux  droites. 

Soient  les  deux  droites  AB,  A'B'  {fg.  271),  non  parallèles  entre 
elles.  Par  ces  deux  droites  on  peut,  et  cela  d'une  seule  façon  (332), 
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l'aire  passer  doux  plans  parallèles  P,  V.  Toute  droite  perpendicu- 
laire à  la  fois  à  AB  eti  A'B'  est  perpendiculaire  à  P  (341,coroll.},  et, 
inversement,  une  perpendiculaire  au  plan 
P  est  perpendiculaire  tant  à  AB  qu'à  A'B'. 

Or  ie  lieu  des  perpendiculaires  au  plan 
P  qui  rencontrent  AB  est  un  plan  Q;  le 
lieu  des  perpendiculaires  au  plan  P  qui 
rencontrent  A'B'  est  un  plan  Q'.  Ces  deux 
plans,  tous  deux  perpendiculaires  à  P,  ne 
sont  ni  parallèles  ni  confondus  (puisqu'il 
ne  peut  exister  de  plans  parallèles  à  la  fois  i'''o-  ^ii. 

à  AB  et  à,  A'B'  en  même  temps  que  per- 
pendiculaires à,P):  ils  se  coupent  suivant  une  droite  unique  HH', 
perpendiculaire  à  P,  qui  est  la  droite  cherchée  et  la  seule, 

La  distance  de  AB  à  A'B',  comptée  sur  la  droite  HH',  est  plus 
courte  que  la  distance  MM'  de  deux  autres  points  quelconques  pris 
respectivement  sur  AB  et  sur  A'B',  puisqu'elle  est  la  plus  courte 
distance  des  plans  parallèles  P,  P'. 

c.  q   F.  D. 

Si  les  deux  droites  se  coupent,  la  perpendiculaire  commune  passe 
par  le  point  d'intersection  et  la  plus  courte  distance  est  nulle. 

Enfin  deux  droites  parallèles  ont  une  infinité  de  perpendiculaires 
communes,  toutes  égales  entre  elles. 


EXERCICES 


4S3.  Toute  ligne  qui  se  projeile,  siu-  deux  plans  qui  se  coupent,  siiiviint  des  lignes 
droites,  est  en  généi'al  une  ligne  droite.  Dans  quel  cas  cette  proposition  est-elle  en 
défaut? 

461.  Deux  droites  telles  que  leui-s  projections  sur  l'un  comme  sur  l'autre  de  deux 
plans  sécants  entre  eux,  soient  parallèles  entre  elles,  sont  elles-mêmes  parallèles. 
Cas  d'exception  analogue  à  celui  qui  se  présente  pour  la  proposition  précédente. 

465-  Dans  un  plan  donné,,  par  un  point  donné  de  ce  plan,  mener  une  droile 
faisant  un  angle  donné  avec  une  droite  donnée  (<). 

Dans  un  plan  donné,  par  un  poinl  de  ce  plan,  mener  une  droite  faisant  un  anjtle 
•donné  avec  un  autre  plan  donné  ('  j. 

(I)  Voir  la  «Ole  i-Lioit  h  la  fln  dos  [.rohlèoiB^  du  V  livic. 
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465  /lis.  Par  une  ilroite  ilonnéo,  faire  passer  un  plan  faitant  un  angle  donni;  avec 
un  plan  donné  (').  Condition  de  possibilité. 

463.  Une  droite  également  inclinée  sur  les  ileuï  faces  d'nn  dièdre  coupe  ces  faces 
en  inux  points  également  distants  de  l'arête,  et  inversement. 

467.  Lieu  des  droites  menées  pat  un  point  donné  et  faisant  des  anglçs  égaux  avec 
de\iK  plans  <ionnés. 

469.  Lieu  des  points  d'un  plan  tels  que  les  droites  qui  les  joignent  à  dem  points 
donnés  A,  B  soient  également  inclinées  sur  ce  plan. 

469.  Lorsqu'on  projette  im  angle  AOB  sur  un  plan  parallèle  à  sa  bissectrice  OC, 
la  projection  est  un  angle  dont,  la  bissectrice  est  parallèle  h  OC, 

i70.  Si  l'on  projette  un  angle  droit  sur  un  plan  qui  coupe  les  côtés  eux-mêmes,  ou 
sur  un  plan  qui  coupe  les  prolongemenis  des  deux  côtés,  la  projection  est  un  angle 
obtus  ;  elle  serait,  au  contraire,  un  angle  aigu,  si  le  plan  do  projection  coupait  l'un 
des  côtés  et  le  prolongement  de  l'autre. 

470  bis.  Un  angle  est  a  ^u  ou  ol  tu  t  i  même  ternis  quf  si  i  r  jection  sur  un 
plan  parallèle  ù.  l'un  de  ses  c6l(s 

471.  Lepied  de  la  perpendicul  ure  commune  a  deut  dioitn  D  D  est  situé,  par 
rapporta  un  point  quelconque  Mde  l)  du  même  roté  que  11  r  il  lie  de  D  qui  fait, 
avec  la  perpendiculaiie  abaissée  du  point  M  sui  D  un  an^lu  ii^u 

471  bis.  Un  point  dune  droite  fl\e  D  est  d  lutant  plus  distant  d'une  droite 
fixe  D'  qu'il  est  plus  éloigné  du  pied  de  k  leipendicuKiie  commune  à  D  et  à  D'. 

m.  Le  lieu  des  droites  issues  dun  point  donné  et  admettant  ivec  une  droite 
donnée  D,  une  perpendiculaire  commune   de  bnsueur  doinee      «e  compose   de 

473.  Étant  donnés  une  dioite  1)  piojetée  sur  un  plan  P  sonant  une  droite  d, 
et  un  point  0  de  l'espàie  montrer  qu  il  existe  sur  le  plan  P  un  point  0'  tel  que 
la  dislance  du  point  0  \  un  point  quelconque  M  de  D  «oit  dins  un  rapport 
constant  avec  la  distance  dt  0  à  la  projection  ni  de  M  sui  le  plan  P. 

473  bis.  Trouver,  sur  une  droile  donnée  D  un  point  tel  que  ses  distances  a 
une  autre  droile  doui  ée  D  et  i  un  point  donné  0  soient  lins  un  rapport  donné. 
(Employer  l'esercice  pi  t,ct,dei  t     ' 

(I)  Voir  la  aotc  pincée  h  l>  fli  dos  [  a]  I      eitlo^\ 
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CHAVITHE    VI 

ANGLES    POLYÈDRES 

369.  On  nomme  angle  polyèdre  la  figure  formée  par  plusieiu's 
pJaiis  passant  par  un  même  point  {sommet  de  l'angle  poljÈdre)  et 
limités  à  leurs  intersections  successives  (lesquelles  sont  des  demi- 
droiles,  appelées  arêtes  de  l'angle  polyèdre),  de  manière  &.  enfermer 
une  portion  d'espace  indéfinie  dans  un  sens  [fig.  272). 

Dans  un  angle  polyèdre,  on  a  à  considérer,  d'une  part,  les  angles 
compris  entre  les  arêtes  consécutives,  et  que  l'on  nomme  les  faces; 


d'autre  part,  les  (dièdres  compris  entre  deux  faces  consécutives  et 
ayant  pour  arêtes  les  arêtes  de  l'angle  polyèdre. 

Les  angles  polyèdres  les  plus  simples  sont  les  Irièdres  {fy.  273) 
qui  ont  trois  faces  et  trois  arêtes. 

Un  angle  polyèdre  est  dit  convexe,  s'il  est  tout  entier  d'un  mémo 
côté  par  rapport  au  plan  d'une  quelconque  de  ses  faces,  prolongé 
indéfiniment,  comme  il  arrive  pour  un  angle  polyèdre  dont  les  arêtes 
passent  par  les  sommets  d'un  polygone  convexe  (/i*g.  274)  ;  il  est  dit 
coîîcaMdanslecascontraire.  Un  angle  trièdre  est  forcément  convexe. 

370.  Trièdrcs  symétriques.  —  Étant  donné  un  trièdre  quel- 
conque SABC  (fîg.  273),  prolongeons  les  arêtes  au  delà  du  sommet 
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S,  suivant  SA',SB',SG'.  Nous  l'ornions  aiusi  uu  nouveau  trièdrc 
SA'B'C,  qui  a  tous  ses  éléments  respectivement  égaux  à  ceux  du 
premier  :  les  faces  sont  en  effet  égales  chacune 
à  chacune  (par  exemple  À'SB'  =^  ASB)  comme 
angles  opposés  par  le  sommet,  les  dièdres  (par 
es.  :  SA  =  SA'),  comme  opposés  par  l'arête. 

Mais,  quoique  ayant  tous  leurs  éléments  égaux, 
ces  deux  triédres  ne  sont  pas  égaux  :  on  ne  peut 
—  ainsi  que  nous  allons  le  démontrer  —  les  trans- 
porter l'un  sur  l'autre  de  manière  à  les  superposer. 
p,^  g-^-  Remarquons  d'abord  qu'en  général,  si  l'on  fai- 

sait coïncider  les  deux  triédres,  ce  ne  pourrait  être 
q'u'en  faisant  venir  SA'  sur  SA,  SB'  sur  SB,  SC  sur  SC  :  c'est 
ce  qui  arrivera,  en  effet,  chaque  fois  que  les  trois  faces  du 
trièdre  donné  seront  inégales,  car  alors  la  seule  face  du  trièdre 
SA'B'C  capable  de  coïncider  avec  BSC  est  B'SG*  :  de  sorte 
que    nécessairement,    si    les    deux    triédres    coïncidaient,    B'SG' 

serait  venu  sur  BSC  et,  par  suite,  l'aréle  SA'  sur  SA.  D'ailleurs,  en 
toute  hypothèse,  lorsque  nous  parlerons,  dans  le  présent  numéro, 
d'une  superposition  des  deux  triédres,  ce  mot  sera  constamment 
entendu  au  sens  dont  nous  venons  de  parler,  c'est-à-dire  avec  coïn- 
cidence des  éléments  homologues  :  c'est  une  pareille  superposition 
dont  nous  allons  montrer  l'impossibilité. 

Notons,  eu  second  lieu,  que,  de  quelque  façon  qu'on  s'y  prenne 
pour  transporter  le  second  trièdre  de  manière  que  SA'  coïncide  avec 
SA  et  SC  avec  SC,  la  position  finale  de  ce  trièdre  est  toujours  la 
même.  Nous  pouvons  dès  lors  opérer  cette  coïncidence  en  déplaçant 
la  face  A'SC,  dans  son  plan,  de  manière  k  l'amener  sur  ASC  (puisque, 
dans  leur  plan  commun,  ces  deux  angles  ont  le  même  sens  de 
rotation). 

Cela  posé,  prenons  pour  plan  du  tableau  le  pian  ASC  et  supposons, 
pour  fixer  les  idées,  que  l'arôte  SB  vienne  en  avant  de  ce  plan.  Alors 
l'arête  SB'  sera  en  arrière  du  même  plan  (fig.'ilS);  elle  restera  forcé- 
ment en  arrière  dans  le  mouvemenlque  nous  imprimons  au  trièdre 
SA'B'C,  puisque  la  face  A'SC  se  déplace  sans  quitter  le  plan  du 
tableau  et  que,  par  conséquent,    l'arête  SB'  ne  saurait  k   aucun 
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moincnl.  le   traverser.   Donc   il   est  impossible    ijuc   SB'   coincidc 
avec  SB. 

c.  q.  F,  li, 

371.  Si  les  deux  Irièdres  précédents  ne  sont  pas  superposables, 
quoique  ayant  leurs  éléments  égaux  chacun  à  chacun,  cela  tient  à 
ce  que  leur  disposition  n'est  pas  la  même.  La  déOnition  suivante 
indique  ce  qu'il  faut  entendre  par  là. 

Définition. —  On  nomme  disposilion  d'un  trièdre  SABG  le  sens 
(349)  du  dièdre  SA,  lorsqu'on  prend  comme  première  face  de  ce 
dièdre  ia  face  SAB  et  que  le  sens  choisi  sur  l'arête  est  le  sens  SA 
{fy.  275).  Ainsi  la  disposition  du  trièdre  SAB  sera  dite  directe  si  un 
observateur  placé  suivantSA,  les  pieds  du  cûlé  de  S  et  regardant 
l'intérieur  du  trièdre,  voit  la  face  SAB  èi  droite  de  la  Tace  SAC  ;  rclro- 
grade,  dans  le  cas  contraire. 

On  voit  que,  d'après  cette  définition,  ia  disposilion  d'un  trièdre 
dépend  de  l'ordre  dans  lequel  on  nomme  les  arêtes. 

D'une  manière  plus  précise,  la  disposition  d'un  trièdre  SABC 
change  chaque  fois  qu'on  permute  entre  elles  deux  des  arêtes.  Cela 
est  évident,  d'abord,  si  les  deux  arêtes  permutées  sont  SB  et  SC 
(puisque  cela  revient  à  permuter  entre  elles  les  deux  faces  du  dièdre 
SA);  et,  d'autre  part,  les  deux  dispositions  SABC,  SBAC,  par  exemple 
{résultant  l'une  de  l'autre  par  permutation  des  arêtes  SA,  SB),  sont 
bien  inverses  l'une  de  l'autre;  car,  dans  leur  plan  commun,  les 
angles  .\SB,  BSA  sont  de  sens  contraires  et,  par  conséquent  (PI., 20), 
deux  observateurs  placés  l'un  suivant  SA,  l'autre  suivant  SB  et 
regardant  tous  deux  l'intérieur  de  l'angle  ASB,  auront  l'intérieur  du 
trièdre,  l'un  à  sa  droite,  l'autre  à  sa  gauche. 

Puisque  les  dispositions  SABG,  SBAC  sont  inverses,  les  dis;^osi- 
tions  SABC,  SBC  A  sont  les  mêmes,  de  sorte  qu&  la  disposition  d'un 
trièdre  ne  change  pas  par  permutation  circulaire  des  arêtes  (on  donne 
en  effet  ce  nom  à  l'opération  qui  consiste  à  remplacer  l'ordre  SA, 
SB,  SC  par  SB,  SC,  SA  ou  SC,  SA,  SB). 

La  notion  de  disposilion  s'applique  d'ailleurs  à  un  angle  polyèdre 
quelconque.  Un  angle  polyèdre  SABCDE  sera  dit  direct  si  un  observateur 
placé  suivant  SA,  les  pieds  du  côté  de  S  et  regardant  l'intérieur  de  l'angle, 
voit  la  face  SAB  à  droite  de  SAD  ;  rétrograde,  dans  le  cas  contraire.  D'api-ès 
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le  même  raisonnemenl  qui  vient  d'être  fait  pour  les  Inèilres,  la  disposi- 
tion SABCDE  est  identique  aux  dispositions  SBCDEA,  SCDIUlî,...  mais 
inverse  des  dispositions  SEDCBA,  SDCBAK,  etc. 

372.  Dans  la  démonstration  du  n"  370,  il  est  clair  que  la  disposi- 
tion du  trièdre  S.VB'C  est  inverse  de  celle  du  trîèdre  SABC,  —  autre- 
ment dit,  que  les  dièdres  SA,  SA'  sont  de  sens  contraires,  —  puisque, 
quand  l'arête  SA'  est  venue  sur  SA  et  la  face  A'SC  sur  ASC,  les 
secondes  faces  A'S'B',  ASB  se  sont  trouvées  de  cOtés  différents  du 
pian  ASC. 

Mais  c'est  aussi  ce  qui  peut  se  voir  directement  ;  car,  pour  passer 
du  dièdre  SA  au  dièdre  SA',  il  faut  :  1°  Remplacer  le  dièdre  SA  par 
son  opposé  par  l'arête  —  ce  qui  n'en  change  point  le  sens  (358);  — 
2°  remplacer,  sur  l'aréle,  le  sens  SA  par  le  sens  opposé  SA'.  Or  nous 
savons  que  ce  dernier  changement  intervertit  le  sens  du  dièdre. 

Donc  les  deux  trièdres  ont  bien  une  disposition  inverse,  et  il  n'est 
pas  étonnant  que  l'on  ne  puisse  pas  arriver  ft  les  faire  coïncider. 

On  nomme  trièdres  symélrigues,  deux  trièdres  qui  ont,  comme  les 
précédents,  tous  leurs  éléments  correspondants  égaux,  mais  avec 
une  disposition  inverse. 

373.  Théorème.  —  Dans  tout  angle  trièdre,  une  face  quelconque 

est   moindre  que  la  somme  des  deux  aulves  et 

5  plus  grande  que  leur  différence. 

/\  11  snflira  de  démontrer  la  seconde  partie  de 

/     \  l'énoncé  ;  car,  dans  le  trièdre  SABC  {fy.  276;, 

/      ;    \  l'inégalité  ASC  <  ASB  +  BSC  est  évidente   si 

/  M    \         ASC  <  ASB  et,  dans  le  cas  contraire,  résulte 

^\J/         de  l'inégalité  ASC  —  ASB  <  BSC. 

"  Pour  démontrer  cette  dernière,  faisons,  dans 

^"*'^^^'  le  plan  de  la  face  ASC,  l'angle  ASB'  =  ASB,  de 

manière  que  B'SC  représente  la  différence  ASC  —  ASB.  Nous  avons 
à  faire  voir  que  B'SC  <  BSC. 

Prenons  les  deux  segments  SB, SB'  égaux  entre  eux;  puis,  parles 
points  B,B',  faisons  passer  un  plan  qui  coupe  les  deux  droites  SA,  SC 
(et  non  leurs  prolongements)  l'une  en  A,  l'autre  en  C. 
Les  deux  triangles  SAB,SAB'  sont  égaux,  comme  ayant  un  angle 
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égal  (en  S)  compris  enlre  côtés  égaux  chacun  à  chacun  (SA  com- 
mun, SB  =  SB'  par  construclion)  et  donnent  AB'  =  AB  :  donc  B'C, 
égal  à  AC  —  AB,  est  plus  petit  que  BC.  Dès  lors,  les  triangles  SBC, 
SB'C,  qui  oui  deux  côtés  égaux  et  le  troisième  inégal,  donnent 
BSÏ>  B^C. 

C.q.F.TI, 

Corollaire.  —  Dans  tout  angle  polyèdre,  une  face  quelconque  est 
plus  petite  que  la  somme  des  autres. 

Démonstration  toute  serahlable  à  celle  du  théorème  analogue 
(Pi.,  26)  :  pour  un  angle  polyèdre  à  quatre  faces SABCD(^^.  272)  on 
aura  s 


"ASÈ  <'ASB  +  BSD  <  ASB  +  BSC  +  CSD, 

et  le  même  raisonnement  servirait   a  passer  au  cas  d'un   angle 
polyèdre  k  cinq,  six,  etc.,  faces. 

373  bis.  En  suivant  la  mémo  marche  qn'en  géométrie  plane 
(PI., 27),  on  démontrera  : 

Tliéorème.  —  Quand  un  angle  polyèdre  convexe  est  intérieur  à  un 
angle  polyèdre  quelconque  de  même  sommet  [ttne  ou  plusieurs  arêtes 
ou  faces  pouvant  être  communes),  la  somme  des  faces  de  l'angle  polyèdre 
enveloppé  est  plus  pelite  que  ta  somme  des  faces  de  Vangle  polyèdre 
enveloppant. 

374.  Théorème.  —  La  somme  des  faces  d'un  angle  polyèdre  convexe 
est  plus  petite  que  quatre  droits. 

i"  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'untrièdre  *'/ 

SABC  (fig.  277).  En  prolongeant  l'arête  SA',  nous 
formons  un  nouveau  trièdre  SA'BC,  dans  lequel 
on  a  (théor.  préc.)  : 

BSC  <  BSA' +  A'SCou'BSC  <4''''  — ASB  — ASC 
ce  qui  donne  bien 

^+ASÊ  +  isC'<4*;  '""■"'■ 

2"  Soit   maintenant    l'angle  polyèdre    convexe    à   quatre    faces 
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-SAlîCI)  [fig.  278).  Prolongeons  les  deux  faces  ASIi,  CStl  jusqu'à  leur 

rencontre  suivant  la  droite  SI,  laquelle  est  extérieure  au  trièdre 

(puisque  celui-ci  est  convexe).  La  somme 

des  faces  de   l'angle  polyèdre  SABCD  est 

plus  petite  que  la  somme  des  faces  du 

irièdre  SABI,  puisqu'il  y    a    une    partie 

commune    BSA  +  ASD  +   DSC  et    que 

BSC  <  BSI  -j-  ISC;  cette  somme  est  donc 

a  fortiori  plus  petite  que  quatre  droits. 

^,ip  j-g  On  ramènera,  de  même,  le  cas  de  l'angle 

polyèdre  à  cinq  faces   à  celui  de  l'angle 

polyèdre  à  quatre  faces,  en  prolongeant,  jusqu'à  leur  rencontre, 

deux   faces   contij^uës  à  la  même    troisième;    et   ainsi   de  suite, 

jusqu'à,  un  nombre  quelconque  de  faces. 

Remarque.  —  Ce  théorème  peut  être  considéré  comme  un  cas 
parliculter  du  précédent  (373  bis).  La  démonstration  qui  conduit  à 
celui-ci  s'applique,  en  effet,  sans  modification  au  cas  où  les  faces  de 
l'angle  polyèdre  enveloppant  sont  remplacées  par  des  angles  situés 
autour  du  sommet,  dans  un  même  plan  et  ayant,  par  conséquent, 
4  dr  pour  somme.  Le  raisonnement  auquel  on  est  ainsi  conduit  n'est 
d'ailleurs  pas  distinct  de  celui  que  nous  venons  de  donner. 

Comparer,  au  n°472,  le  raisonnenieni  correspondant  relatif  aux  polvgones 
spliériques. 

37B.  Nous  venons  de  constater  que,  pniu'  que  trois  angles  a,(:,ï  puis- 
sent être  les  faces  d'un  trièdre,  il  faut:  1"  que  chacun  d'eux  soit  inférieur 
à  !a  somme  des  deux  autres  ;  3°  que  la  somme  «  -(-  P  +  ï  soit  inférieure 
à  quatre  droits. 

Nous  allons  montrer  que  ces  coudilioiis  ni5cessaires  sont  aussi  suffi- 
santes :  trois  nnylea  a,^,';  satisfaisant  à  ces  conditions  sont  !es  faces 
d'un  même  trièdre. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  a  le  plus  grand  des  trois  angles  donnés. 
Construisons  cet  angle  en  BSC  (ftg.  S80)  dans  le  plan  du  tableau  et,  du 
point  S  comme  centre,  décrivons  une  circontéreuce  de  rayon  quelconque, 
sur  laquelle  les  cOtésde  l'angle  interceptent  l'arc  HG. 

Pour  former  un  trièdre  ayant  les  trois  faces  données,  il  nous  suffira  de 
trouver  une  droite  SA  faisant  avec  SB  et  SG  respectivement  les  angles  y  et  g. 
Plus  spécialement,  nous  déterminerons  le  point  A  pris  sur  cette  droite  de 
manière  que  SA  =  SB  =  SC. 
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A  cet  effet,  consitlérons  las  demi  dioites  qui  me  lees  par  le  point  S  dans 
les  différents  plans  c|iii  passent  par  SB  lont  avei,  Ptte  dernière  i'angle  7 
el,  sur  chacune  d'elles,  le  poi  l  M  tel  q  le  '^M  ^  SB.  Si,  de  M,  nous 
abaissons  sur  SB  la  perpendiculaire  MH  {fij  Tï)  tous  les  iriaiigles 
reclaug-les  tels  que  SMH  sont  égauK  entre  eux 
comme  ayant  l'hypoténuse  égule  (SM  =  SB)  p1 
un  angle  aigu  éfjal  (l'angle  -j]  de  sorte  que  '^H 
toujoure  la  même  longueur  et  que  le  po  nt  H  e^l 
unique.  Le  point  M  appartient  constamment  au  ^ 
plan  P  mené,  perpendicula  rement  a  SB  pir  le 
point  H  et  qui  est  perpendicula  re  au  plan  SBI. 
l'intersection  des  deux  plans  o  itient  constimmor  I 
(355)  la  pro.jection  m  du  point  M  sur  le  plan  SBC. 

Deux  positions  du  point  M  sont  situées  dans  le  F'"-  -"!'■ 

plan   du  tableau  :  ce   sont  les  entremîtes  d'arcs 

correspondant  à  l'angle  au  centre  y,  portés  de  part  et  d'autre  du  point  B, 
sur  la  circonférence  BG.  Nous  appellerons  m'  l'extrémité  de  l'arc  porté  dans 
le  sens  BC,  m"  l'extrémité  de  l'arc  porté  en  sens  inverse  :  la  droite  sur 
laquelle  est  constamment  situé  le  point  m  est  donc  m'm"  {fig.  280). 

Inversement,  si  m  est  un  point  de  m'm",  intérieur  à  la  circonférence  BC 
(autrement  dit,  situé  sur  le  segment  m'm"  et  non  sur  ses  prolongements), 
on  peut  (Pi.,  58,3°)—  et  cela  de  deux  manières  différentes  —  trouver  sur 
la  peipendiculaire  élevée  par  m  au  plan  du  tableau  un  point  M  tel  que 
SM  =  SB,  puisque  la  dislance  Sin  du  point  S  à  cette  droite  est  inférieure 
à  SB.  Le  triangle  SMH  sera 
„■  rectangle  (puisque  le  point  M 

appartient  au  plan  P)  et  égal 
à  m'SH,  puisqu'il  a  l'hypoté- 
nuse égale  et  le  côté  de  l'angle 
droit  SH  commun.  Donc  le 
point    M    est    bien     tel    que 

;  âsB"=  7. 

De  même,  les  projections, 
'"f""  sur  le   plan   du   tableau,  des 

l'iG-  2S«.  points  N  tels  que  SX  =  SB  et 

que  ^SC  ~  ^  ont  pour  lieu 
géométrique  la  corde  qui  joint  les  extrémités  des  deux  arcs  Cii',  Cii" 
égauï  à  p  et  portés,  lo  premier  dans  le  sens  CB,  le  second  dans  le  sens 
opposé  (^ff.  280]. 

Tenons  compte  maintenant  des  hypothèses    faites  sur  les  angles  1,^,7. 

Puisque  a  est  supérieur  à  p  et  à  y.  Ips  arcs  Bm',  Cti'  sont  tous  deux  inté- 
rieurs à  l'arc  BC  intercepté  par  l'angle  a;  puisque  la  somme  p  +  Y  est  plus 
grande  que  a,  ces  deux  arcs  empUlent  l'un  sur  l'ctidre. 

D'autre  paît,  le  plus  grand  des  deux  arcs  BC  a  pour  mesure  4  di*  —  a  ; 
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comme  cette  quantité  (en  vertu  de  rhypotbèse  b  4-  P  +  y  <  *  ''''■)  ***^  supé- 
rieure à  p  -|-  Ti  les  deus  arcs  Bm",  Cn"  n'cmpiitenl  pas  l'un  sur  l'autre. 

Donc  etifln,  en  partant  du  point  B,  par  exemple,  les  points  que  nous  avons 
à  considérer  sur  notre  circonférence  se  succèdent  dans  l'ordre  suivant  :  B, 

Les  points  m',  m"  étant  de  part  et  d'autre  de  n'  u",  les  deux  cordes 
m'm",  n' n"  se  coupenten  uu  point  a  mtéiieui  dlacirconrérence,  de  sorte 
qu'il  existe  deuv  points  Aj,  Aj  projetés  "b  a  et  tels  que  SA,  =  SA.j  =  SB. 
D'après  ce  qui  a  eti'  dit  plus  haut,  les  dpu'ï  trièdres  SA,  BC,  SA^ISO 
répondent  a  la  quPstion 

Si  a  était  égal  a  p  +  ,,  ou  si  la  somnu  a  -f  p  |- y  était  éyale  à  4  droits, 
le  point  a  serait  sur  la  ciicontérence  (les  points  m',  n'  coïncidant  dans  le 
premier  cas,  les  points  m",  n"  dans  le  second):  il  y  aurait  donc  une 
droite  SA,  mais  située  dans  un  même  plan  avec  BSC. 

376.  Trièdres  supplêoicntaires. 

Lemme.  —  Si,  par  un  point  d'un  plan,  on  mène  deux  demi-droites, 
l\me  perpendiculaire,  l'autre  oblique  à  ce  plan,  ces  deux  demi-droites 


forment  un  angle  aigu  ou  obtus^  suivant  qu'elles  sont  du  même  côté  du 
plan  {fig.  281)  ou  non  [fig.  282). 

Car  la  projection  Ob,  sur  le  plan  considéré,  de  la  demi-droite 
oblique  donnée  OB  est  dans  un  même  plan  avec  celle-ci  et  la  demi- 
droite  perpendiculaire  OA  :  l'angle  AOB  est  plus  petit  que  AOo  si 
OB  et  OA  sont  du  même  côté  de  Ob  [fig.  281),  et  plus  grand  que  lui 
dans  le  cas  contraire  {pg.  282). 

377.  Définition.  —  Étant  donné 
un  triêdre  SABC  {fig.  283),  élevons, 
par  le  sommet  S,  une  demi-droite 
SA'  perpendiculaire  au  plan  SBC, 
du  même  côté  de  ce  plan  quel'arête 
p^g  jgj  SA;  une  demi-droite  SB'  perpendi- 

culaire au  plan  SCA,  du  même  côté 
de    ce   plan  que    l'arête    SB  ;    une    demi-droite    SC  perpendicu- 
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laire  au  plan  SAB,  du   môme  côté   de  ce   plan   que    l'arôle   SC. 
Le  trièdre  SA'B'C,  qui  a  les  trois  demi-droites  ainsi  construites 
pour  arêtes,  est  dit  supplémentaire  du  premier. 

Théorème.  — ■  Si  un  trièdre  est  supplémentaire  d'un  autre,  récipro- 
quement celui-ci  est  supplémentaire  du  premier. 

Nous  avons  à  montrer  que,  le  trièdre  SA'B'C  ayant  été  déduit  du 
trièdre  SABG  comme  il  vient  d'être  dit,  le  trièdre  SABC  est  aussi 
supplémentaire  de  SA'B'C,  c'est-à-dire  que  chaque  arête  de  SABC 
est  perpendiculaire  au  plan  de  la  face  correspondante  de  SA'B'C  et 
située  du  même  coté  de  ce  plan  que  l'arête  opposée  à  cette  face. 

Or  l'arête  SB',  étant  perpendiculaire  au  plan  ASC,  est  perpendi- 
culaire à  SA;  de  même,  SC  est  perpendiculaire  k  SA,  comme 
perpendiculaire  au  plan  ASB.  Donc  SA  est  bien  perpendiculaire  au 
plan  B'SC. 

D'ailleurs  SA  et  SA',  étant  du  même  côté  du  plan  BSC,  forment  un 
angle  aigu  (en  vertu  du  lemme)  et  sont,  par  conséquent,  du  même 
côté  du  plan  B'SC  (en  vertu  du  même  lemme).  Le  même  raison- 
nement s'appliquant  aux  autres  arêtes,  le  théorème  est  démontré. 

378.  Théorème.  —  Quand  deux  trièdres  sont  supplémentaires,  les 
faces  de  chacun  d'eux  sont  les  suppléments  des  dièdres  de  l'autre  {'). 

Soit  B-SA-C  [fig.  284)  un  dièdre  du  premier 
trièdre  :  l'arête  SB'  du  second  est  perpendiculaire 
à  la  face  ASC,  du  même  côté  de  ce  plan  que  la 
face  ASB;  l'arête  SC,  perpendiculaire  à  la  face 
ASB  et  du  même  côté  de  cette  face  que  ASC.  Le 
plan  B'SC,  étant  perpendiculaire  k  SA,  contient 
le  rectiligne  f>Sc  du  dièdre  B-SA-C.  Les  angles 
èSC,  cSB',  sont  droits  et,  dans  leur  plan  com-  ^ig.  js;, 

mun,  de  sens  contraires  (puisque  l'un  a  le  même 
sens  que  6Sc,  l'autre  le  même  sens  que  cSè)  :  donc  si  nous  prolon- 
geons SC  suivant  SC„  les  angles  droits  èSG',,  cSB'   sont  de  même 
sens  et  l'angle  C,SB',  résultant  de  éSc  par  rotation  d'un  angle  droit 
dans  son  plan,  est  égal  à  iSc  .*  donc  B'SC  est  supplémentaire  de  èSc, 
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379.  Le  tliéorème  prûcédent  permet  de  passer  de  propriélés  rela- 
tives aux  faces  d'un  trièdre  è,  des  propriétés  relatives  aux  dièdres, 
et  inversement.  Par  exemple,  les  tliéorèmes  des  n"'  373-374  nous 
donnent  les  conséquences  suivantes  : 

Théorème.  —  Dans  tout  trièdre, 

\°  Chaque  dièdre,  augmenté  de  deux  droits,  est  plus  grand  que  la 
somme  des  deux  autres; 

2°  La  somme  des  trois  dièdres  est  plus  grande  que  deux  droits. 

1"  Soient  A,  B,  C  les  dièdres  du  trièdre  considéré.  Les  faces  a,  h,  c 
du  tvièdre  supplémentaire  seront 

a  =  2'"'  —  A, 
ù  —  2'''  —  B. 


et,  puisque 
il  viendra 


a  <* 


2"''— A<2"'  — B  +  2     —  C 
laquelle  est  bien  (')  équivalente  à 

A  +  2''''>B  +  C; 
2"  On  a  également  (374) 

ce  qui  donne  l'inégalité 

2'"  _  A  +  2*'  ~  B  +  2''''  —  C  <  4''"' 

équivalente  ('1  à 

A  +  B  +  C>  2"'' 

C.  Q,  F.  D. 

REMâEQUB.  —  La  somme  A  -f-  B  -]-  C  est  évidemment  inférieure 
6"'',  puisque  chacune  de  ses  parties  est  plus  petite  que  2'^ 

Réciproquement,  si  trois  angles  trièdres  A,B,C  satisfont  aux  conditiui 
,  ils  appartiennent  à  un  m?me  trièdre.  Car  si  a,b,c  diïsignci 
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los  suppléments  de  A,IÎ,C,  lus  inégalités  A  -|-  2'''>  iS  -h  G,  B  -h  i'">  C  +  A, 
C  +  2'''>  A  +  B,  A-l-  lî  +  C>  2'''  sont  respectivement  équivalentes  u 
a  <b-\-c,  b<a  +  a,  c<a-^b,  n  +  6  +  c  <  4^'.  Donc  il  existe  un  trièdre 
ayant  pour  faces  a,b,c  et  dont  le  supplémentaire  est  le  trièdre  cherché. 

380.  Cas  d'ë^alité  des  trlèdres. 

1"  cas  d'égalité.  —  Deux  trièdres  sont  égaux  ou  symétriques,  lors- 
qu'ils ont  une  face  égale  adjacente  à  deux  dièdres  égaux  chacun  à 

Soient  les  trièdres  SABC, 
S'A'B'C  {fig.  28b)  qui  ont  la  face 
lïSG  =  IVS'fr  adjacente  aux  diè- 
dres SB  =  S'B';  se  =  S'C.  Sup- 
posons d'abord  que  ces  deux 
trièdres  aient  même  disposition. 

Alors,  si  nous  transportons 
!e  second  sur  le  premier  de  manière  à  amener  la  face  B'S'C 
sur  son  égale  BSC  (l'arête  S'B'  suivant  SB,  l'arûte  S'C  suivant  SG], 
puisque  les  dièdres  SB,  S'B'  sont  égaux  et  de  même  sens,  la  face 
A'S'B'  prendra  la  direction  ASB;  de  même,  la  face  A'S'C  prendra 
la  direction  ASC  et,  par  conséquent,  il  y  aura  coïncidence  complète. 

Si  les  deux  trièdres  n'avaient  pas  la  même  disposition,  l'un  d'eux 
aurait  la  même  disposition  que  le  symétrique  de  l'autre  et,  par 
conséquent,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  serait  égal  à  ce 
symétrique. 

Remakquk.  —  Le  raisonnement  précédent  montre  de  plus  que 
deux  trièdres  égaux  coïncident  nécessairement,  si  une  face  de  l'un 
coïncide  avec  la  face  correspondante  de  l'autre  (en  supposant,  bien 
entendu,  que  les  arêtes  en  coïncidence  se  correspondent). 

2f  cas  d'égalité-  —  Deux  trièdres  sont  égaux  ou  symétriques,  lors- 
qu'ils ont  un  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à 
chacune. 

Soient  les  deux  trièdres  SABC,  S'A'B'C  qui  ont  le  dièdre  SA  =  S'A' 
compris  entre  les  faces  ASB  =■-  A'S'B',  ASC  ^=  A'S'C  ,  et  que  nous 
supposerons  d'abord  avoir  même  disposition.  Nous  pouvons  faire 
coïncider  les  dièdres  égaux  et  de  même  sens  SA,  S'A'  :  alors  la  face 
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A'S'B  prendra  lii  direction  ASB,  la  face  A'S'C  la  dirûcLion  ASC  ut, 
comme  ces  faces  sont  égales  chacune  à  chacune,  l'arête  S'B'  viendra 
bien  suivant  SB,  l'arête  S'C  suivant  SC. 

Si  les  deux  trièdres  n'avaient  pas  la  même  disposition,  on  prou- 
verait, comme  dans  le  premier  cas,  qu'ils  sont  symétriques. 

Remaequs.  — ■  On  voit  que  deux  trièdres  égaux  coïncident,  si  un 
dièdre  de  l'un  coïncide  avec  non  homologue  de  l'autre. 

381.  Troisième  cas  d'égalité.  —  ^eux  trièdres  sont  égaux  ou 
symétriques,  lorsqu'ils  ont  les  trois  faces  égales  chacune  à  chacune. 

Soient  les  deux  trièdres  SABC,  S'A'B'C  qui  ont  les  trois  faces 
égales  chacune  à  chacune  (é'S'C  =  BSC,  C'S'A'  =  CSA,  A'S'B'  —  ASB) 
et  supposons  que  les  deux  trièdres  aient  la  même  disposition. 
Transportons  le  second  trlèdre  de  manière  à  ce  que  la  face  B'S'C' 
vienne  sur  son  égale  BSC.  La  nouvelle  position  SA;  de  S'A'  sera, 
d'après  l'hypothèse  que  nous  venons  de  faire,  du  même  côté  que 
SA,  par  rapport  au  plan  BSC. 

Si  SA,  ne  coïncidait  pas  avec  SA  {/ig.  286),  la  droite  SB,  qui  fait 

des  angles  égaux  (par  hypothèse)  avec  SA  etSA^,  serait  (346)  dans  le 

plan  mené,  par  la  bissectrice  de  l'angle  ASA,, 

perpendiculairement  au  plan  de  cet  angle;  et 

il  en  serait  de  même  de  SC.  Or  cela  est  absurde, 

car  le  plan  BSC,  qui  laisse  SA  et  SA,  du  même 

côté,  ue  peut  passer  par  la  bissectrice  de  l'angle 

ASA,.  Donc  SA  coïncide  avec  SA.,  et  le  théo- 

rème  est  démontré. 

Si  les   dispositions  n'étaient  pas  les  mêmes,  les  deux  trièdres 

seraient  symétriques  au  lieu  d'être  égaux,  ainsi  qu'on  le  verrait 

comme  pour  ies  deux  cas  précédents. 

382.  Enlln  il  existe  un 

Quatrième  cas  d'égalité.  —  Deux  trièdres  sont  égaux  ou  symé- 
triques, lorsqu'ils  ont  les  trois  dièdres  égaux  chacun  à  -chacun. 

En  effet,  les  trièdres  supplémentaires  des  premiers  (378}  auront 
les  trois  faces  égales  chacune  à  chacune  et  seront,  par  conséquent, 
égaux  ou  symétriques  :  il  en  sera,  dès  lors,  de  même  des  proposés, 
puisque  ceux-ci  auront  tous  leurs  éléments  égaux  chacun  à  chacun. 
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382  bù.  Deux  Irièdres  qui  ont  leurs  arêtes  parallèles  chacune  à 
chacune  et  de  même  sens,  sont  égaux. 

Car  ils  ont  leurs  éléments  égaux  et  (358  Ins,  [Icm.)  la  même 
disposition. 

II  en  résulte  évidemment  qwe^deux  inédves  qui  ont  leurs  arêtes 
parallèles  chacune  à  chacune  et  de  sens  contraires,  sont  symétriques. 

383.  Triëdre  isoscèle. 

On  nomme  trièdre  isoscéle,  celui  qui  a  deux  faces  égales. 

Tout  triëdre  qui  est  superposable  à  son  symétrique  est  isoscèle  :  nous 
avons  vu  en  effet  (370)  que,  si  les  trois  faces  du  trièdre   étaient 
inégales,  une  telle  superposition  serait   forcé- 
ment impossible. 

Réciproquement,  tout  trièdre  isoscèle  estsuper- 
posable  à  son  symétrique  {fig.  287).  Soient,  en 
effet,  SABC  un  trièdre  qui  a  les  faces  ASB, 
ASC  égales  entre  elles;  SA'B'C',son  symétrique. 
Si,  dans  ce  dernier,  nous  permutons  les  arêtes 
SB',  se,  nous  changeons  (371)  sa  disposition, 
qui  devient  pareille  h.  celle  du  trièdre  SABC. 
Comme  d'ailleurs  les  irièdres  SABC,  SA'C'B'  ont 
un  dièdre  égal(SA  =  SA')compris  entre  faces 
égales  cliacnne  à  chacune  (A'SB'  ^  ASB  =  ASC;  A'SC  =  ASC 
^ASB),  ils  sont  superposables. 

Théorème.  —  Dans  un  trièdre  isoscèle,  les  dièdres  opposés  aux  faces 
égales  sont  égaxix. 

En  effet,  si  nous  reprenons  le  trièdre  isoscèle  SABC  qui  vient 
d'être  considéré,  nous  voyons  que  le  dièdre  SB  a  coïncidé  avec  le 
dièdre  SC  du  trièdre  symétrique.  Ces  deux  dièdres  sont  donc  égaux  ; 
et  il  en  est,  par  suite,  de  même  des  dièdres  SB,  SC. 

Réciproquement,  si,  dans  un  trièdre,  deux  dièdres  sont  égaux,  le 
trièdre  est  isoscèle. 

Soient,  en  effet,  SABC  un  trièdre  tel  que  les  dièdres  SB,  SG  soien  t 
égaux;  SA'B'C,  sou  symétrique.  Permutons  encore  les  deux  arêtes 
SB',  se  de  ce  dernier,  de  manière  à, lui  donner  même  disposition 
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qu'au  premier.  Alors  les  deux  Lrièdres  SÂBC,  SÂ'C'B',  qui  auront  une 
face  égale  (BSC  =  aSÙ]  comprise  entre  dièdres  égaux  chacun  à 
chacun ■{SG^'^^'SBi  'SF'^  SB  =  SC)  sont  égaux;  d'où 
résulte  la  conclusion  annoncée. 

384.  Théorème.  —  Bans  tout  IvUdre,  les  faces  opposées  li   des 

dièdres  inégaux  sont  inégalesel,  auphis  grand 
g  dièdre,  est  opposée  la  plus  grande  face. 

Supposons  que  le  trièdre  SABC  {^g.  288) 
ait  le  dièdre  SB>  SC.  Par  l'arête  SB  passe 
dès  lors  un  plan  intérieur  au  dièdre  SB  et 
faisant  avec  la  face  BSC  un  angle  C.SB.D 
égal  au  dièdre  SC.  Ce  plan  coupera  la  face 
ASC  suivant  une  droite  SD  intérieure  à  celte 

face,  et  l'on  aura  (n°  précédent)  BSD  =  DSC. 

Mais  le  trièdre   SABD  donne  (373)  ASB  <ASD +DSB,  inégalité 

dont  le  second  membre  est  égal  à  ASD  -|-  DSC  ou  à  ASC. 

Corollaire.  —  Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer  ;  Bons  un  Irièdre, 
deux  faces  quelconques  sont  rangées  dans  le  même  ordre  de  grandeur 
que  les  dièdres  qui  leur  sont  respectivement  opposés  ;  par  conséquent 
aussi,  dans  un  trièdre,  à  deux  faces  inégales  sont  opposés-  des  dièdres 
inégaux  et,  à  la  plus  grande  face,  le  plus  grand  dièdre. 

385.  La  théorie  des  trièdres  offre,  ainsi  que  le  lecteur  n'a  pu 
manquer  de  le  remarquer,  une  grande  analogie  avec  celle  des 
triangles  rectilignes.  Un  certain  nombre  de  propositions,  telles  que 
le  théorème  du  n"  373,  les  propriétés  du  trièdre  isoscèle,  les  trois 
premiers  cas  d'égalité  des  trièdres,  etc.,  sont  manifestement  tout  ù. 
fait  semblables  (')  aux  théorèmes  fondamentaux  relatifs  aux  triangles, 
les  dièdres  étant  substitués  aux  angles  et  les  faces  aux  côtés. 

Mais  il  est,  d'autre  part,  bien  clair  que  la  ressemblance  entre  les 
deux  théories  n'est  que  partielle,  la  différence  tenant  en  grande 
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partie  à  ce  que  les  côtés  — qui  sont  des  longueurs —  sont  remplacés 
par  les  faces  du  trièdre,  c'est-à-dire  par  des  angles.  Ainsi,  la  somme 
des  faces  d'un  trièdre  est  plus  petite  que  quatre  droits,  alors  qu'il 
n'y  a  aucune  limite  assignée  à  la  somme  des  côtés  d'un  triangle  ; 
—  la  théorie  des  triangles  semblables  n'a  pas  d'analogue  pour  lès 
trièdres  :  si  l'on  doiiblait  les  faces  d'un  trièdre,  le  nouveau  trièdre 
ainsi  formé  n'aurait  aucun  rapport  simple  avec  le  premier;  il 
pourrait  même  ne  pas  exister  (si  la  somme  de  ses  faces  était 
supérieure  à  quatre  droits)  :  en  tout  cas,  il  n'aurait  pas  les  mêmes 
dièdres  que  le  premier,  puisque  (4"  cas  d'égalité)  deux  trièdres  qui 
ont  les  miîmcs  dièdres  sont  égaux  ou  symétriques  ;  —  etc. 


EXERCICES 


474.  Démonlrer  direclement  la  première  partie  de  l'énoncé  du  i)°  373  [sans 
pi-eudre  la.  seconde  partie  comme  inlermédiaii-e).  (On  imiterais  m  arelie  suivie  dans 
le  leste,  en  remarquant  qu'on  peut  supposer  la  somme  de  deux  faces  phis  petite 
que  S  droits,  le  théorème  étant  évident  sans  cela.) 

ilb.  La  somme  des  angles  que  fait  une  demi-droite  issue  du  sommet  d'un  trièdre 
et  iatérieufe  à  ce  trièdre  avec  les  trois  arêtes  est  comprise  entre  la  somme  des  faces 
du  trièdre  et  la  moitié  de  cette  somme. 

tlô  bis.  La  somme  des  angles  que  fait  une  demi-droite  quelconque  issue  du  sommet 
d'un  angle  polyèdre  avec  les  arêtes  est  plus  grande  que  la  demi-somme  des  faces. 

476.  La  somme  des  angles  d'un  polygone  gauche  (exercice  137)  de  n  côtés  est 
plus  petite  que  Sn-4  droits  (imiter  la  marche  suivie  PI.,  44  bis), 

m.  La  somme  des  dièdres  d'un  angle  polyèdre  convexe  à  n  faces  est  plus  grande 
que  2n-4:  droits. 

478.  La  somme  des  angles  que  fait  une  droite  quelconque  avec  deux  plans 
perpendiculaires  entre  eus  est  plus  petite  qu'un  angle  droit,  (i  moins  que  la  droite 
ne  soit  perpendiculaire  à  l'inlei-section  des  deux  plans. 

419.  L'angle  que  fait  une  arête  SA  d'un  trièdre  ABC  avec  la  bissectrice  de 
la  face  opposée  ESC  peut  être  inférieur,  égal  ou  supérieur  ft  la  demi-somme  des 
faces  ASB,  ASC:  il  est  compris  entre  cette  demi-somme  et  le  supplément  de 
celte  demi-somme.  Les  arêtes  SB,  SC  étant  données  de  position,  trouver  le 
lieu  de  SA  d'après  la   condition   que  l'angle  de  SA  avec   la    bissectrice    de 

l'angle  ESC  soit  égal  à  ~  '^■■"t  ^ — ■  ■ 

i'Qbis.  Dansle  trièdre  SABC,  on  mène  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  une  des 
arêtes  SB,  SC  et  le  prolongement  de  l'autre.  L'angle  formé  par  l'arête  SA  avec  cette 
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di  >i[p  ilifleic  de  l'angle  droit  d'une  quantité  conijirise  entre  la  ijemi-sommo  et  la 

demi-différence   des  faces  ASB,  ASC, 

480  Dans  tout  Irièdre  isoscèle,  le  plan  bissecteur  du  dièdre  compris  entre  les  deux 
laces  égales  est  perpendiculaire  à  la  troisième  face  et  la  divise  enileuï  parties  égales. 

481.  Béciproquetnent,  un  trièdre  est  isoscèle  : 

1°  Si  le  plan  bissecteur  d'un  dièdre  est  perpendiculaire  à  la  face  opposée  ; 
9*  Si  le  plan  qui  passe  par  une  arête  et  la  bissectrice  de  la  face  opposée  est 
perpendiculaire  à  cette  face. 

482.  Si  le  plan  bissecteur  d'un  dièdre  appartenant  à  un  trièdre  passe  par  la  bissec- 
trice de  la  face  opposée,  il  ne  s'ensuit  pas  nécessairement  que  le  Irièdre  soit  isoscèle. 

Il  n'est  pas  exact  que,  dans  un  trièdre  qui  a  deux  faces  inégales,  te  plan  qui 
pa  se  par  le  ir  arête  commune  et  la  bissectrice  de  la  troisième  face  soit  plus  incliné 
s  la  plus  petite  des  deux  premières  que  sur  l'autre.  Dans  quels  cas  cotte  conclu- 
s  on  e  l-elle  vraie,  et  dans  quels  cas  fausse  7 

Étant  donné  un  angle  ASB,  quel  est  le  lieu  des  arêtes  des  dièdres  dont  les  faces 
passent  par  les  côtés  de  l'angle  et  le  plan  bissecteur,  par  la  bissectrice  de  l'angle  ? 
4b9  De  la  bissectrice  d'une  face  d'un  trièdre,  on  voit  la  plus  grande  des  deux 
autres  faces  sous  un  angle  dièdre  obtus  et  la  plus  petite  soua  un  angle  dièdre  aigu. 
184.  Si,  dans  un  angle  polyèdre  qui  reste  toujours  convexe,  toutes  les  faces  moins 
une  sont  constantes,  ainsi  que  tous  les  dièdres  compris  entre  les  faces  constantes, 
moins  un,  ce  dernier  dièdre  croit  ou  décroit  en  même  temps  que  la  face  variable- 
48(  bis.  Soit  un  angle  polyèdre  qui  reste  convexe  et  dont  les  faces  restent  cons- 
tantes. Cet  angle  polyèdre  étant  considéré  dans  deux  positions  différentes,  on  met 
le  signe  -}-  aux  angles  dièdres  i^ui  ont  augmenté,  le  signe  —  aux  angles  qui  ont 
diminué.  Montrer  qu'on  trouvera  au  moins  quatre  changements  de  signe. 

(On  constatera  :  1'  que  le  nombre  des  changements  de  signe  est  pair  ;  3*  qu'il  ne 
peut  être  égal  ni  à  0  ni  à  S). 

485.  Une  droite  vai'able  (p  sa  t  pa  un  point  fi.ve}  ne  peut  tendre  en  même 
temps  vere  deux  positi  ns     n  e      ffé  e  tes  ('}. 

486.  Lorsque  deux  d  es  a  endenl  chacune  vers  une  position-limite, 
leur  angle  tend  vers    ne    a  eu     ega  e  à  l'angle  des  deux  positions- limites  {'). 

487.  Lorsque  trois  d  o  es  passan  par  un  même  point  fixe)  tendent  cbacune 
vers  une  position-limite  (  )  e  que  e  sont  constamment  daus  un  mêmeplan.leurs 
positions-limites  sont  dans  un  même  plan. 

488.  Les  plans  bissecteurs  des  dièdres  d'un  trièdre  se  coupent  suivant  une 
même  droite. 

Il  en  est  de  même  lorsqu'on  remplace  deux  des  dièdres  par  leurs  suppléments  (^). 
Les  droites  ainsi  obtenues  sont  au  nombre  de  quatre  ;  elles  forment  le  lieu  des 
points  également  distants  des  trois  faces  du  trièdre. 

suppléments  (*]  des  faces  d'un  trièdre  sont  dans  un 

t  limite  dans  la  Géométrie  plane,  i>ngB  S2.  et  en  Arilhoiétique 
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mémo  plan;  de  même,  les  bissectrices  Je  deux  faces  et  du  supplément  lie  la  troi- 
sième. Chacun  des  plans  ainsi  obtenus  fait  des  angles  égaux  avec  les  trois  arêtes. 
490.  Les  plans  menés  perpendiculairement  aux  faces  d'un  trièiire,  par  les  bissec- 
trices de  ces  faces,  se  coupent  suivant  une  même  droite,  perpendiculaire  au  plan 


Quel  est  le  lieu  des  points  également  distants  des  trois  arêtes  d'un  trièdre? 

491.  Les  droites  menées  dans  le  plan  bissecteur  du  supplément  de  chaque 
dièdre  d'un  trièdi-e,  perpendiculairement  à  l'arête  de  ce  dièdre  et  par  le  sommet, 
Boni  dans  un  même  plan,  également  incliné  sur  les  trois  faces. 

Quels  sont  les  autres  plans  également  inclinés  sur  les  trois  faces  ? 

403.  Les  plans  menés  par  chaque  arête  d'un  trièdre  et  la  bissectrice  de  la  face 
opposée  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

493.  Les  plans  bissecteurs  des  suppléments  des  dièdres  d'un  trièdre  coupent 
respectivement  les  faces  opposées  suivant  trois  droites  d'un  même  plan. 

494.  Les  plans  menés,  par  chaque  arête  d'un  trièdre,  perpendiculairement  à  la 
face  opposée,  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

495.  Les  droites  menées,  dans  chaque  face  d'un  trièdre,  par  le  sommet,  perpen- 
diculairement i\  l'arête  opposée,  sont  dans  un  même  plan. 

496,.  Lee  projections  Sa,  Si,  Se  des  arêtes  SA,  SB,  SG  d'un  trièdi-e  sur  les  faces 
opposées  sont  les  arêtes  d'un  nouveau  trièdre,  dont  les  dièdres  ont  pour  plans 
bissecteurs  les  plans  SAa,  SBi,  SCe  (Utiliser  ex.  461  et  PI.,  ex.  71). 

497.  Que  devieiment  les  droites  et  plans  dont  l'existence  fait  l'objet  des  exer- 
cices 488-495,  lorsqu'on  passe  d'un  trièdre  à  son  supplémentaire  ? 

iflé.  Deux  triédres  supplémenlaires  ont  la  même  disposition. 

499.  Mener  une  droite  rencontrant  deux  droites  données  sous  des  angles  donnés  ('). 

50p.  Couper  un  angle  polyèdre  à  quatre  faces  par  un  plan  suivant  un  parallé- 
logramme (').  Quand  ce  parallélogramme  est-i!  un  losange  ou  un  rectangle? 


PROBLEMES 

PROPOSBS   SUR   LE   CtNQUIKMB   LIVBE. 

501,  Lieu  lies  projections   d'un  point  donné  sur  les  plans  qui  passent  par 

50î.  Lieu  du  milieu  d'une  droite  Oa  longueur  constante  qui  s'appuie  sur  < 
droites  rectangulaires,  non  situées  dans  un  même  plan, 
503.  Déduire  de  rexercice  435  le  Ibéorème  analogue  dans  le  plan  (PI.,  195)  : 
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i  les  deus  Irianglus  AltC,  A'B'C  sont  tels  qw 
n  même  point  0,  les  points  li'ir 
lie  CA  avec  C'A',  <le  AU  avec  A'B'  sont  en  ligne  droite. 
{On  remarquera  que  la  figure  plane  ainsi  l'ormée  peut  être  considérée  comme 
la  projection  d'une  figure  (elle  que  celle  qui  fait  l'objet  de  l'exercice  4S5). 

504.  Huit  points  A,  B,  C,  D,  A',  B',  C/,  D'  (dont  les  quatre  premiers  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan,  non  plus  que  les  quatre  derniers)  sont  tels  que  Ips  droites 
AA',  BB',  ce,  DD'  pasBenl  par  un  mÈme  point  0.  Montrer  que  les  droites  d'inter- 
section du  plan  B'C'D'  avec  BCD,  du  plan  CD' A'  avec  CDA,  du  plan  D'A'B'  avec 
DAB,  du  plan  A'B'C  avec  ABC,  sont  dans  un  mÉme  plan. 

Déduire  de  là  le  théorème  (PI-,  186)  dont  il  est  parlé  dans  l'exercice  précédent 
(on  supposera  pour. cela  les  droites  OAA',  OBB',  OCC'  dans  un   même  plan). 

505.  Un  plan  quelconque  divise  les  eûtes  d'un,  polygone  gauche  dans  des  rapports 
qui  ont  pour  produit  l'unité.  La  réciproque  est  vraie  dans  le  cas  du  quadrilatère, 
mais  non  pour  les  polygones  de  plus  de  quatre  côtés. 

506.  Étant  données  deux  demi-droites  OA,  0B(  issues  d'un  point  0  d'un  plan  et  du 
mêmecâlé  de  ce  plan,  mener,  dans  celui-«i,  la  droite  faisant  aveu  OA  et  OB  des 
angles  dont  la  somme  soit  minima. 

507.  Étant  données  deux  demi-di"oites  OA,  OB  issues  d'un  point  0  d'un  plan  et 
de  côtés  différents  de  ce  plan,  mener,  dans  celui-ci,  la  droite  faisant  avec  OA  et  OB 
des  angles  dont  la  différence  soit  masima. 

r  l'arête  d'un  dièdre,  on  mène,  dans  les  deux  faces, 
c  l'arÉte  un  même  angle  déterminé.  Montrer  que,  si 

cet  angle  n'est  pas  droit,  l'angle  AOB  ne  ïarie  pas  proportionnellement  au  dièdre. 
Le  rapport  de  l'angle  AOB  au  reetiligiie  du  dièdre  esl-il  croissant  ou  décroissant 
quand  celui-ci  augmente'? 

-Ma.  La  différence  des  ongles  que  fait  une  droite  avec  deu>:  plans  est  inférieure  à 
l'angle  de  ces  deux  plans. 

510.  La  différence  des  angles  que  fait  un  plan  avec  deux  droites  est  inférieure  à 
l'angle  de  ces  deux  droites. 

511.  Lorsqu'une  droite  et  un  plan  variables  t^^mlent  cliacun  vers  une  posilion- 
limile,  leur  angle  tend  vers  l'angle  que  fait  la  position-limite  de  la  droite  avec  la 
position-limite  du  plan. 

512.  Étant  donnés  deux  plans  et  une  droite,  faire  passer  par  celle-ci  un  plan  qui 
forme  avec  les  deux  premiers  un  trièdra  isoscèle. 

(Distinguer  deux  cas,  suivant  que  les  deux  faces  égales  doivent  être  dans  les  deux 
plans  donnés,  ou  l'une  d'elles  dans  le  plan  cherché). 

513.  Si  on  coupe  un  trièdre  trii-eclangle  (c'est-à-dire  qui  a  toutes  ses  faces 
droites  et,  par  suite,  tous  ses  dièdres  droits)  SABC  par  uu  plan  quelcoiiqui;  ; 

1'  Le  triangle  de  section  ABC  a   pour  point  do  r 
projection  M  du  point  S  sur  le  plan  ABC; 
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2"  Chaeim  des  triangles  SBC,  SGA,  SAB  est  moyen  proporlionnel  entre  sa 
projection  sur  le  plan  de  section  et  la  section  AUC  ; 

3'  La  somme  des  carrés  des  aires  de  ces  ii'oifi  triangles  est  Égale  au  carré  de 
l'aire  du  triangle  ABC. 

514.  Étant  donne  nn  triangle  ABC,  trouver  un  trièdre  trivecianiîle  dont  les  arêtes 
passent  par  les  sommets  de  ce  triangle.  —  Condition  de  possibilité. 

511  bis.  Couper  un  Irièdre  Irireclangle  par  un  plan,  de  manière  q  u 

soit  égale  à  un  iriaogle  donné. 

515.  Ti-ouver  un  trlMre  Irireclangle  dont  les  arêtes  se  projettent  s  un  p  a 
passant  par  ie  sommet  sui^iant  trois  droites  données.  —  Condition  de  poss  b     e 

516.  Si  quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  tels  que  la  droile  AB  soit  pe  pend  eu  a  e 
à  CD  et  la  droite  AC  à  BD,  la  droile  Al»  est  aussi  perpendiculaire  à  BC 

Les  trois  sommes  ÂB^  +  CD^,  ÂC'  +  iïô^  lïï^  +  BC*  sont  égales  en    e  e  os 

517.  Étant  donnés  trois  plans  qui  si'  coupent  suivant  une   même  d  o  e  e    u  e 
demi-droile  {non  parallèle  à  l'intersection  commune)  dans  l'un  d'eux        e     te 
IriÉdre  tel  que  ciiacun  des  plans  donnés  casse  par  une  arête  et  soit  p»  pend    u       e 
a  la  face  opposée,  l'une  des  arêtes  étant  la  demi-droite  donnée. 

lilS.  Ëtatit  données  trois  droites  dans  un  même  plan  et  un  plan  P  passant  par 
l'une  d'elles,  il  esiste  un  trièdre  tel,  que  chacune  des  droites  données  soit  perpen- 
diculaire à  l'une  des  arêtes  et  située  dans  la  face  opposée,  l'une  de  ces  faces  étant 
dans  le  plan  P. 

(Voir  (exercices  625-036,  les  réciproques  analogues  pour  les  exercices  4S8-â03). 

519.  (Généralisation  del'eï.  J54].  Étant  données  deux  droites  D,  D',  non  situées 
dans  un  même  plan,  soient  pris  un  point  A  sur  D,  un  point  A'  sur  D',  puis  encore 
deux  points  M,  M'  sur  D  et  D''  respectivement,  tels  que  AM  =:  A'Jt', 

Lorsque  M,  M'  varient  (de  manière  que  A.M  reste  égal  à  A'M'),  le  plan 
[exercice  41fi),  lieu  des  points  tels  que  !a  différence  des  carrés  de  leurs  distances  à 
M  et  à  M'  soit  égale  à  une  quantité  donnée  k',  passe  par  l'une  ou  l'autre  de  deux 
droites  fixes  II,,  Hj.  Tous  les  points  de  Hi  ou  de  H,  sont  tels  que  la  différence  des 
carrés  de  leurs  distances  à  D,  D'  soit  ésale  à  A^  X-ieux  de  Hj  et  de  llj  lorsque  (A  et 
A'  restant  fixes)  (in  fait  varier  *. 

Lorsque  {k  ayant  une  valeur  donnée)  A  et  A'  se  déplacent,  les  droites  H,  et  H, 
restent  parallèles  à  des  plans  fixes  ;  toute  droite  H,  rencontre  une  droite  Hs 
quelconque. 

Par  tout  point  tel  que  la  diflérence  des  catTés  de  ses  distances  à  D  et  à  D'  soit 
égale  à  A',  il  passe  une  droite  H,  et  une  droite  H,. 

IVota.  —  Daoa  tous  lee  problÈmos  do  construction  (oxerc.  iîi-,  456,  4îS  bis.  etc.).  nous  sup- 

conDUSB  do  I»  gSométrie  plaoe. 

prDliquemenlcesopératiODS.Toirtefois.laGéomiStrlodBseriptiveopprendàrepnîseiitarpar  des 

que  noua  Tenons  d'énumérer  peuvent  être  effeetuBea  avee  la  règle  et  le  oginpaa. 
Noua  nommerons  coneiructions  effeelites  cellea  qui  devroiit  ètte  réaliaées  sans  le  bénéAtie 
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LIVRE  VI 

LES      POLYÈDRES 


CHAPITRE    PREMIER 
NOTIONS    GÉNÉRALES 

386.  Délinitions.  --  On   nomme  j^olyèdre  {fig.   289)    uq  volume 

limilé  pai'  des  surfaces  toutes  planes  (').  Les  portions  de  plans  qui 

compreonent  ainsi    entre  elles  le   polyèdre 

en  sont  dites  les  faces.  Chaque  face,   étant 

limitée  par  ses  intersections  avec  les  faces 

voisines,  est  un  polygone  ;  les  côtés  de  ce 

polygone  (par  exemple  AB,  ^(;,2S9)  sont  les 

i.-m.  asLi.  arêtes  du  polyèdre,  et  l'on  voit  que  chaque 

arête  est  commune    à  deux   faces  {').    Les 

sommets  des  mêmes  polygones  (par  exemple  A,  fig.  289)  sont  les 

sommets  du  polyèdre  :  chacun  d'eux  est  commun  k  plusieurs  faces 

(trois  au  moins)  et  est  le  sommet  d'un  angle  polyèdre  formé  par 

ces  faces  {"}. 

On  nomme  diagonale  du  polyèdre,  toute   droite  qui  joint  deux 

(I)  Touleroia,  par  uno  restriction  analogue  à  OBlle  qui  a  été  faite  on  géométrie  plMe(Pl., ai), 


!B9  singuliers,  une  arSte  est  cooir 
immnn  de  plnsieurs  angles  polyËdrej 
I  en  rdalité  à  ce  que  plaeieurs  arStea 
Saenteiit  pas  dans  les  polyèdres  eo 
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sommots  non  situés  dans  la  même  face;  plan  diagonal,  tout  plan 
qui  passe  par  trois  sommets  sans  être  une  face. 

Un  polyèdre  est  dit  convexe  [jig.  292),  s'il  est  silaé  tout  entier  d'un 
seul  et  même  côté  par  rapport  au  plan  d'iine  quelconque  des  faces, 
prolongé  indéfiniment;  il  est  dit  concave,  dans  le  cas  conijaire. 

Un  polyèdre  convexe  a  pour  faces  des  polygones  convexes  ;  car  si 
une  arête  F  (/îg.  290}  n'était  pas  tout  entière  du  môme  côté  d'une 


arête  AU  appartenant  k  celte  face,  elle  ne  serait  pas  tout  entière  du 
même  côté  de  la  face  F'  contigiië  h,  F  suivant  AB. 

De  même,  Yangle  polyèdre  formé  par  les  faces  attenant  à  un  mêtne 
sommet  d'un  polyèdre  convexe  est  toujours  convexe. 

Une  droite  ne  peut  couper  la  surface  d'un  polyèdre  convexe  en  plus 


de  deux  points  :  sans  quoi  {/tg.  291)  les  deux  points  de  rencontre 
extrêmes  ne  seraient  pas  du  même  côté  par  rapport  à  la  face  qui 
passe  par  l'un  des  points  de  rencontre  intermédiaire. 

Nous  avons  classé  les  polygones  plans  d'après  ie  nombre  de  leurs 
côtés  :  une  pareille  classification  ne  convient  pas  aux  polyèdres, 
parce  que,  dans  deux  polyèdres  qui  ont  le  même  nombre  de  faces, 
celles-ci  peuvent  être  assemblées  de  façon  très  différentes  :  c'est  le 
cas  des  polyèdres  représentés  par  les  flg.  289,  292,  293,  lesquels  ont 
chacun  six  faces. 
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387.  On  nomme  swface  prismatique  la  figure  déLerminée  par  des 
portions  de  pians  parallèles  à.  une  même  droite  (ces  plaos  étant 
limités- à  leurs  intersections  successives  ('),  toutes  parallèles  entre 
elles  (Chap.  ii)  et  appelées  a c^to  de  la  surface)  {/ig.  29i). 

Théorème.  — ■  Les  seclions  dhttie  surface  prismatique  par  des  plans 
parallèles  entre  eux  {mais  non  aux 
arêtes)  sont  des  polygones  égaux. 

Soient  ABCDE,  A'B'C'D'E'  {fig.  294) 
les  sections  d'une  surface  prisma- 
tique par  deux  plans  parallèles.  Pour 
démontrer  que  ces  deux  polygones 
sont  égaux,  il  nons  suffit  {Pi.,  50)  de 
dûmontrer  que  les  triangles  ABC, 
A'BC  sont  égaux  et  de  même  sens, 
ainsi  que  les  triangles  ABD,  A'B'D'; 
ABE,  A'B'E'.  Or,  les  côtés  homologues 
de  ces  triangles  sont  parallèles  (par 
exemple,  AC,  parallèle  à  A'C),  comme 
sections  de  plans  parallèles  par  un 
troisième,  d'où  résulte  :  d'abord,  que 

ces  côtés  sont  égaux   (par   exemple,   AC  ;=  A'C),   comme    côtés  . 

opposés  de  parallélogrammes,  et  ensuite  que  les  angles  formés  entre 

eux  sont  égaux  et  de  même  sens  (333). 

On  nomme  section  droite  d'une  surface 
prismatique,  une  section  par  un  plan 
perpendiculaire  à  la  direction  commune 
des  arêtes.  D'après  le  théorème  précé- 
dent, toutes  les  sections  droites  d'une 
même  surface  prismatique  sont  des  poly- 
gones égaux. 

On  nomme  prisme  un  polyèdre  compris 
entre   une   surface   prismatique  et  deux  i'"-  ^^'^ 

plans  parallèles  entre  eux  (mais  non  aux 
arêtes  de  la  surface  prismatique)  {fig.   295).  Les  faces  compri 
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dans  ces  deux  derniers  plans  sont  les  bases  du  prisme,  landis  que 
celles  qui  apparliennent  à  la  surface  prismatique  sont  les  faces 
latérales  et  que  les  arêtes  de  la  surface  prismatique  donnent  les 
arêles  latérales.  D'après  le  théorème  précédent,  les  bases  d'un 
prisme  sont  des  polygones  égaux.  Les  faces  latérales  sont  toutes 
des  parallélogrammes,  les  arêles  latérales  sont  toutes  égales  entre 
elles. 

On  voit  encore  que,  si  l'on  se  donne  la  base  ABCDE  (fig.  295) 
d'un  prisme  et  une  arête  KX'  eu  grandeur  et  direction,  il  suffira, 
pour  construire  le  polyèdre,  de  mener  les  arêtes  BB',  CC,  etc., 
égales  et  parallèles  k  AA'. 

On  nomme  hauteur  d'un  prisme,  la  distance 
.(345)  des  plans  des  bases  (HH',  fy.  29S). 

Lorsque  les  bases  sont  des  sections  droites 
de  la  surface  prismatique,  le  prisme  est  dit 
droit  {fig.  296). 

Dans  ce  cas,  bien  entendu,  la  hauteur  n'est 
autre  que  l'arête  latérale-,  les  faces  latérales 
sont  des  rectangles.  fie.  asii. 

On  peut  classer  les  prismes  d'après  le  nom- 
bre des  faces  latérales,  égal   au   nombre  de   côtés   du  polygone 
de    base.    Ainsi    un   prisme    pourra    éli'O    ti'iangulairi?,     quadran- 
gulaire,  penlagonal{/?g'.293),  etc. 


1.  Théorème. 


latérale   (c'est-à-dire  la 


■a  latérale  d'un  prisme  est  égale  au  produit 
de  Varête  latérale  par  le  périmètre  de 
la  section  droite. 

Soit  le  prisme  ABCDE  A'B'C'D'E' 
{fig.  297)  dont  la  section  droite  est 
abcde,  de  sorte  que  au,  hc,...  sont 
tous  perpendiculaires  à  la  direction 
des  arêtes  latérales.  La  face  ABA'B', 
qui  est  un  parallélogramme,  est  égale 
au  produit  de  sa  base  AA'  par  sa 
hauteur,  laquelle  n'est  autre  que  ab  ; 
la  face  BCB'C,  au  produit  de  sa  base 
BB'  par  sa  hauteur  6c;ete. Donc  l'aire 

imme  des  aires  des  faces  latérales)   est 
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bien    égale  au  produit  de     l'arête  latérale,   valeur    commuue  de 
A.V,BB',...  parla  somme  al}-\-  lic-\-cd-{-de-\-ea. 

c.q.  F.  D. 

389.  On  appelle  parallélépipède  un  prisme  qui  a  pour  bases  des 
parallélogrammes  (^g.  292).  Toutes  les  faces  sont  alors  des  parallé- 
logrammes. 

Un  parallélépipède  petit  être  considéré  comme  prisme  de  trois  façons 
différentes,  deux  faces  opposées  quelconques  (dans  la  flg.  292, 
A.BCD  et  A.'B'C'D',  ou  ABA'B'  et  CDC'D',  ou  BCB'C  et  ADA'D')  pouvant 
être  choisies  comme  bases. 

Un  parallélépipède  a  douze  arêtes,  égales  et  parallèles  quatre  à 
quatre. 

Théorème.  ■ —    Dans  un  parallélépipède,  les  diagonales  se  coupent 
en  vn  même  point,   situé  au  milieu  de 
A  B  chacune  d'elles. 

A~  ^  Un      parallélépipède      ABCDA'B'C'D' 

/    A— _^c        [fig.  298)  a  quatre  diagonales  AC',  BD', 

/      /        "  /  CA',  DB',  Nous  avons  à  prouver  que  les 

\  /  '  /  milieux  de  deux   quelconques   d'entre 

)^ f  elles,  AC  et  BD',  par  exemple,   coïnei- 

pj^    ,g  dent.  Or  c'est  ce  qui  résulte  de  ce  que 

la  figure  ABC'D'  ayant  les  côtés  AB, 
D'C  égaux  et  parallèles,  est  un  parallélogramme,  dont  les  diago- 
nales se  divisent  mutuellement  en  parties  égales. 

390.  Un  parallélépipède  droit  est  un  paraliélépipède  qui  est  en 
même  temps  un  prisme  droit,  c'est-à-dire  dont  les  arêtes  latérales 
sont  perpendiculaires  au  plan  de  la  base. 

On  nomme  parallélépipède  rectangle,  un  parallélépipède  droit  qui 
a  pour  base  un  rectangle.  Toutes  les  faces  sont  alors  des  rectangles. 

Un  parallélépipède  rectangle  est  un  prisme  droit,  quelle  gue  soit  la 
face  considérée  comme  base,  puisque  chaque  arête  est  perpendicu- 
laire à  ses  voisines  et,  par  conséquent,  aux  plans  des  faces  qu'elles 
déterminent. 

Au  contraire,  un  parallélépipède  droit  qui  n'est  pas  rectangle, 
n'est  un  prisme  droit  que  d'une  seule  façon. 
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390  bis.  Les  longueurs  <Je  trois  arêtes,  non  parallélos  entre 
elles  (par  exemple  des  trois  arêtes  issues  d'un  même  sommet)  d'un 
parallélépipède  rectangle,  en  sont  dites  les  trois  dimensions. 

Deux  parallélépipèdes  rectangles  dont  les  dimensions  sont  égales 
chacune  à  chacune  sont  évidemment  égaux. 

On  nomme  cube  un  parallélépipède  rectangle  qui  a  ses  trois  dimen- 
sions égales  entre  elles,  de  sorte  que  toutes  les  faces  sont  des  carrés. 

Deux  cubes  de  même  arête  sont  égaux. 

391.  Théorème.  —  Dmu  un  parallélépipède  rectangle  : 
1°  Les  diagonales  sont  égales; 

2°  Le  carré  d'wie  diagonale  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  trois 
dimensions. 

Dans  le  parallélépipède  rectangle  ABCD 
A'B'C'D'  {fig.  299),  les  diagonales  AC,  BD' 
sont  égales,  car  le  quadrilatère  ABCD'  est 
un  rectangle  [la  droite  AB  étant  perpendicu- 
laire au  plan  BCB'C,  lequel  contient  BC')- 
Fio.  m.  De  plus  on  a  ÂC''  —  m'^  =  ÂB^  +  ÂD'S 

d'après  le  théorème  du  carré  de  l'hypoténuse. 

Mais  AD'  est,  d'après  le  même  théorème,  égal  a   AA'   -|-  A'D' . 

Donc  on  a  bien  ÂC'^  =  AB^  +  AÂ'^  +  ÂT5'^  =  ÂB^  +  SA?'  +  AO'' 

392.  On  nomme  pyramide  {fig,  293,  300)  un  polyèdre  dont  tontes 
les  faces  moins  une  ont  un  sommet  commun  (dit  sommet  de  la  pyra- 
mide). Il  est  clair  que  cette  définition  revient 

à  la  suivante  :  une  pyramide  est  le  solide  obtenu  ^ 

en  coupant  un  angle  polyèdre 'par  un  plan  qui 

rencontre  toutes  les  arêtes.  La  face  située  dans 

ce  plan  sécant  est  dite  la  base  de  la  pyramide  : 

les  autres  sont  les  faces  latérales  et  les  arêtes 

issues  du  sommet  sont  les  arêtes  laini-ales. 

Il  est  clair  qu'une  pyramide  est  déterminée 
par  sa  base  et  son  sommet  :  les  faces  latérales 
sont  les  triangles  qui  ont  pour  sommet  commun  le  * 
pyramide  et,  pour  bases  respectives  les  côtés  de  sa  base. 

On  nomme  hauteur  d'une  pyramide,  la  perpendiculaire  abaissés 
let  sur  le  plan  de  la  base  {fig.  300,  SH). 


,et   de  1 
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393.  Théorème.  —  La  section  d'une  pyramide  par  un  plan  paral- 
lèle à  sa  base  est  semblableà  celte  base. 

(Autrement    dit,    les  sections  d'un  angle  polyèdre  par  des  plans 
parallèles  sont  semblables  entre  elles). 

Le  rapport  de  similitude  des  deux  polygones  est  égal  au  rapport  des 
distances  de   leurs  plans  respectifs  au  sommet   [ou  au   rapport  des 
segments  que  ces  plans  interceptent,  sur 
une  arête  quelconque,  â  partir  du  som- 
met). 

Soit  la   pyramide  SABCBE  {fig.   301) 

coupée  parle  plan  A'B'C'D'E'  parallèle  à 

la  base  et  que  nous  supposerons,  pour 

fixei"  les  idées,  situé  du  même  côté  du 

sommet  que  cette  base.  Considérons  trois 

sommets  quelconques,  A,B    et  D,  par 

exemple,  et  les  sommets  correspondants 

A',   B',  D'  de  la  section.  Les  côtés  AB, 

Pi^^  ,:,i,i.  BD,  DA  sont  respectivement  parallèles 

aux  côtés  correspondants  du   triangle 

A'B'D'  et  de  même  sens  (')  :  ces  deux  triangles  ont  donc  les  angles 

égaux  chacun  à  chacun;  ils  sont  semblables  et  de  même  sens.  Leur 

rapport  de  similitude  est  égal  (dans  les  triangles  semblables,   SAB, 


SA'B'),  au  rapport 


SA 
SA'' 


rapport  qui  est  d'ailleurs  égal  (3! 
SB     se 


,  coroll.) 


,  etc.,  ainsi  qu'au  rapport  ^ît,  «les 

dislances  du  point  S  aux  deux  plans  parallèles  ABCDE,  A'B'C'D'E'. 
Si  alors  nous  prenons  l'homothétique  du  polygone  A'B'C'D'E'  (par 

rapport  à  un  pôle  quelconque  silué  dans  son  plan],  avec  ^-^pour 
rapport  d'homothétie,  le  polygone  A,BiC,D,E|  sera  tel  que  les 
triangles  A,B|C|,  A,B|D, ,  etc.,  seront  respectivement  égaux  à 
ABC,ABD,  etc.,etdemêmesens:il  sera  donc  égal  à  ABCDE(P1.,50). 

Remarque.  —  D'une  façon  générale,  le  raisonnement  précédent 
montre  qu'en  joignant  à  ^m  point  fixe  tous  les  points  d'une  figure 

(I)  Si  le  plan  sècaDt  A'B'C'D'E'  ot  le  plan  de  base  étaieal;  de  part  et  d'autre  de  S,  les  eàlia 
des  deui  triangles  ABD,  A'B'D'  seraient  parallèles  ei  de  sons  cotHraires  :  les  doos  triaiiglss 
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plane  et  coupant  les  droiles  de  jonction  par  un  plan  parallèle  à  celui 
de  celle  figure,  on  obtient  une  figure  semblable  à  la  première. 

c.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  —  Les  aires  de  la  base  el  de  la  ssction  considérée  dans 
le  Ihéorème  précédent  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  dislances  du 
sommet  à  leurs  plans  respectifs. 

Ceci  n'est  que  l'applicatioa,  aiiK  polygones  en  question ,  du 
théorème  du  n"  257  (PI.,  liv.  IV). 

394.  Une  pyramide  régulière  {SABCDE,  fig.  293)  est  celle  qui  a 
pour  base  un  polygone  régulier  et  dont  la  hauteur  tombe  au  centre 
de  la  base  [SO,  fig.%9^). 

Toutes  les  arêtes  latérales  d'une  pyramide  régulière  sont  égales 
(comme  obliques  également  écartées  du  pied  delà  perpendiculaire 
SO);  toutes  les  faces  latérales  sont  les  triangles  isoscèles  égaux 
(comme  ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun).  La  hauteur 
issue  du  sommet,  dans  t'un  quelconque  de  ces  triangles  (SU,  fig.  293) 
a  reçu  le  nom  d'apothème  de  la  pyramide  régulîÈve. 

Théorème.  —  Uaire  latérale  d'une  pyramide  régulière  est  égale 
im  demi-produit  du  périmètre  de  la  base  par  l'apothème. 

Dans  la  pyramide  régulière  SABCDE  {fig.  293),  le  triangle  SAB  a 
pour  mesure  le  demi-produit  de  l'apothème  SH  par  le  côté  AB;  le 
triangle  SBC,  le  demi-produit  de  l'apothème  par  le  côté  BC  ;  et  ainsi 
de  suite.  Donc  Taire  latérale,  c'est-it-dire  la  somme  des  triangles 
SAB,SBC,SCD,SDE,SEA,  a  pour  mesure  le  demi-produit  de  l'apo- 
thème par  la  somme  AB  +  BC  +  CD  -f-  DE  +  EA . 

394  dû.  Ou  classe  les  pyramides  d'après  le  nombre  de  leurs  faces 
latérales  (égal  au  nombre  des  côtés  de  la  base)  en  triangulaires, 
quadr angulaires,  pentagonales,  etc. 

La  pyramide  Iriangnlaîre  a  reçu  le  nom  Ab  télraè,dre  [fig ■  Z^^) . 
Elle  a  en  tout  quatre  faces  (le  moindre  nombre  qu'un  polyèdre  puisse 
posséder)  toutes  triangulaires.  Un  tétraèdre  peut  être  regardé  comme 
pgramide  de  quatre  façons  difi'érenlvs,  une  face  quelconque  pouvant 
être  prise  comme  base. 

395.  Tout  polyèdre  peut  être  décomposé  en  pyamides. 
Eu  efïet  : 

1"  Si  le  polyèdre  est  convoite,  il  peut  ûtre  décomposé  en  pjra- 
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mides  ayant,  pour  sommet  commua,  un  sommet  du  polyèdre  el 
pour  bases  respectives,  les  faces  qui  ne  contiennent  pas  ce  sommet; 
ou  encore,  ayant  pour  bases,  succevssivement,  toutes  les  faces  du 
polyèdre  et  pour  sommet  commun  un  point  intérieur  ; 

2°  Un  polyèdre  concave  peut  être  décomposé  en  polyèdres 
convexes  (lesquels  se  décomposent  eux-mêmes  en  pyramides,  ainsi 
qu'il  vient  d'être  dit)  :  ii  suffira,  pour  cela('),  de  prolonger  indéfini- 
ment les  plans  de  toutes  les  faces  :  on  décomposera  ainsi  l'espace 
en  plusieurs  régions,  dont  un  certain  nombre,  lesquelles  seront 
évidemment  des  polyèdres  convexes,  constitueront  parleur  ensemble 
le  polyèdre  donné. 

Gomme  toute  pyramide  peut  être  manifestement  décomposée  en 
pyramides  triangulaires  (il  suffit  de  diviser  le  polygone  de  base  en 
triangles),  tout  polyèdre  est  décomposable  en  tétraèdres. 


EXERCICES 

530.  Toute  droite  menée  par  le  point  d'inierseciion  des  diagonales  d'un  parallélé- 
pipède  est  divisée  par  ce  point  et  la  surface  du  polyèdre  en  deux  parties  égales. 

521.  Étant  données  trois  droites,  dont  deux  quelconques  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan,  construire  un  parallélépipède  qui  ait  une  arêto  sur  chacune  d'elles  ('). 

531  bis.  Lieu  du  centre  ûa.  parallélépipède  précédent,  lorsque,  deux  des  droites 
restant  fixes,  la  troisième  se  meut  parallèlement  à  elle-même  dans  un  plan  donné. 

5SÏÏ.  Si  les  diagonales  d'un  parallélépipède  sont  touLes  égales,  le  parallélépipède 
est  rectangle. 

533.  Construire  un  cube,  connaissant  la  longueur  d'une  dp  ses  liiagonales. 

5Ï4.  Soient  A, C' deux  soniuiefs  opposés  d'un  parallélépipède A1!CDA'B''C'D';  B,  D, 
A',  les  sommets  voisins  du  point  A;  D',B',C,  les  somniets  voisins  du  point  C. 
Prouver  ; 

1'  Que  la  diagonale  AC  passe  par  les  centres  de  gravité  des  triangles  BDA'.D'B'C; 

2°  Qu'elle  est  divisée  par  ces  deux  points  en  trois  parties  égales  ; 

3'  Si  le  parallélépipède  considéré  est  un  cube,  les  triangles  BDA',  U'B'C  sont 
équilatéraui  et  la  droite  AC  est  perpendiculaire  à  leurs  pians. 

555.  On  coupe  un  cube  par  un  plan  perpeniliculaire  à  une  de  ses  diagonales. 
Étudier  la  forme  de  la  section,  en  supposant  que  le  plan  prenne  toutes  les  positions 
possibles  sans  cesser  d'être  perpendiculaire  è.  la  diagonale. 

Cas  où  le  plan  de  section  est  perpenillculaii'e  au  milieu  de  la  diagoni^le. 


(l)Co!npararPl.,148. 
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530.. On  appelle  léb-aidre  réyulier  celui  Jont  toutes  les  arêtes  sont  égales  et.  par 
conséquent,  toutes  les  faces  équ  [latérales. 

Montrer  que  les  sommets  d'un  cube  peuvent  6lre  divisés  en  deuï  groupes,  âe 
manière  que  les  sommets  de  chaque  groupe  soient  ceux  d'un  tétraèdre  régulier. 

337.  Si  un  poiat  se  déplace  dans  le  plaa  de  la  base  d'une  pyramide  régulière  et 
il  l'intérieur  de  celte  base,  la  somma  do  ses  distances  aux  faces  latérales  l'esté 
constante. 

La  somme  des  segments  interceptés  parles  faces  latérales  sur  la  perpendiculaire 
au  plan  de  base  menée  par  ce  point  reste  également  constante. 

Que  deviennent  ces  propriétés  lorsque  le  point  considéré  devient  extérieur  au  poly- 
gone de  base,  tout  en  restant  daas  son  plan? 

5S8.  Les  droites  qui  joignent  les  somnieLs  d'un  tétraèdre  aus  centres  de  gravité 
des  faces  opposées  concourent  en  un  même  point,  qui  divise  chacune  d'elles  dans  le 
rapport  de  1  à  3. 

Les  droites  joignant  les  milieux  des  arêtes  opposées  passent  par  le  même  point, 
lequel  divise  chacune  d'elles  en  deux  parties  égales, 

-5S9.  Si  trots  segments  de  droites,  non  situés  dans  un  même  plan,  passent  par  un 
même  point  et  y  sont  divisés  chacun  en  deus  parties  égales,  on  peut  trouver,  et 
de  plusieurs  manières,  un  tétraèdre  tel  que  les  milieux  de  ses  arêtes  soient  les 
extrémités  des  segments  considérés. 

530.  Si,  par  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  nrêtes  opposées  d'un  tétraèdre, 
on  mène  un  plan  qui  coupe  deux  autres  arêtes  opposées,  la  droite  qui  joint  les  points 
d'îiitei-seclion  est  divisée  par  la  première  en  deux  parties  égales. 

531.  Les  plans  menés  perpendieulairement  aux  arête.^  d'un  têlraèdre  en  leurs 
milieux  sont  concourants. 

532.  Les  plans  bissecteurs  des  dièdres  d'un  tétraèdre  sont  concourants. 

533.  Si,  par  chaque  arête  d'un  tétraèdre,  on  mène  un  plan  tel  que  le  dièdre  formé 
par  c«  plan  avec  le  plan  qui  passe  par  l'arête  en  question  et  un  point  déterminé  0  de 
l'espace  aH  même  plan  bissecteur  que  le  dièdre  du  tétraèdre  donné  qui  a  la  même 
arête,  les  six  plans  ainsi  menés  passent  par  un  même  point  0'. 

53i.  Les  plans  menés,  par  le  milieu  de  chaque  arête  d'un  tétraèdre,  perpendiculai- 
rement à  l'arête  opposée,  se  coupent  en  un  mêms  point,  lequel  est  en  ligne  droite 
avec  celui  qui  fait  l'objet  de  l'exercice  5î8  et  celui  qui  fait  l'objet  de  l'eioroice  5:il. 

fiHh.  On  mène,  dans  chacun  des  angles  trièilres  d'un  tétraèdre,  la  droite  dont 
l'existenoo  fait  l'objet  de  l'exercice  4B1.  D.TOs  quelles  conditions  ces  quatre  droites 
sont-elles  eonoonrantesî  —  Montrer  qu'alors  les  quatre  hauteurs  du  tétraèdre  se 
coupent  également  en  un  même  point'. 

(Les  sommets  du  tétraèdi-e ont  alors  la  disposition  considérée  à  l'exercice  516  :  un 
tel  tétraèdre  est  dit  à  arêtes  orthogonales). 

536.  Résoudre  une  question  analogue  pour  la  droite  dont  l'existence  fait  l'objet 
de  l'exercice  190  (Réponse  :  les  sommes  des  arêtes  opposées  doivent  être  égales 

537.  Même  question  pour  la  droite  dont  l'existence  fait  l'objet  de  l'exercice  492. 

538.  Étant  données  les  longueurs  des  arêtes  d'un  tétraèdre,  trou  ver  efl'ecduemeiifC) 
les  quatre  hauteurs. 

(1)  'Voir  Ik  note  placéa  ii  lu  tin  das  pi'oblfmûs  du  V'  livre. 
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VOLUME     DU    PRISME 

396.  Deux  polyèdres  sont  dit  adjacents  lorsqu'ils  ont  une  ou 
plusieurs  faces  (ou  portions  de  faces)  communes  en  étant,  k  cela 
près,  entièrement  extérieurs  l'un  à  l'autre. 

Étant  donnés  deux  polyèdres  adjacents  P,  P',  si  l'on  supprime  les 
faces  communes,  on  forme  un  troisième  polyèdre  P",  qui  n'est  autre 
que  l'ensemble  des  deux  premiers  et  qui  en  est  dit  la  somme. 

397.  Définir  les  volumes  des  polyèdres,  c'est  faire  correspondre  à 
chaque  polyèdre  une  grandeur  (dite  volume  du  polyèdre)  possédant 
les  propriétés  suivantes  : 

I.  Deux  polyèdres  égaux  ont  le  même  volume,  quelles  que  soient 
leurs  siluaiions  dans  l'espace  ; 

II.  Le  polyèdre  P",  somme  de  deux  polyèdres  adjaeenlt  P  el  P',  (( 
pour  volume  la  somme  des  volumes  de  P  et  de  P'. 

Nous  admettrons  qu'une  pareille  correspondance  existe  ('). 

Il  est  d'ailleurs  clair,  comme  pour  les  aires  en  géométrie  plane, 
que,  du  moment  qu'elle  existe,  elle  existe  d'une  inlinilé  de  façons  : 
car  on  peut  évidemment  remplacer  la  grandeur  en  question  par  une 
grandeur  proportionnelle,  sans  que  les  propriétés  I  et  11  soient 
altérées.  Aussi  étudierons-nous  plus  particulièrement  les  rapports 
des  volumes  entre  eux,  ou  encore  les  mesures  des  volumes. 

On  doit,  à  cet  effet,  commencer  par  désigner  un  certain  polyèdre 
dont  le  volume  sera  pris  pour  unité  :  la  mesure  d'un  volume 
quelconque  sera  le  rapport  de  ce  volume  à  l'unité. 

Nous  convenons,  ici  dans  el  tout  ce  qui  va  suivre,  de  p^-endre  pour 
unité  de  volume,  le  volu?ne  du  cube  ijui  a  povr  an'lf  Vuniiè  de 
longueur. 

(1]  Voii'  à  la  fin  du  "voiiimc  (noie  F)  la  démonslratiou  ùe  ne  f.iil. 
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Cette  convention,  ainsi  que  la  convention  analogue  du  n"  244 

(PI.,  liv.  IV)  sera  implicitement  supposée  dans  tous  les  théorèmes 
relatifs  aux  volumes. 

Deux  polyèdres  qui  ont  même  volume  [sans  être,  an  général, 
égaux)  sont  dits  équivalents. 

Remarque.  —  De  la  propriété  II  résulte  qo' un  polyèdre  P',  entière- 
ment intérieur  à  un  autre  polyèdre  T,  a  un  volume  plus  petit  que 
celui  de  P. 

398.  Parallélépipède  rectangle. 

Théorème.  —  Deux  parallélépipèdes  rectangles  qui  ont  même  hase 
sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

D"après  les  considérations  que  nous  avons  déjà  invoquées  plu- 
sieurs fois,  il  sufftt  d'établir  : 

1°  Que  deux  parallélépipèdes  rectangles  de  même  base  et  de  même 
hauteur  ont  même  volume  :  ce  qui  n'est  autre  que  l'application  de 
la  propriété  I,  puisque  de  tels  parallélépipèdes  sont  égaux; 

2°  que  si  trois  parallélépipèdes  P,  P',  P"  ont  même  base  et  que  la 
hauteur  de  P"  soît  la  somme  des  hauteurs  de  P  et  de  P',  le  volume 
de  P"  est  la  somme  des  volumes  de  P  et  de  P'. 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  propriété  II,  puisque,  si  l'on  divise  la 
hauteur  de  P"  {fig.  302)  en  deux  segments  égaux  respectivement, 


l'un  à  la  hauteur  de  P,  l'autre  k  celle  de  P'  et  que,  par  le  point  de 
division  on  mène  un  plan  parallèle  à  la  base  de  P",  on  décompose 
ce  dernier  en  deux  paralélépipèdes  P[,  P,  égaux,  l'un  à  P,  l'autre 
àP*. 
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Le  théorème  est  donc  démontré.  Nous  engageons  d'ailleurs  le 
lecteur  à  répéler,  sur  cet  exemple,  la  démonstration  du  théorème 
général  d'arithmétique,  comme  nous  l'avons  fait  plusieurs  fois  en 
Géométrie  plane. 

Comme  n'importe  quelle  face  d'on  parallélépipède  rectangle  pcul 
être  prise  comme  base,  il  y  a  lieu  dVnoncer  ie  théorème  précédent 
sous  la  forme  suivante  : 

Deux  parallélépipèdes  redangles  qui  ont  deux  dimensions  communes 
sont  entre  eux  comme  les  troisièmes  dimensions. 

399.  Théorème.  —  Deux  parallélépipèdes  rectangles  sont  entre  eux 
comme  les  produits  de  leurs  trois  dimensions. 

Nous  venons  de  voir  que,  lorsque  deux  dimensions  d'un  parallélé- 
pipède rectangle  restent  constantes  et  que  la  troisième  varie  seule, 
le  volume  est  proportionnel  à  celte  troisième  dimension.  La  propo- 
sitionactuellen'est  donc  que  l'application  dece  théorème  d'arithmé- 
tique (')  :  Une  grandeur  qui  est  proportionnelle  à  plusieurs  autres,  est 
proportionnelle  à  leur  produit. 

Toutefois,  en  raison  de  l'importance  de  cette  proposition,  nous 
reprendrons,  en  l'appliquant,  au  cas  qui  nous  occupe,  la  marche 
suivie  en  arithmétique,  comme  nous  l'avons  fait  pour  l'aire  du 
rectangle. 

Cette  marche  consiste,  —  en  appelant  a,  é,  c  les  trois  dimensions 
du  premier  parallélépipède  P  ;  a',  b',  c',  celles  du  second  parallélépi- 
pède P',  —  à  considérer  deux  parallélépipèdes  auxiliaires  P^,  P^ 
dont  l'un  a  pour  dimensions  a',  b,  c  et  l'autre  a',  b',  c. 

Dans  les  deux  paralîélépipèdes  P,  P,,  la  première  dimension 
diffère  seule  :  on  a  donc  (n°  précédent) 


De  même,  le  parallélépipède  Pj  ne  diffère  de  P,  que  par  la  diu 
sion  b  changée  en  6'  :  on  a  donc 
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volumh:  du  prisme,  ri 

Enfin,  les  parallélépipèdes  P^,  P'  ne  diffèrent  que  par  la  dernière 
dimension;  donc 


Dans  les  égaillés  précédentes,  les  premiers  membres  représentent 
des  rapports  de  volumes  (les  rapports  mutuels  des  parallélépi- 
pèdes P,  P|,  Pj,  P')  et  les  seconds  membres,  des  rapports  de 
longueurs.  Mais  nous  savons  (PL,  106)  que  ces  rapports  ne  changent 
pas  de  valeur  si  nous  remplaçons  les  grandeurs  de  chaque  espèce 
par  les  nombres  qui  les  mesurent,  relativement  à  une  même  unité. 
Nous  admettrons  donc,  conformément  à  la  convention  du  n"  69 
[PI.,  liv.  11),  qu'on  a  choisi  une  certaine  unité  de  volume,  une 
certaine  unité  de  longueur  et  que  les  lettres  P,  P,,  P;.,  P';  «,  à,  c, 
a',  b',  c'  désignent,  non  plus  les  volumes  et  les  longueurs  de  ce  nom, 
mais  les  nombres  qui  leur  servent  respectivement  de  mesures.  Dans 
ces  conditions,  si  nous  multiplions  membre  à  membre  les  égalités 
précédentes,  ce  qui  donne 

P    Pi    P,_    a     6    £ 
P/P/F^«''6^'c'  ' 

le  premier  membre,  qui  est  un  produit  de  fractions,  pourra  s'écrire 
PP,  P, 
P,  P,  P' 


■  On  pourra  également  diviser  le  numérateur  et  le  dénomi- 


nateur par  P,  Pa,  et  il  viendra 


C.Q.F.ll. 

400,  Introduisons maintenanlla  supposition  faite  en  commençant, 
à  savoir  que  l'on  prend  pour  unité  de  volume  le  cube  qui  a  pour 
arête  l'unité  de  longueur  :  alors  le  théorème  précédent  nous  donne 
la  mesure  du  parallélépipède  rectangle. 

Théorème.  —  Le  vohime  d'un  parallélépipède  rectangle  est  égal  au 
produit  de  ses  trois  dimensions. 

Cet  énoncé  n'a  de  sens  que  moyennant  la  convention  établie 
précédemment  (PI,,  69)  :  sa  signification  est  celle-ci  : 
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ÏA  nombre  qui  mesure  le  volume  d'un  parallélépipède  rectangle  est 
égal  au  produit  des  nombres  çwi  mesurent  ses  trois  dimensions. 

C'est  ce  qui  résulte  du  théorème  précédent,  lorsqu'ou  prend,  pour 
le  second  parallélépipède  P',  U  cube  qui  a  pour  arête  l'unité  de  lon- 
gueur et  dont  ie  volume  est,  par  hypothèse,  pris  pour  unité  de 
volume.  Alors,  les  nombres  a\  b' ,  c',  P'  étant  tous  égaux  à  1,  le 
théorème  précédent  donne  simplement 

P  —  abc 


On  voit  clairement,  par  la  démonstration  même  qui  précède,  que 
l'exactitude  du  théorème  est  subordonnée  à  la  convention  formulée 
plus  haut,  d'après  laquelle  on  prend  pour  unité  de  volume  le  cube 
construit  sur  l'unité  de  longueur. 

Si  donc  on  veut  que  ce^théorème  (et  les  suivants)  soient  vrais,  ou 
peut  choisir  arbitrairement  l'unité  de  longueur,  mais,  ce  choix  une 
fois  fait,  celui  de  l'uuité  de  volume,  comme  celui  de  l'unité  d'aire, 
est  déterminé.  On  exprime  souvent  ce  fait  en  disant  que  l'unité  de 
volume  est,  comme  l'unité  d'aire,  une  unité  dérivée. 

■401-  Ayant  appris  à  mesurer  le  volume  du  parallélépipède 
rectangle,  nous  déduirons  de  cette 
mesure  celle  du  parallélépipède 
droit  et  de  celle-ci,  celle  du  paral- 
lélépipède oblique.  Celle  double 
déduction  s'opérera  au  moyen  du 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Tout  prisme  oblique 
est  équivalent  au  prisme  droit  qui  a 
pour  base  la  section  droite  et  pour 
hauteur  Varête  latérale. 

Soitle  prisme  oblique  ABCDA'B'C'D' 
{fig.  303).  Prolongeons  toutes  les 
arêtes  latérales  dans  un  même  sens  : 
soit,  pour  fixer  les  idées,  l'arête 
l'ia.  sas.  A.'A  au  delà  du  point  A,  l'arête  B'B 

au  delà  du  point  B,  etc.;  puis  me- 
nons  les    deux  sections    droites    a'b'c'd',   abcd,    coupant    toutes 
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deux  ]ûs  prolongements  des  arêtes,  comme  l'indique  la  figure, 
et  telles  que  la  distance  mutuelle  des  deux  plans-  de  sectiou 
soit  égale  à  l'arÈte  latérale  du  prisme  donné  ABCD  A'B'C'D'. 
Nous  avons  à  prouver  que  celui-ci  est  équivalent  au  prisme  droit 
abcda'b'c'd'. 

A  cet  effet,  ajoutons  à  ces  deux  prismes  un  même  polyèdre,  le 
solide  a'è'e'rf'ABCD.  Il  nous  suffit  de  faire  voir  que  les  deux 
polyèdres  oScrfABCD,  a'iVrf'A'B'C'D'  ainsi  obtenus  sont  équivalents. 

Or  nous  allons  voir  que  ces  deux  derniers  polyèdres  sont  égaux. 

Transportons,  en  effet,  le  second  de  ces  polyèdres  sur  le  premier, 
de  manière  h.  faire  coïncider  les  bases  égales  a'b'c'd! ,  abcd.  L'arête 
a'A',  perpendiculaire  au  plan  a'b'c'd'  en  a',  viendra  suivant  une 
perpendiculaire  au  plan  abcd  menée  par  a  :  elle  coïncidera  donc 
avec  aA  en  direction,  et  aussi  en  sens,  car  les  deux  trièdres  a'\'b'd', 
akbd  ont  la  même  disposition  (puisque  les  dièdres  suivant  a' A'  et  oA. 
sont  de  même  sens).  Mais,  d'autre  part,  a'k'  et  oA,  sont  égaux, 
comme  se  composant  d'une  partie  commune  a'k  ajoutée  à  des 
segments  égaux  aa' ,  AA'.  Donc  le  point  A'  vient  coïncider  avec  le 
point  A. 

Le  même  raisonnement  s'appliquant  à  toiis  les  autres  sommets, 
la  superposition  est  complète.  Les  deux  polyèdres  uicrfABCD, 
a'b'c'd'Mh'GW  sont  bien  égaux,  et,  par  suite,  les  deux  prismes 
ABCDA'B'C'D',  abcda'b'c'd',  équivalents. 

C.  Q.F.  D. 

402.  Parallélépipède  droit. 

Théorème.  —  Le  volume  d'un  paroIliHépipède  droit  e.H  égal  au 
produit  de  sa  base  par  m  haiileur. 

Soit  le  parallélépipède  droit 
ABCDA'B'C'D'  {fig.  304),  qui  est  droit 
si  nous  cousidérons  ABCD  comme 
hase,  de  sorte  que  les  arêtes  AA', 
BB',  ce,  DD'  sont  perpendiculaires 
au  plan  ABCD,  mais  qui  n'est  pas 
rectangle,  la  face  ABCD  n'ayant  pas  p,^   ^^^ 

ses  angles  droits.   Si  nous  l'envisa- 
geons, au  contraire,   comme   prisme  ayant  pour  bases    les  faces 
ABA'B',  CDC'D'  et  pour  arêtes  latérales  AD,  BC,  A'D',  B'C,  ce  même 
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parallélépipède  sera  un  prisme  oblique,  auquel  nous  pourrons 
appliquer  le  théorème  précédent. 

Nous  mènerons  donc  la  section  droite,  que  nous  pourrons  faire 
passer  par  A\'  (puisque  cette  arête  est  perpendiculaire  à  AD).  Cette 
section  droite  AÂ'HH'  est  un  rectangle,  puisque  AA'  est  perpendi- 
culaire au  plan  ABCD.  Donc  le  parallélépipède  droit  qui  a  pour  base 
AA'HH'  et  ponr  hauteur  AD  est  un  parallélépipède  rectangle.  Son 
volume  est,  comme  nous  le  savons,  AA'  x  AH  x  AD. 

Comme  AH  x  AD  est  la  surface  de  la  base  ABCD  du  parallélé- 
pipède donné,  celui-ci  est  bien  mesuré  par  le  produit  de  cette  base 
et  de  la  hauteur  AA'. 

403.  Prisme  droit. 

Du  volume  du  parallélépipède  droit  résulte  celui  du  prisme  droit. 
Théorème.  —  Le  volume  d'un  prisme  droit  est  égal  au  produit  de  sa 
base  par  m  hauteur. 

1"  Soit  d'abord  un  prisme  droit  triangulaire  ABGA'B'C  (fi^.  305). 
Achevons  les  parallélogrammes  ABCD,   A'B'C'D'  (D,   D'  étant  les 
sommets  opposés  ii  A,   A')  :  ces  parallélo- 
grammes sont  les  bases  d'un  parallélépipède 
^==;c^"'""\  droit    ABCDA'B'CD',    composé    du    prisme 

Jtj ^^^''fAc  triangulaire  donné  et  du  prisme  triangulaire 

BCDB'C'D'.  Or  ce  second  prisme  est  égalau 

\~'^ :____    \  premier. 

A-  ■  En  effet,  les  triangles  ABC,  DCB,  moitiés 

Fio.  355.  d'un  même   parallélogramme,    sont   égaux 

et  de  même  sens  de  rotation.  Si  le  second  de 
ces  triangles  se  déplace  dans  son  plan  de  manière  à  venir  coïncider 
avec  !e  premier,  en  entraînant  le  prisme  BCDB'C'D',  l'arête  DD', 
perpendiculaire  au  plan  de  base  en  D,  viendra  coïncider  avec  AA' 
en  direction  et  aussi  en  sens  (puisqu'elle  n'a  pas  changé  de  côté  par 
rapport  au  plan  de  base)  ;  comme  elle  est  égale  à  AA',  le  point  D' 
viendra  en  A'.  De  même  les  sommets  B',  D'  viendront  respective- 
ment en  D',  B',  et  le  second  prisme  coïncidera  avec  le  premier. 

Ces  deux  prismes  étant  égaux,  leur  sornme,  c'est-à-dire  le  paral- 
lélépipède, est  double  de  l'un  d'eux.  Donc  le  prisme  ABGA'B'C  a 
bien  pour  mesure  la  moitié  du  parallélogramme  ABCD  (par  consé- 
quent le  triangle  ABC)  multipliée  par  la  hauteur. 
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2"  Soit  le  prisme  polygonal  ABCDEA'B'C'D'E'  (fff.  306).  On  peut  le 
décomposer  en  prismes  triangulaires  ayant  pour  bases  respectives 
les  triangles  dans  lesquels  on  peul  décom- 
poser la  base  ABGDE.  Ces  prismes  ayant 
même  hauteur,  leur  somme  s'obtient  en 
multipliant  cette  hauteur  par  la  somme  des 
bases,  c'ost-à-dire  par  la  base  totale  ABCDE. 
c.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  —  Le  volume  d'un  prisme 
oblique  est  égal  au  produit  de  sa  section  droite 
par  son  arête  latérale.  Cela  résulte  du 
théorème  précédent,  en  vertu  du  théorème 


du  n°  401. 

Deux  prismes 
sont  équivalents. 


qui  ont  même  section  droite  et  même  arête  latérale. 


404.  Parallélépipède"  ([iieIcon(|ue. 

Théorème.  —  Le  volume  d'xm parallélépipède  quelconque  est  égal  au 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Soit  le  parallépipède  ABCDA'B'C'D'  {fig.  307).  Nous  allons  montrer 
que  son  volume  est  égal  au  produit 
de  la  base  ÂBCD  par  la  hauteur 
correspondante. 

A  cet  effet,  nous  considérerons  tout 
d'abord  le  solide  comme  un  prisme 
ayant   pour    base    la    face    ABA'B', 
prisme  en  général  oblique  et  auquel 
Pig  35,  nous  appliquerons  le  théorème   du 

nMOl. 
Ce  théorème  nous  montre  que,  en  désignant  par  MNM'N'  la  section 
droite  du  prisme,  celui-ci  est  équivalent  au  parallélépipède  droit 
qui  a  pour  base  MNM'N'  et  pour  hauteur  AD;  de  sorte  que  son 
volume  est  mesuré  (théor.  préc.)  par  AD  x  surf.  MNM'N',  ou  encore 
par  AD  X  MN  X  HH',  en  désignant  par  HH'  la  hauteur  du  parallélo- 
gramme MNM'N'.  MN  est  la  hauteur  du  parallélogramme  ABCD,  de 
sorte  que  AD  X  MN  représente  la  surface  de  la  base  du  p 
pède  donné. 
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D'autre  part,  HH'  représcnle  la  hauteur  de  ce  même  parallélé- 
pipède ;  car,  étant  menée  dans  !e  plan  MNM'N',  perpendiculai- 
rement h  l'arête  du  dièdre  droit  M'.  MN.  A,  elle  est  perpendiculaire 
auplaiiABCD[354). 

Comme  nous  trouvons,  pour  le  volume  considéré,  l'expression 
surf.  ABGD  X  HH',  le  théorème  est  démontré. 

405.  Prîame  quelconque. 


lemme.    —   Le  plai 


.  ç!(î  passe  par  deux  arêtes  opposées  d'vn 
parallélépipède  divise  ce  solide  en  deux 
prismes  triangulaires  équivalents. 

Soit  le  parallélépipède  ABCDA'B'G'D', 
que  le  plan  ACA'C  divise  en  deux  pris- 
mes triangulaires  ABGA'B'C,  ACDA'C'D' 
{/ig.  3n8). 

Si  nous  coupons   la   figure   par    un 

plan   perpendiculaire   à    AA',   ce   plan 

déterminera  les  sections  droites  abc,  acd 

des  deux   prismes  triangulaires   :   ces 

1  sections   seront    égales,   puisque    ahcd 

est    un    parallélogramme.     Les    deux 

pri&mes  a^anl  mémo  section  droite  et  mOme  arête  latérale,  sont 

bien  equnalpnts  (403  coroll.). 

Théorème.  —  Le  volume  d'vn  prisme  est  égal  ait  produit  de  m  base 
par  sa  bailleur  : 

1"  Considérons  d'abord  un  prisme  triangulaire  ABGA'B'C  (fig.909). 
Le  parallélogramme  ARCD,  qui  a  trois  sommets  communs  avec  le 


triangle  ABC,  sert  de  base  à   un  parallélépipède  qui   est  (Icmme 
précéd.)  double  du  prisme  donné.  Celui-ci  a  donc  pour  mesure  le 
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produit  do  sa  hauteur  par  la  moitié  du  paraUélograinmc  ABCD, 
c'est-à-dire  par  le  triangle  ABC. 

2°  Si  le  prisme  donné  est  polygonal,  on  le  décomposera  en 
prismes  triangulaires  (voir  la  fig.  310)  et  Ton  raisonnera  comme  au 
n"403,  2^ 


EXERCICES 


539.  Le  volume  li'un  prisme  triangulaire  est  ^gal  au  demi- produit  d'iiuî;  face 
latérale  quelconque  par  la  distauce  <ie  cette  face  ù.  l'arÉte  opposée. 

540.  Sur  trois  paratièles  données,  on  prend  trois  longueurs  égales  entre  elles  AA', 
BB',  ce  Démontrer  que  le  ïolume  du  prisme  ainaE  formé  ne  dépend  que  de  la  posi- 
tion des  parallèles  données  et  de  la  longueur  commune  des  arêtes  AA',  BB'-,  CC', 
mais  non  de  la  place  occupée  par  ces  segments  sur  les  droites  qui  les  portent. 

541.  Sur  trois  faces  SBC,  SCA,  8AB  d'un  tétraèdre,  comme  bases  inférieures,  on 
construit  trois  prismes,  quelconques  d'ailleurs,  extérieurs  au  tétraèdre.  I  étant  le 
point  d'intersection  des  plans  des  bases  supérieures,  on  construit,  sur  la  quatrième 
face  ABC  comme  base,  un  prisme  ayant  son  arête  latérale  égale  et  parallèle  à  SI. 
Montrer  que  ce  dernier  prisme  est  équivalent  ù  la  somme  des  trois  premiers. 

54Î.  Étant  donnés  un  rectangle  ABCD  dont  le  plan  est  P,  les  eûtes  a,  b,  et  un  point 
S  situé  à  une  distance  A  du  plan  P,  on  considère  la  pyramide  de  sommet  S  et  de  base 
ABCD;  on  coupe  cette  pyramide  par  un  plan  Q  parallèle  à  Pel,  dans  le  rectangle  de 
section,  on  inscrit  un  quadrilatère  g  ayant  trois  côtés  parallèles  aux  diagonales  du 
l'ectangle.  Enfin,  on  considère  le  prisme  droit  R  dont  l'une  des  bases  est  ce  paral- 
lélogramme, l'autre  étant  dans  le  plan  P. 

1°  Déterminer  la  distance  du  point  S  au  plaa  Q  de  manière  que  la  somme  des 
13  arêtes  du  prisme  R  ait  une  valeur  donnée  i  m.  — Cas  d'impossibilité. 

9°  Parmi  tous  les  prismes  R  qui  correspondent  à  la  même  position  du  plan  Q, 
lequel  a  le  plus  grand  volume?  Étudier  les  v  ' 

lorsque  le  plan  Q  se  déplaw. 
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VOLUME     DE     LA     PYRAMIDE 


406.  Lemme.  —  Les  sections  faites,  dans  deux  pyramides  de  bases 
équivalentes  et  de  même  hauteur,  par  des  plans  menés  parallèlement 
aux  bases  et  à  la  même  distance  des  sommets,  sont  équivalentes. 

Soient,  en  effet,  H  la  hauteur  commune  des  deux  pyramides,  A  la 
distance  de  chaque  section  au  sommet  correspondan  t  :  le  rapport  de 

cette  section  à,  la  hase   correspondante  est  (393,  coroll.)  ■^,  par 


conséquent  le  même  dans  1 
proportionnelles  aux  basef 
sections  le  sont  aussi. 

Théorème.  —  Deux  j 

et  de  même  hauteur  sont  équivalentes. 

Soient  les  pyramides  triangulaire 


i  deux  pyramides.  Les  sections  étant 
si    celles-ci    sont    équivalentes,   les 


ngulaires  de  bases  équivalentes 
SÂBG,  S'A'B'C  (//;/.  311)  dans 


lesquelles  les  hases  ABC,A'B'C'  sont  équivalentes,  tandis  que  les 
hauteurs  correspondantes  ontlaméme  longueur  H;  soient  V,  V  leurs 
volumes. 
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Divisons  l'arête  SA  en  un  certain  nombre  de  parties  égales;  trois, 
par  exemple,  Sa,  =  a,a^  =  a^k.  Par  les  points  de  division  a,,  %, 
menons  des  sections  a, fijC,,  o^é^Cj  parallèles  à,  la  base  :  les  plans  de 
ces  sections  divisent  la  hauteur  en  trois  parties  égales.  Si  nous 
répétons  la  mâme  construction  sur  la  seconde  pyramide  —  autre- 
ment dit,  si  nous  divisons  S'A'  en  trois  parties  égaies  et  que  nous 
menions  par  les  points  de  division  les  sections  a\l)\c',,a\b'^c\ 
parallèles  à  la  buse  A'B'C- — ,  les  sections  obtenues  sont  équivalentes 
chacune  à,  chacune,  d'après  le  lemme  précédent. 

Construisons  deux  prismes,  l'un  ayant  pour  base  le  triangle  a,b,c, 
et  pour  l'une  de  ses  arêtes  latérales  ai«j  (de  sorte  que  sa  seconde 
base  sera  dans  le  plan  a^b^c^  et  deux  de  ses  faces  latérales  dans 
les  plans  SAB,  SAC)  ;  l'autre  ayant  pour  base  le  triangle  a^b^c^el  pour 
l'une  de  ses  arêtes  latérales  «^A  (de  sorte  que  sa  seconde  base  sera 
dans  le  plan  ABC,  deux  faces  latérales  étant  toujours  dans  les  plans 
SAB,  SAC).  Nous  désignerons  par  les  chiffres  1  et  2  les  prismes  ainsi 
construits,  qui  sont  intérieurs  à  la  pyramide  SABC,  et  forment,  par 
leur  ensemble,  un  solide  qu'on  peut  appeler  inscrit  à  cette 
pyramide. 

Si  nous  opérons  de  même  dans  la  seconde  pyramide,  en  construi- 
sant des  prismes  i',  2'  qui  aient  respectivement  pour  bases  a',  b\  c',, 
a\b\c\  et  pour  arêtes  latérales  a\a\,  a\k\  ces  prismes  seront 
respectivement  équivalents  aux  premiers,  comme  ayant  des  bases 
équivalentes  (ainsi  que  nous  l'avons  remarqiié)  et  même  hauteur 
(le  tiers  de  la  hauteur  commune  H). 

La  somme  s^  des  volumes  des  prismes  intérieurs  a  donc  la  même 
valeur  de  part  et  d'autre  et  elle  est  plus  petite  que  le  volume  de 
chacune  des  deiix  pyramides. 

Construisons,  en  second  lieu,  trois  prismes  extérieurs  désignés 
sur  la  figure  par  les  chiffres  I,  II,  III,  ayant  respectivement  pour 
bases  ai6,Ci,  a^b^c^,  ABC  et  pour  arêtes  latérales  «,S,  Uj»,,  Aa^.  Ces  trois 
prismes  forment,  par  leur  ensemble,  un  solide  circonscrit  k  la  pyra- 
mide SABC,  c'est-à-dire  la  comprenant  tout  entière  à  son  intérieur 
et  ayant,  par  conséquent,  un  volume  plus  grand.  Si  nous  opérons 
de  même  pour  la  pyramide  S' A'B'C  ('),  nous  obtiendrons  un  solide 
circonscrit  équivalent  au  premier,  pour  les  mêmes  raisons    que 

(0  Pour  simplifier  la  figure,  lea  prismes  eilérioura  n'ont  été  figurés  que  eur  la  premièro 
(.yraailde. 

GÉOMliTBlI!.    ir.  6 
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précédemmenl,  el  le  volume  commun  S3  de  ces  dcus  solides  sera 
supérieur  au  volume  de  chacune  des  deux,  pyramides. 

Les  volunies  V,  V  étaut  ainsi  tous  deux  compris  entre  S3  elSg, 
leur  différence  est  moindre  que  Sj  —  s^. 
■    Or  les  prismes  I,  II  sont  respectivemeut  équivalents  {')  aux  prismes 

1 , 2  comme  ayant  mêmes  bases  afijC,,  afif^  et  même  hauteur  —  :  ta 
différence  S,  —  s^  est  donc  égale  au  volume  du  prisme  III,  c'est-à- 
dire  (405)  à  surf.  ABC  X  ^• 

Si,  au  lieu  de  diviser  SA  en  trois  parties  égales,  nous  avions  pris 
le  nombre  des  divisions  égaies  à  n,  nous  construirions,  dans  chaque 
pyramide,  n-1  prismes  intérieurs,  )i  prismes  extérieurs,  et  le  raison- 
nement précédent  nous  montrerait  que  la  différence  entre  V  et  V 

est  inférieure  à  surf.  ABC  X  —,  c'est-à-dire  à  la  n'  partie  du  prisme 

de  base  ABC  et  de  hauteur  H. 

Maiscettequantilépeulêlre  rendue  aussi  petite  quel'on  veut,  en 
prenant  n  assez  grand.  La  conclusion  à  laquelle  nous  arrivons  ne 
peut  donc  avoir  lieu  si  V  et  V  ne  sont  pas  égaux. 

C.Q.F.D. 

Corollaire.  —  Le  raisonnement  qui  précède  montre  que  le  volume 
de  la  pyramide  SABG  est  la  limite  commune  des  volumes  S^^,  s^,  lorsque 
n  augmente  indéfiniment,  puisque  ce  volume  V  diffère  de  chacune 
des  quantités  S^^  —  s,,  moins  qu'elles  ne  diÉfèrent  entre  elles,  et  que 
la  différence  S^^  —  s^^  tend  vers  zéro. 

407.  Théorème.  —  Le  volume  d'une  pyramide  est  égal  au  tiers  du 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

1°  Nous  démontrerons  d'abord  le  théorème  pour  une  pyramide 
triangulaire  SABC  {fig.  312).  A  cet  effet,  nous  mènerons  les  droites 
BD,  CE,  égales  à  parallèles  à  SA,  de  manière  a.  former  le  prisme 
ABCSDE  qui  a  pour  base  ABC  et  pour  arête  latérale  AS.  Ce  prisme  a 
même  base  et  même  hauteur  que  la  pyramide.  Nous  allons  voir  que 
celle-ci  en  est  le  tiers. 
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Si  nous  enlevons,  de  ce  prisme,  le  tétraèdre  donné  SABC,  IL  restera 
une  pyramide  quadraogutaire  SBCDE,  dont  la  base  est  le  parallélo- 
gramme BCDE  et  le  sommet,  S.  En  décompo- 
sant le  parallélogramme  en  deux  triangles 
par  la  diagonale  BE,  nous  décomposerons  la 
pyramide  quadranguiaîre  en  deux  tétraèdres 
SBCE. SBDE. 

Ces  derniers  sont  équivalents  entre  eux, 
comme  ayant  des  bases  égales  (les  deux  moi- 
tiés du  parallélogramme  BCDE)  et  même 
hauteur    (la   perpendiculaire    abaissée    du  ^^^  ^^^ 

point  S  sur  le  plan  BCDE). 

Mais  le  tétraèdre  SBDE  peut  être  considéré  comme  ayant  pour 
sommet  B  et  pour  base  SDE,  et  l'on  voit  alors  qu'il  est  équivalent  k 
SABC,  les  bases  ABC,  SDE  étant  égales,  et  la  hauteur  étant,  de  part  et 
d'autre,  égale  à  celle  du  prisme. 

Les  trois  tétraèdres  dont  se  compose  ce  prisme  étant  équivalents 
entre  eux,  le  volume  du  tétraèdre  SABC  est  égal  au  tiers  de  celui 
du  prisme,  donc  au  tiers  du  produit  de  la  base  ABC  par  la  hauteur. 
2"  Pour  étendre  le  théorème  à  une  pyramide  polygonale,  il  suffit 
de  la  décomposer  en  pyramides  triangulaires.  On  répétera  alors  le 
raisonnement  du  n''403,  2". 

Corollaires,  —  Deux  pyramides  qui  ont  même  base,  sont  entre  elles 
comme  leurs  hauteurs.  Deux  pyramides  qui  ont  même  hauteur,  sont 
entre  elles  comme  leurs  bases. 

408.  La  connaissance  du  volume  de  la  pyramide  peut  être  considérée 
comme  le  but  essentiel  de  la  théorie  des  \olumes  des  polyèdres, 
développée  dans  ce  chapitre. 

Elle  permet,  en  effet  (ce  à  quoi  la  connaissance  du  volume  du  prisiiio 
n'auL-ait  pas  suffi),  d'obtenir  les  volumes  de  tous  les  polyèdres.  Car 
pour  évaluer  le  volume  d'un  polyèdre  quelconque,  on  n'aura  qu'à  le 
décomposer  en  pyramides. 

Nous  allons  indiquer  deux  applications  de  cette  méthode. 

Tronc  «le  pyramide. 

Définition.  —  On  appelle  tronc  de  pijramide  à  bases  parallèles,  ou 
simplement  tronc  de  pyramide,  la  portion  d'une  pyramide  comprise 
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entre  la  base  et  une  section  parallèle  à  la  base  [fig.  313).  Cette  sec- 
lion  est  la  base  supérieui-e  du  tronc,  la  base  primitive  en  étant  la 
base  inférieure. 
La    hauteur    est   la   distance    des   plans    des    bases. 


Théorème,  —  Un  tronc  de  pyramide  est  équivalent  à  ta  somme  de 
trois  pyramides  ayant  pour  hauteur  commune,  la  hauteur  du  tronc  et 
pour  bases  respectives,  la  base  supérieure,  la  base  inférieure  et  une 
moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases. 

1°  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'un  tronc  de  pyramide  trian- 
gulaire AUCÂ'B'C  {fig.  314).  Le  plan  A'BC  décompose  ce  solide  en 
deux  pyramides.  L'une  A' ABC  a  bien  pour  base  la  base  ABC  du  tronc 
et,  pour  hauteur,  celle  du  tronc  ;  c'est  la  première  pyramide  dont 
it  est  question  dans  l'énoncé.  L'autre  est  la  pyramide  quadrangu- 
laire  A'BCB'C,  laquelle  peut  à  son  tour  se  décomposer,  par  le  pian 
diagonal  A'B'C,  en  deux  tétraèdres  A'B'C'G  et  A'B'BC. 

A'B'C'C  est  la  seconde  pyramide  de  l'énoncé,  puisqu'on  peut  la 
considérer  comme  ayant  pour  base  A'B'C  et  pour  sommet  C. 

Pour  évaluer  le  tétraèdre  restant  A'B'BC,  comparons-le  d'abord 
au  tétraèdre  A'ABC  obtenu  en  premier  lieu.  Les  deux  solides 
peuvent  être  considérés  comme  ayant  pour  sommet  commun  C  et 
pour  bases  respectives  A'B'B,  A'AB  :  ils  ont  alors  même  hauteur. 
Mais  les  triangles  A'B'B,  A'AB,  étant  considérés  comme  ayant  pour 
bases  respectives  A'B',  AB,  ont  même  hauteur  (la  hauteur  du  trapèze 
A'B'AB)  :  ces  deux  triangles  et,  par  suite,  les  deux  tétraèdres  sont 
donc  entre  eux  comme  les  côtés  A'B',  AB. 

Comparons  maintenant  à  A'B'BC  le  second  tétraèdre  déjà,  obtenu 
A'B'C'C,  en  leur  donnant  le  même  sommet  A'.  Nous  voyons,  par  un 
raisonnement  tout  semblable  au  précédent,  que  ces  deux  tétraèdres 
sont  entre  eux  comme  les  triangles  B'CC,  BBC,  lesquels  à  leur 
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■our,  ayant  même  hauteur  (celle  du  trapèze  S'CBC),  sonl  dans  le 
■apport  - 


'""  ne  ' 


Or  ce  rapport  j-^  est  égal  (393:  au  rapport,  obtenu  tout  à  l'heure, 


A'B' 
AB" 

A'B'BC      A'B'C'C 
Donconaauss,  Â^ÂBC=Â^ffBC' 

autrementdit, le  troisième  tétraèdre  A'B'BC  estmoyen  proportionnel 
entre  les  deux  premiers.  Il  est  donc  {n"  précéd.,  coroll.)  équivalent 
à  une  pyramide  ayant  môme  hauteur  que  les  deux  premières  et  une 
base  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  premières  bases, 
c'esl-à-dire  à  la  troisième  pyramide  de  l'énoncé. 

c.Q.  F.n. 

■1"  Supposons  maintenant  que  le  tronc  de  pyramide  soit  poly- 
gonal, et  décomposons  sa  base  inférieure  en  triangles  {fig.  314  bù) 
de  surfaces  B,,  B^,...  Les  plans,  menés  par 
les  côtés  de  ces  triangles  et  le  sommet  S  de 
la  pyramide  dont  fait  partie  le  tronc,  décom- 
posent la  base  supérieure  en  triangles  B',, 
B'j...,  respectivement  semblables  aux  pre- 
miers, et  le  tronc  de  pyramide  donné  en 
troncs  de  pyramides  triangulaires. 

En    appliquant   à    ceux-ci    le    théorème  Fih.  suhs. 

démontré  en  1",  nous  voyons  que   le   tronc 

de  pyramide  donné  équivaut  à  la  somme  de  pyramides  ayant,  pour 
hauteur  commune,  la  hauteur  du  tronc,  et  pour  bases  respectives  : 

1°  Les  triangles  B,,  B^,...  —  La  somme  de  ces  pyramides  est  une 
pyramide  de  même  hauteur,  ayant  pour  base  la  base  inférieure  B 
du  tronc,  somme  de  tous  ces  triangles  ; 

2"  Les  triangles  BV  B'^...  —  La  somme  de  ces  pyramides  est  une 
pyramide  de  môme  hauteur,  ayant  pour  base  la  base  supérieure  B' 
du  tronc,  somme  des  triangles  B'i,  B'^,...; 

3°  Les  triangles  èj,  è^,...,  respectivement  moyens  proportionnels 
entre  Bi  et  B',,  entre  B,  et  B'j,...  —  La  somme  de  ces  pyramides  est 
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une  pyramide  ayant  toujours  la  même  hauteur  (la  hauteur  du 
tronc)  et  dont  la  base  est  6,  -|-  ô^... 

Il  nous  reste  h  faire  voir  que  la  somme  h,-]-  b^  -\-  ...  est  moyenne 
proporlionnelle  entre  B  et  B'. 

Or  ceci  résulte  l')  de  ce  que  les  parties  B,,  B^...  sont  (393,  Coroh.) 
proportionnelles  à  B', ,  B'j, . . . 

En  effet,  le  rapport  —-'  3=  -^  est  la  racine  carrée  du  rapport  ^ 

.      B,        B,     4,\  .  , 

(pHisqu  on    peut  écrire  —  =  —  ■  —I  ;  par  conséquent,   puisque  les 

B,      B,  B,     B, 

rapports  ^,  k7  1  ■■■  ^^^^  égaux  entre  eux,  les  rapports    y  ^  -r  ^•■■ 

l>,     b, 
sont  égaux  et  aussi  les  rapports  ^,^,  ... 

On  peut  donc  écrire 


B, 

+  B. 

,+■■ 

à, 

+  .-. 

-f  ... 

Donc  ^1  +  6j  -f  ...  est  bienmoyen  proportionnel  entre  B  et  B'. 

c.Q.i'.  n. 

La  moyenne  proportionnelle  entre  B  et  B'  est  \Jii]i'.  Si  donc  li  est 
la  hauteur  d'un  tronc  de  pyramide  dont  les  bases  sont  mesurées  pfii- 
B,  B',  te  volume  est 

409.  Tronc  de  prisme.  —  Définition.  —  On  nomme  tronc  de 
prisme,  le  polyèdre  limité  par  une  surface  prismatique  et  deux  faces 
planes  (dites  encore  bases  du  tronc),  les  plans  de  celles-ci  n'étant 
pas  (comme  dans  le  cas  du  prisme)  parallèles  entre  eux. 

Voir,  dona  les  Leçem  (l'Algèbre  de 
lettreis  fl,  a' i,  b',  ...  raapoctï- 


r  v'b,.  s/Bi \/b,',    y/fij,  ...). 
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Théorème.  —  Un  tronc  de  prisme  triangulaire  équivaut  à  la  somme 
de  trois  pyramides  ayant,  pour  base  commune,  l'une  des  bases  du  tronc 
et,  pour  sommets  respectifs,  les  li-qis  sommets  de  l'autre  base. 

Soit  le  tronc  de  prisme  ABCDEF  {fig.  315),  dont  les  bases  sont 
ABC,  DEF,  les  arêtes  latérales   AD,  BE,  CF. 

Le  plan  BCD  détache  de  ce  tronc  de 
prisme  une  première  pyramide  DABC,  qui 
est  une  de  celles  dont  il  est  question  dans 
l'énoncé. 

Reste  la  pyramide  quadrangulaire  DBCEF, 
que  le  plan  diagonal  DCE  décompose  en 
deux  tétraèdres  DBCE,  DCEF. 

Considérons  le  tétraèdre  DBCE  :  nous  n'en 
changerons  pas  le  volume  en  remplaçant  le  fig.  ais. 

sommet  D  par  A,  car  nons  ne  changeons  pas 

ainsi  la  base  BCE,  non  plus  que  la  hauteur,  puisque  les  deux  points 
A,D,  situés  sur  une  même  parallèle  an  plan  de  la  base,  sont  égale- 
ment distants  de  ce  plan.  Or  le  tétraèdre  ABCE,  poiivant  être 
considéré  comme  ayant  pour  base  ABC  et  pour  sommet  E,  constitue 
la  seconde  pyramide  de  l'énoncé. 

Nous  ferons  subir  la  même  transformation  au  troisième  tétraèdre 
DCEF,  que  nous  remplacerons  par  ACEF  :  ce  qui  ne  changera  pas 
le  volume,  pour  la  même  raison  que  tout  à  l'heure.  Mais,  si  l'on 
considère  le  tétraèdre  ACEF  comme  ayant  pour  base  ACF  et  pour 
sommet  E,  on  voit  qu'on  peut  de  même  remplacer  ce  dernier  par  le 
point  B,  la  droite  BE  étant  parallèle  au  plan  ACF,  On  obtient  ainsi 
le  tétraèdre  ABCF,  qui  est  précisément  la  Iroisiôme  pyramide  de 
l'énoncé. 

C.Q.  F.T). 

Corollaire. —  Un  tronc  de  prisme  triangulaire  a  pour  volume  le 
produit  de  sa  section  droite  par  la  moyenne  arithmétique  {')  de  ses 
arêtes  latérales. 

En  effet,  dans  la  figure  précédente,  la  pyramide  DABC  est  le  tiers 
du  prisme  de  base  ABC  et  d'arête  latérale  AD  :  elle  a  donc  pour 
mesure  le  tiers  du  produit  de  AD  par  la  section  droite  ahc  de  la  sur- 

(1)  Voîr.pour  la  ddAnilioTi  de  la  moyeiino  arilhm4tique,  Bouhlet.  Lee.ùns  d'Ali/ibi-e,  ii'  il7. 
page  Sil,  Doto  i. 
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face  prismatique.  Los  deux  autres  pyi'i^ii^it'sséLantdemêine  n 

par  -5-  'Xaùc,  — -  X  abc,  le  volanio  du  tronc  de  prisme  est  égal  à 


(AD  +  BK  +  CF) 


EXERCICES 


3    D  montrer  directement  la  formule  qui  donne  le  volume  de  la  pyramide 
n  en  considérint  celle-ci  comme  limite  de  la  somme  des  prismes  inscrits 

(      406   Co  o\\.).  (Ou  emploiera  la  formule  qui  doone  la  somme  des  carrés  des  n 
p  n  mbres  entiers,  Bourlet,  Leçons  d'Algèbre,  page  403.) 

T      ver  la  volume  du  tétraèdre  régulier  (ex.  528)  dont  l'arête  est  a. 
D  u    tétraèdres  qui  ont  un  angle  trièdre  égal  ou  symétrique  sont  entre  eu  ï 
comme  les  produits  des  arêtes  qui  comprennent  cet  angle, 

540.  Deux  tétraèdres  qui  oilt  en  commun  une  ai'êle  el  le  dièdre  suivant  cette  arête, 
sont  entre  euï  comme  les  produits  des  faces  qui  comprennent  ce  dièdre. 

547.  Trouver  un  point  tel  qu'en  le  joignant  aux  sommets  d'un  tétraèdre  donné,  on 
divise  celui-ci  en  quatre  tétraèdres  équivalents. 

518.  On  donne  trois  parallèles,  non  situées  dans  un  même  plan.  Sur  l'une  d'elles, 
on  prend  un  segment  do  longueur  donnée  AB;  sur  les  deux  autres,  respectivement, 
deux  points  arbitraires  C,  D. 

Montrer  que  le  volume  du  tétraèdre  ainsi  formé  ne  dépend  pas  de  la  position  des 
points  A,  G,  D,  non  plus  que  du  choix,  entre  les  trois  parallèles  données,  de  la  droite 
sur  laquelle  sont  pris  A  et  B,  pourvu  que  AB  ait  toujours  la  même  longueur. 

54S.  Par  chaque  sommet  d'un  tétraèdre,  ou  même  un  plan  parallèle  à  la  face 
opposée.  Quel  est  le  rapport  du  nouveau  tétraèdre  ainsi  formé  au  premier! 

550.  Par  cliaque  arête  d'un  tétraèdre,  on  mène  un  plan  parallèle  à  l'arête  opposée. 
Quel  est  le  rapport  du  parallélépipède  ainsi  formé  au  tétraèdre  donné? 

551.  I^  volume  d'un  tétraèdre  est  le  sixième  du  produit  obtenu  en  multipliant  la 
plus  courte  distance  do  douv  arêtes  opposées  par  l'aire  du  parallélogramme  qui  a  ses 
cOtés  respectivement  égaux  et  parallèles  à  ces  deux  arêtes. 

553.  En'  portant  sur  deux  droites  données  D,  D',  des  segments  respectivement 
égaux  à  a,  a',  on  obtient  quatre  points  formant  un  téti'aèdre  dont  le  volume  ne 
varie  pas  lorsque  les  s^ments  en  question  se  déplacent  sur  leurs  droites  respectives 
sans  changer  de  longueur. 

553.  On' donne  deux  segments  AB,  CD  el  on  considère  les  droites  L  telles  que  les 
deux  tétraèdres  ayant  une  arête  commune  sur  L,  l'arête  opposée  à  celle-là  étant  AB 
pour  l'un,  CD  pour  l'autre,  soient  dans  un  rapport  donné.  Lieu  de  celles  de  ces 
droites  qui  passent  par  un  point  donné. 

Cas  où  AB  et  CD  sont  dans  un  même  plan.  Montrer  qu'aloi-s  la  droite  L  rencontre 
toujours  l'une  ou  l'autre  de  deux  droites  fixes. 


(I)  On  trouvera  plus  loin  (Coropl..  B08)  dau 
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554.  Soit  AD  la  iliagonale  du  parallélogramme  dont  deux  côtés  acîjai;eQts  sont 
AB,  AC.  Montrer  que  si  EF  est  un  segment  quelconque,  le  tétraèdre  ADEF  équivaut 
à  la  somme  ou  àladifférence  des  tétraèdres  ABEF,  ACEF. 

555.  Oh  prolonge,  au  delà  du  sommet,  les  arêtes  û'noà  pyramide  et  on  coupe  ces 
prolongements  par  un  plan  parallèle  à  la  base.  Exprinper  la  somme  des  deuv 
pyramides,  étain  données  les  deux  bases  B.  B'  et  la  distance  h  de  leurs  plans. 


PROBLEMES 


559.  Couper  un  tétraèdre  par  un  plan  de  manière  que  la  section  soit  un  parallélo- 
gramme. Il  y  a  trois  directions  de  plans  répondant  à  la  question.  Trouver,  pour 
chacune  de  ces  directions,  le  parallélogramme  maximum. 

Mener  la  section  demanière  qu'elle  soit  un  losange.  Exprimer  le  côté  dece  losange 
à  t'aide  des  longueurs  des  arêtes  du  tétraèdre. 

557.  En  joignant  trois  sommets  d'un  tétraèdre  régulier  au  milieu  de  la  hauteur 
abaissée  du  quatrième  sommet,  on  obtient  trois  droites  rectangulaires  deux  à  deux. 

556.  Si  la  somme  de  deux  argtes  opposées  d'un  tétraèdre  est  égale  ficelle  de  deux 
autres  arêtes  opposées,  la  mSme  relation  a  lieu  entre  les  dièdres  correspondants'. 

559.  Si  les  perpendiculaires  abaissées,  des  sommets  d'un  tétraèdre,  sur  les  faces 
d'un  second  tétraèdre,  concourant  en  un  même  point,  il  en  est  de  même  des  perpen- 
diculaires abaissées,  des  sommets  du  second  tétraèdre,  sur  les  faces  du  premier. 

5rt0.  Si  un  tétraèdre  est  à  arêtes  orthc^onales  (ex.  53.Ï),  le  parallélépipède  qu'on 
en  déduit  dans  l'ex.  550  a  toutes  ses  arêtes  égales. 

561.  Si  d'un  point  0  pris  sur  la  base  ABC  d'un  tétraèdre  SABC, on  mène  des  pai'al- 
lèles  Oa,  06,  Ocaux  arêtes  SA,  SB;  SC,  jusqu'à  rencontre  avec  les  faces  SBC,  SCA, 
SAB  respectivement,  on  a 

2i!+9-'  +  îf  =  i. 

SA^  SB^SC 

5S3.  Le  pian  bissecteur  d'un  dièdre  d'un  tétraèdre  divise  l'arête  opposée  dans  le 
rapport  des  aires  des  faces  qui  comprennent  le  dièdre. 

563.  Trouver  les  rapports  mutuels  des  triangles  en  lesquels  une  face  d'un  tétraèdre 
est  divisée  par  les  plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  les  autres  faces. 

561.  On  coupe  une  pyramide  triangulaire  SABC  par  un  plan  parallèle  fi  la  base 
ABC.  Soient  D,  E,  F  les  points  de  rencontre  de  ce  plan  avec  les  arêtes  SA,  SB,  SC . 
Trouver,  lorsque  le  plan  de  section  se  déplace  parallèlement  à  lui-même  : 

1°  Le  lieu  décrit  par  le  point  d'iiilerseetio»  des  plans  AEF,  BFD,  CDE  ; 

a*  Le  lieu  décrit  par  le  point  d'intersection  des  plans  BGD,  CAE,  AB  F. 

565.  Toul  polyèdre  peut  être  décomposé  en  troncs  de  prismes  ayant  leurs  arêtes 
latérales  parallèles  aune  même  direction  donnée  quelconque . 

566.  Mener,  dans  un  prisme,  une  section  parallèle  aux  bases,  telle  que  la  pyramide 
ayant  son  sommet  en  un  point  de  la  base  supérieure,  sa  base  dans  le  plan  de  liase 
inférieure  et  dont  les  arêtes  passent  par  les  sommets  de  la  section,  soit  équivalente 
au  prisme. 

567.  La  somme  des  pyramides  ayant  pour  bases  les  faces  latérales  d'un  prisme 
et  pour  sommet  commun  un  point  intérieur  quelconque,  est  constante.  Dans  quel 
rapport  est-elle  avec  le  volume  du  prisme? 
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568.  Tout  plan  mené  par  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  d'un  lélraÈdre,  divise 
ce  solide  en  deui  parties  équivalentes. 

fi69.  On  divise  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre  dans  des  rapports  donnés.  Trouver  le 
rapport  du  polyèdre  convexe  (oclaÈdre)  quia  pour  sommets  les  points  dedivisionau 
tétraèdre. 

hlO.  On  considéré  deux  triangles  équilatéraux  ABC,  DEF,  situés  dans  des  plans 
parallèles  et  tels  que  les  points  ABC  et  les  projections  de  points  D,  E,  F  sur  le  plan 
ABC  soient  les  sommets  d'un  hexagone  régulier.  On  joint  le  centre  de  chacun  des 
triangles  aux  trois  sommets  de  l'autre.  Quelle  est  la  forme  du  solide  commun  aux 
deux  pyramides  ainsi  formées?  Quel  est  son  volume? 

571.  Par  chaque  sommet  d'un  parallélépipède,  ou  mène  un  plan  parallèle  à  celui 
qui  passe  par  les  trois  sommets  voisins.  Étudier  le  solide  S  ainsi  foi-mé.  Construire 
P,  connaissant  S.  Trouver  le  rapport  des  volumes  des  deux  polyèdres. 

Qu'offre  de  particulier  le  solide  S,  lorsque  P  est  un  parallélépipède  rectangle;  — 
un  rhomboèdre(');  ~  un  cube? 

572.  Par  deux  sommets  opposés  A,  C  d'un  carré  ABCD,  on  mène  des  perpendi- 
culaires AA',  ce  à  son  plan,  et  l'on  choisit,  sur  la  première,  le  point  A'  tel  que  sa 
distance  au  centre  du  carré  soit  double  du  côté  a=^  AB  ;  sur  la  seconde,  le  point  C 
tel  que  sa  distance  au  point  A'  soit  double  de  a. 

1'  Montrer  que  le  plan  A'BD  est  perpendiculaire  à  A'C; 

2"  Exprimer,  à  l'aide  de  a,  les  volumes  des  tétraèdres  A'ABD,  C'CBD,  G' A'BD. 

573.  On  coupe  un  cube  d'ai'êt*  a  par  les  plans  pas.sont  par  les  milieux  des  arêtes 
ahoulissaut  à  chaque  sommet;  on  supprime  les  8  pyramides  ainsi  déterminées  et  on 
obtient  un  polyèdre  P'  dont  on  demande  l'aire  et  le  volume,  ainsi  que  le  nombre  et  la 
nature  des  faces,  des  angles  polyèdres  et  des  arêtes. 

57i.  On  sait  qu'un  plan  divise  les  faces  latérales  d'un  prisme  triangulaire  dans 
des  rapportsdonnés.  A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  ces  rapports  pour  que  ce 
plan  divise  le  prisme  en  deux  troncs  de  prisme?  Trouver  le  rapport  des  volumes 
de  ces  deux  troncs.  Construire  le  plan. 

575.  Le  polyèdre  délimité  par  deux  polygones  quelconques  B,  B' situés  dans  des 
plans  parallèles  et,  d'autre  part,  par  des  triangles  ou  des  trapèxes  formés  avec  les 
sommets  de  1!  et  ceux  de  B',  a  pour  volume 

\^   ^- f^U  +  R' +  iW) 

où  h  est  la  distance  dos  platis  de  B  et  de  B',  B"  la  section  du  polyèdre  par  un  plan 
parallèle  à  ceux-ci  et  également  distant  de  l'un' et  de  l'autre. 

(Décomposer  le  polyèdre  en  pyramides  ayant  pour  sommet  commun  un  point 
de  B"). 

Déduire  de  là  le  volume  du  tronc  de  pyramide. 

576.  Évaluer  le  volume  compris  entre  deux  rectangles  dont  les  côtés  sont  paral- 
lèles entre  eux  et  quatre  trapèzes  ayant  chacun  pour  bases  un  côté  du  premier 
rectangle  et  un  côté  du  second. 

Les  dimensions  des  deux  vectanR les  seront  désignées  par  a,  'i\  a',  b';  In  distance 
de  leurs  plans  par  A. 


y  Google 


LIVRE   VII 


DEPLACEMENTS    —    SYMETRIES 
SIMILITUDE 


CHAPITRE    PREMIER 

DÉPLACEMENTS 

410.  Deux  figures  F,  F'  sont  égales,  si  l'on  peut  trouver  trois  points 
non  en  ligne  droite  A,  B,  C  de  l'une,  auxquels  correspondent  les  points 
A',  B',  C  de  l'autre,  de  manière  que,  si  M  est  un  point  quelconque  de  Vet 
M'  son  homologue  dans  P*,  la  figure  ABCM  soit  égale  à  la  figure 
A'B'G'H'. 

Supposons,  en  effet,  qu'il  en  soit  ainsi  et  transportons  la  figure  F' 
de  manière  que  le  triangle  A'B'C  vienne  sur  le  triangle  ABC  (qui  lui 
est  manifestement  égal  dans  ces  conditions). 

Soient  alors  M  et  H'  deux  points  correspondants  des  deux 
ligures.  En  général,  le  point  M'  n'est  pas  dans  le  plan  A'B'C  et  les 
droites  A'B',  A'C,  A'M'  forment  un  trièdre  égal,  par  hypothèse,  à 
A.BCM.  Lorsque  A'B'C  est  superposé  à  ABC,  ces  deux  trièdres 
coïncident  (380,  Rem.)  et  A'M'  prend  la  direction  AM,  Comme 
A'M'  =  AM,  le  point  M'  vient  sur  M. 

La  même  conclusion  subsiste  si  M' est  dans  le  plan  A'B'C,  en  vertu 
de  ce  que  nous  savons  (PL,  50,  Rem.  II)  sur  les  figures  planes  égales. 

Les  figures  F,  F'  ont  donc  été  ainsi  compièlement  superposées. 

Le  raisonnement  montre  en  outre  que  deux  figures  égales  qui  ont 
trois  points  homologues  communs,  non  en  ligne  droite,  coïncident. 

Il  en  résulte  que  deux  déplacements  qui  produisent  le  même  effet 
sur  trois  points  A,  B,  G  non  en  ligne  droite,  sont  identiques  entre  eux. 

c,  Q.  F.  D. 
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Car  les  deus  figures  F',  I'  qui  résultent  d'une  même  figure  quel- 
conque F  par  ces  deux  déplacements,  coiiieidenl,  comme  ayant  trois 
points  homologues  communs. 

411.  Rotations, 

Considérons  deux  figures  égales  ayanl.  deux  points  homologues 

D'après  la  définilioa  de  la  ligne  droite.  (PI.,  5),  la  droite  ÂB  a 
la  même  position  dans  les  deux   figures,  et  il   en  est  de  même 
d'un  point  quelconque  m  de   celte    droite,   puisque   le   segment 
Am  doit  avoir  la  même  gran- 
deur et  le  même  sens  de  part 
et  d'autre. 
Ainsi  les  deux  figures  ont  en 

7  commun  tous  les  points  d'une 
droite. 
Considérons  la  portion  de  la 
ligure  située  dans  un  plan  quel- 
conque perpendiculaire  à  AB, 
par  exemple  dans  le  plan  P  qui 
est  perpendiculaire  à  AB  au 
FiG.  aiG.  point  m  {fig.  316),  et  composée, 

par  conséquent,  de  points  M 
tels  que  Mm  soit  perpendiculaire  â  AB.  A  ces  points  correspon- 
dront, dans  la  seconde  figure  donnée,  des  points  jouissant  de  la 
même  propriété  (le  point  m  restant  le  même)  et,  par  conséquent, 
situés  dans  le  même  plan  P, 

Nous  avons  donc,  dans  ce  pian,  deux  figures  égales  et  de  même 
sens  ('),  qui  ont  un  point  commun  tu  et,  par  suite,  se  déduisent 
l'une  del'autre  par  une  rotation  autour  de  ce  point  (PI.,  100). 
L'angle  de  cette  rotation  est  l'angle  plan  du  dièdre  que  forme  un 
plan  quelconque  passant  par  AB  dans  la  première  ligure  avec  le 
plan  homologue  de  la  seconde.  Cet  angle  de  rotation  est  donc  le  même 
dans  tous  les  plans  P. 

Définition.  —  On  donne,  en  géométrie  de  l'espace,  le  nom  de 
rotation  à  l'opération  par  laquelle  on  déduit  l'une  de  l'autre  les  deux 

(I)  Parce  qas  deux  droites  issues  de  7»  foiment,  avso  i'oxe,  uo  triôire  dont  la  dispoailioD 
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figures  dont  il  vient  d'ùtre  parlé;  autrement  dit,  h  l'opération  i^ui 
consisle,  étant  donnée  une  droite  AB  (dite  axe  de  rotation),  et  un 
angle  (dit  angle  de  rotation),  à  faire  tourner  chaque  point  de  la 
figure  primitive,  dans  le  plan  mené  par  ce  point  perpendiculaire- 
ment h  l'axe  et  autour  du  point  de  rencontre  du  plan  en  question 
avec  l'axe,  d'un  angle  égal  à  l'angle  de  rotation  [flg.  316). 

On  doit  avoir  choisi  un  sens  sur  l'axe  et  indiqué,  une  fois  pour 
toutes,  si  les  rolations  effectuées  sont  directes  ou  rétrogrades  par 
rapport  au  sens  ainsi  choisi  (349). 

Si  l'on  est  libre  de  choisir  èi  sa  volonté  le  sens  de  l'axe,  on  peut 
évidemment  toujours  le  prendre  tel  que  la  rotation  soit  directe. 

Réciproquement,  deux  figures  déduites  l'une  de  l'autre  par  une 
rotation,  sont  égales. 

Car,  si  M,  M' en  sont  deux  points  correspondants,  m  leur  projection 
(commune,  en  vertu  de  l'hypothèse)  sur  l'axe  AB,  on  peut  déplacer 
la  première  ligure  de  manière  à  amener  l'angle  droit  MmÂ  sur  son 
égal  M'mA.  Ce  déplacement,  n'ayant  pas  changé  les  positions  des 
pointe  de  AB,  est,  d'après  ce  qui  précède,  une  rotation  dont  l'axe 
est  AB  et  l'angle  évidemment  égal  à  MmM'.  Cette  rotation  qui,  par 
hypothèse,  change  la  première  figure  en  une  ligure  égale,  coïncide 
donc  avec  la  rotation  donnée,  puisqu'elle  a  même  axe  et  même  angle. 


412.  Symétrie  par  rapport  à  une  droite. 

L'angle   de  rotation  peut  être  de  180°  :  alors  le 
respondant  à    un   point  quelconque    M    de    la 
première    figure   sera   le   symétrique    (PI.,   99) 
de  M  par  rapport  à  sa  projection  m   sur  l'axe 
i/ig.  317). 

On  donne  k  la  rotation  de  180°  autour  d'une 
droite  le  nom  de  symétrie  ou  encore  de  transpo- 
sition par  rapport  à  cette   droite. 

Dans  ce  cas,  il  est  inutile  d'indiquer  le  sens 
de  la  rotation.  La  symétrie  est  réciproque, 
c'est-à-dire  qu'en  appliquant  la  même  cons- 
truction  au     point   trouvé   M',    on   retomberait  su 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  deux  figures  symétriques  V 
l'autre  par  rapport  ô,  une  droite,  sont  égales  entre  elles. 


le  point  M. 
de 
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413.  Translations. 

Définition.  — Si,  par  les  différents  points  A,  B,  C, ...  d'une  figure  F, 
on  mène  des  droites  AA',  BB',  CC,  ...  toutes  p'arallètes  entre  elles, 
de  même  sens  et  égales,  les  points  A',  B',  C,  ...  forment  une  figure  F' 
qui  est  dite  (voir  PL,  51)  déduite  de  la  pre- 
mière par  la  Iranslation  AA'  (fig.  318). 
/Cette  nouvelle  figure  est  égale  à  F. 
û;  En  effet,  si  A  et  B  sont  deux  points  de  F, 

il  leur  correspondra,  dans  F',  deux  points  A' 
et  B',  tels  que   A'B'  soit   égal  et  parallèle  à 
c'  AB,  avec  le  même  sens. 

,,-,e,  3IE.  A  trois  points  A,  B,  G  de  F,  correspondront 

trois  points  A',  B',  C,  tels  que  le  triangle  A'B'C 
soit  égal  à  ABC.  En  particulier,  l'angle  B'A'C',  par  exemple,  est 
égal  à  MC'.  De  plus,  le  plan  A'B'C  est  parallèle  à  ABC, 

Soient  alors  A,  B,  C,  M  quatre  points  de  F.  Si  ces  points  sont  dans 
un  même  plan,  la  figure  ABCM  est  (PL,  50)  égale  à  celle  que 
forment  les  points  homologues  A',  B',C',M'. 

Si,  au  contraire,  les  quatre  points  A,  B,C,M  ne  sont  pas  dans 
un  même  plan,  le  trièdre  ABCM  est  égal  au  trièdre  homologue 
A'B'C'M'  (382  bis).  Si  l'on  fait  coïncider  ces  deux  trièdres,  comme 
A'B',  A'C,  A'M'  sont  respectivement  égaux  à  AB,  AC,  AM,  les  deux 
figures  ABCM,  A'B'C'M'  coïncident  :  d'où  (410)  l'égalité  des  figures  F,  F'. 

Par  exemple,  tes  projections  d'une  même  figure  sur  deux  plans 
parallèles  sont  deux  figures  égales.  Car  elles  se  déduisent  l'une  de 
l'autre  par  une  Iranslation  égale  à  la  distance  des  deux  plans  et 
perpendiculaire  à  leur  direction. 

414.  Dé|>Iaceittents  liéllcoïdaiix. 

Définition.  —  On  nomme  déplacement  hélieoidal [*)  le  déplacRmeul  résul- 
lanl(^)  d'une  rotation  R  et  d'une  translation  T,  celte  dernière  étant 
parallèle  à  l'a^e  de  la  première. 

L'ordre  des  deux  opérations  est  indifférent  (ce  qui  n'arriverait  pas  ai  la 
translation  n'était  pas  parallèle  à  l'axe  de  rotation  {^)).  Autrement  dit,  si 
M' est  lanouvelle  position  que  vient  occuper  le  point  M,  après  une  rota- 

(l)  La  ralaoa  d?  cette  iténominatiou  sera  donniJe  plus  loin,  (617). 
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lion  U  d'un  angle  donné  aulour  de  l'axe  D  {^g.  319)  ;  M'i,  la  nouvelle  posi- 
tion que  yieot  occuper  le  poinl  M'  par  une  translation  déterminée  T  paral- 
lèle i  D,   on  retomberait  sur  le  même  point  M'i  en 
faisant  subir  au  poinl  M  la  translation  T,  de  manière 
à  obtenir  un  point  Mj,  et  faisant  ensuite  tourner  ce 
point  M,  (le  l'angle  donné  autour  de  D. 

Si,  en  elfet,  m  est  la  projection  commune  des  points 
M, M'  sur  l'ase  ;  m,,  la  projection  du  point  M,,  la 
figure  Mim,M',  se  déduit  évidemment  de  la  figure 
MmM'  par  la  translation  tSM,.  Elle  est  donc,  comme 
celle-ci,  un  triangle  isoscéle  dont  le  plan  est  perpen- 
diculaire à  D  et  dont  l'angle  est  celui  de  la  rotation  R  ; 
ce  qui  démontre  l'exactitude  de  notre  affirmation.  ^'"^-  ^lo- 

le  déplacement  hélicoïdal  comprend  évidemment, 
comme  cas  particuliers,  la  rotation  (lorsque  la  translation  T  est  nulle)  et 
la  translation  (lorsque  la  rotation  R  est  nulle.) 

Remarque.  —  Lorsqu'on  se  donne  un  déplacement  hélicoïdal,  un  sens 
déterminé  est  par  là  même  donné  sur  l'axe,  à  savoir  le  sens  de  la  transla- 
tion. On  dira  donc  qu'un  déplacement  hélicoïdal  est  direct  (ou  oncora  sinij- 
(racsrai),  ou  bien  au  contraire  qu'il  est  rétrograde  (ou  dsi^h-orsmi)  suivant  que 
la  rotation  est  directe  ou  rétrograde  par  rapport  au  sens  de  la  translation. 

415.  Nous  avons  vu  que  deuï  figures  égales  qui  ont  deux  points  com- 
inuus  (')  peuvent  être  amenées  à  coïncider  par  une  rotation. 

Deux  figures  égales  qui  ont  tm  point  commwt  peuvent  élre  amenéesd  coïndder 
par  deux  rotations  successives. 

Soient,  en  clfet,  A  le  poinl  commun  ;  B,B'  deuK  points  homologues.  On 
a  AB  =  AB'  et,  par  conséqueni,  le  point  B'  viendra  coïncider  avec  B  si  l'oii 
fait  tourner  la  seconde  figure  autour  d'une  perpendiculaire  au  plan  BAB', 
d'un  angle  égal  à  B'AB.  Les  deux  figures  ayant  alors  deux  points  communs, 
une  seconde  rotation  amènera  la  coïncidence  complète. 

Deux  figures  égales  queli^onques  peuvent  él>e  amenées  à  coïncide)-  par  une 
translation  suivie  de  deux  lotnlton'  Car,  si  A, A'  sont  deux  points  homo- 
logues quelconques,  la  translation  A'A  imprimée  à  la  seconde  figure  amène 
lo  point  A'  sur  le  point  A,  après  quoi  on  est  ramené  au  cas  précédent. 

Mais  ces  combinaisons  de  translations  el  de  rotations  peuvent  être 
simplifiées  et  remplacées  par  un  seul  déplacement  hélicoïdal. 

A  cet  effet,  nous  procédeions  comme  en  géométrie  plane  (P).,  102-103), 
en  étudiant  d'abord  la  composition  des  tiansposiiions. 

416.  Deux  symétries  par  rapport  à  la  même  droite  se  détruisent  ;  nous 
savons  (412)  que,  si  M'  est  le  symétrique  du  point  M  par  rapport  à  la  droite 
D,M"  le  symétrique  de  M  pai  lappoit  a  lelt»  m^-lne  droite,  le  point  M" 
coïncide  avec  le  point  M. 
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Théorème.  —  Deux  transposUions  Successives,  par  rapport  à  deux  axes 
différents,  équivalent  : 

i°  Si  les  deux  axes  sont  pamUites,  à  une  translation  parallèle  à  ta  perpen- 
diculaire commune  aux  deux  axes  et  double  de  celle  qui  umënerait  le  premier 
axe  siir  le  second  ; 

2*  Si  les  devie  axes  sont  concourants,  à  une  rotation  autour  de  leur  pei-pen- 
diculaire  commune,  double  de  celle  qui  amènerait  le  premier  axe  sw  le  second; 
y  Si  les  deusc  awes  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan,  à  un  déplacement  hélicoidal,  ayant  pour 
axe  leur  perpendiculaire  commune  et  double  de 
celui  qui  amènerait  le  premier  axe  sur  te  second. 
i'  Soient  les  axes  parallèles  Dj.D^  {fig.  320), 
M  un  point  quelconque  de  la  figure  pnmilive, 
projeté  en  mj  sur  Dj  ;  M',  son  symétrique  par 
rapport  h  D,  [mji'  =  Mm,),  projeté  en  wi^  sur 
D^;  H",  le  symétrique  de  M'  par  rapport  â  Dj 
FiG.  320.  [in^M"  =  M'wij).  Le  plan  mené  par  M  perpen- 

diculairement aux  droites  D^D^  contient  MM' 
(qui  est  perpendiculaire  à  D,)  et  M'M"  (qui  est  perpendiculaire  à  Dj). 
Donc  niims  est  une  perpendiouSaire  commune  aux  deux  ases  et  il  est  clair 
(PI.,  55)  que  M"  se  déduit  de  M  par  une  translation  parallèle  à  celte 
perpendiculaire  commune  et  double  de  cette  perpendiculaire  commune. 
2°  Soient  les  deux  axesDj, Da  {fig.  321)  concourants  en  0  ;  P,  leur  plan; 
Ox,  la  perpendiculaire  à  ce  plan  menée  par  le  pointO;  et,  comme  tout  a 
l'heure,  H,M',  M"  trois  points  dont  les  deux  premiers  sont  symétriques  l'un 
de  l'autre  par  rapport  à  D,  (la  droite  qui  les  joint  coupant  D,  on  m,),  les 
deux  derniers  par  rapport  k  Dj  (la  droite  qui  les  joint  coupant  D^  en  jhJ, 


0,..  D, 


Le  plan  P  étant  son  propre  symétrique  tant  par  rapport  à.  D,  que  par 
rapport  à  n,,  si  nous  projetons  les  poinls  M,  M',  M"  en  N,K',N"sur  ce  plan, 
les  points  N  et  N"  seront  symétriques  de  N'  par  rapport  à  D,  et  Dj  respec- 
tivement. N"  se  déduira  donc  de  N(PI.,  102)  par  une  rotation  au  tour  de  Ox, 
d'angle  égal  au  double  de  celui  des  deux  axes. 

Mais  les  droites  NM,  '!\"W'  sont  ésales,  parallèles  toutes  deux  à  Ox  et  de 
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niÈiue  seiis  (coiilraire  à  celui  de  N'Jl')  :  il  isst,  dès  lors,  clair  que  la  rnSme 
rotation  d'axe  0»;  qui  amène  N  sur  N"  amftne  aussi  H  sur  M". 

3*  Soient  les  deux  asesDt.Dj  {fig.  332),  non  situés  dans  un  même  plan; 
OiOj,  leur  perpendiculaire  commune.  Par  le  point  Oj,  menons  la  parallèle 
L'i  àD[,  Kntre  les  deux  rotations  de  180°  que  noua  avons  à  composer,  inter- 
calons deux  rolalions  successives  de  180°  autour  de  D,'  ;  ce  qui  est  indit- 
férentpuisque  ces  deux  rotations  se  détruisent. 

Les  deuï  symétries  successives  par  rapport  à  D,,  D',,  se  composent  en 
une  translation  parallèle  à  Ofi^  et  douhle  de  OjOa;  les  deux  symétries 
relatives  à  }>',,  Da,  en  une  rotation  autour  de  0|0j,  double  de  celle  qui 
amènerait  D'j  sur  Dj  :   le  théorème  est  donc  démontré. 

Réciproqae.  —  Tout  déplacemmt  peut  être  décomposé  en  deux  symétries 
par  rapport  A  deuw  droites  différentes. 

Ces  detias  droites  doivent: 

S'il  s'agit  d'une  Iranslalion,  être  peipendimlaires  à  cette  translation; 

SU  s'agit  d^une  rotationoïi  d'im  déplacementhifUc&Uîai,  être  perpendiculaires 
à  Vaxe  et  le  rencontrer. 

A  ces  conditions  près,  on  peut  choisir  arbitrairement  l'une  des  droites, 
l'autre  étant  alors  déterminée. 

Si,  par  exemple,  c'est  l'ase  de  la  première  symétrie  qui  est  pris  arbitrai- 
rement sous  les  conditions  indiquées,  le  second  axe  se  déduira  du 
premier  par  une  translation  égale  à  la  moitié  de  la  translation  et  une 
rotation  égale  à  la  moitié  de  la  rotation  données.  Ce  second  axe  étant  ainsi 
déterminé,  les  deux  symétries  produisent  bien,  en  vertu  du  théorème 
précédent,  un  déplacement  résultant  identique  au  déplacement  donné. 

417.  Théorème.  —  Un  nombre  quelconque  de  déplacements  hâlicotdau.v  ont 
\iour  déplacement  résultant  un  dé- 
placement hélicoïdal  unique.  \Ai 

S'il   s'agit  de  rotations  coneou-  j  \        d, 

rantes,  le  déplacement  résultant  est  I     __,.---V""' 

une  rotation  qui  concourt  avec  les  o'------'/  (        v 

premières,  1         ~\"~~\~.      ^^ 

SU  s'agit  de  translations,  le  dé-  1  l  \     '"'' 

placement  résultant  est  une  trans-       ^--   - - /  ■ J  \ 

lation.  '  ' 

Il  suffit  éïidemment(')  de  dé-  Vk.  in. 

montrer  le  théorème  pour  deux 

déplacements  :  car  pour  en  composer  trois,  on   pourra  composer  les  deux 
premiers,  puis  ledéplacement  résultant  avec  le  troisième  ;  et  aiusî  de  suite. 

Soient  donc  deux  déplacements  hélicoïdaux (^)  d'axes  Aj.Aj  {f,g.  32-3). 

(t)  Comparer  PI,,  103. 

(3)  Si  l'un  Iles  déplacement  doniiéE,  le  premier  par  esemple,  est  iiDO  transIalioD,  on  prendra 
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^ous  pourrons  remplacer  le  premier  par  deiix  syniÉlries  d'ajes  D,,  D',,  et 
cela,  en  prenant  arbitrairement  la  seconde  droite  D',  parmi  celles  qui  cou- 
pent àaugle  droit  l'axe  A,.  Nous  pourrons  de  même  remplacer  le  second 
déplacement  par  deux  symétries  d'axes  Dj,  D'à,  et  cela,  en  prenant  arbitrai- 
rement le  premier  axe  Dj  parmi  ceux  qui  coupent  '\  angle  droit  A^. 

Nous  ferons  en  sorte  que  D',  et  Da  coiaoident:  il  suffira,  pour  cela  de  les 

faire  coïncider  toutes  deuK  avec  la  perpendiculaire   commune  à  A,,  A^. 

Alors  lessymétriea  par  rapport  â  ces  deux  axes  se  détruiseni,  etil  reste  les 

symétries  par  rapport  à  D,,D'2,  lesquelles  donnent  bien  un  déplacement 

hélicoïdal  unique. 

Si  les  déplacements  donnés  sont  des  rotations 
et  que  les  ases  A,,  Aj  concourent  en  un  point  0, 
la  droite  D'i  passera  par  ce  mâme  point  et  il 
en  sera  de  même  de  D,  et  de  U'j.  Le  déplace- 
.  ment  résultant  sera  donc  une  rotation  d'axe 
passant  par  0. 

Si  les  déplacements  donnés  sont  des  fransla- 
lious,  les  droites  It'i,  D,,  D'i sont  parallèles  entie 
elles  elle  déplacemeat  résultant  est  une  translation. 

Ce  dernier  fait  est,  d'ailleurs,  évident  à  priori,  et  il  est  clair  que  la 
translation  résultante  est  la  diagonale  d'un  parailélofjramme  qui  a  pour 
cût.és  les  deif-x  composantes  {/>!}.  323  bis). 


418.  Il  sufflt  évidemment  de  combiner  le  théorème  précédent  av 
remarques  du  u°  415  pour  arriver  à  l'énoncé  que  nous  avions  en  vue 

Théorème-  —  heiix  f^iires  égales  psuvint  loitjotws  être  amenées  à 

S'il  y  atm  point  commun,  par  une  rotation;  dans  le  cas   général,   p 
déplacement  héticoidal. 


EXERCICES 


571.  On  fait  tourner  une  figure  invariable  H  autour  d'un  axe  fixe  U,  l'angle  de 
rotation  étant  {|uelconque;  après  quoi,  ou  fait  tourner  une  partie  S'  de  la  ligure  S 
autour  d'un  axe  jy  qui  fait  partie  de  S  (le  reste  de  la  figure  S  restant  iîse),  l'angle 
de  rotation  étant  également  quelconque. 

Montrer  qu'on  peut,  en  générai,  disposer  des  deux  angles  de  rotation  de  manière 
à  rendre  une  droite  donnée  de  8'  parallèle  à  une  droite  donnée  arbitraire  de  l'espace 
{ou,  ce  qui  revient  au  même,  un  pian  arbitraire  de  S'  parallèle  ft  un  plan  donné 
ai'bitraire  de  l'espace).  Quels  sont  les  cas  d'exception? 
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518.  On  fiul  tourner  une  figure  invariable  S  autoui-  d'un  axe  tlïe  D,  langle  lie 
rotation  étanl  quelconque;  après  quoi,  ou  fait  tourner  une  partie  S'  de  la  Sgure  S 
iiutour  d'un  axe  ï)'  qui  fait  partie  de  S,  puis  une  partie  S"  de  8'  autour  d'un  axe  D'^ 
qui  fait  partie  de  S',  les  deux  angles  de  rotation  étant  également  quelconques. 

Montrer  qu'on  peut  disposer  des  angles  des  trois  rotations  de  manière  que  toutes 
les  droites  de  la  figure  S"  deiieunent  parallèles  aux  droites  correspondantes  d'une 
figure  donnée  S."o  égale  à  S". 

579.  Trouver  une  rotation  transformant  respectivement  deux  points  donnés  en 
deux  autres  points  donnés  [la  distance  des  deux  premiers  points  étant,  bien  entendu, 
supposée  égale  à  celle  des  deux  autres). 

Dans  quels  cas  le  problème  est-il  indéterminé  1 

580.  Conslruire  l'axe  de  la  rotation  qui  transforme  deux  demi-droiiesconcourantes 
données  OA,  01)  en  deux  demi  droites  OA',  OB'  e<incourantes  avec  les  premières 

(l'angle  S^OB'  étant  égal  à  AOli). 

581.  Étant  admis  que  deux  (Igures  égaies  F,  F'  qui  ont  un  point  commun,  dérivent 
Tune  de  l'autre  par  une  rotation,  en  déduire  que  deux  flgares  égales  quelconques 
dérivent  l'une  de  l'autre  par  un  diplacoment  héticoldal. 

(On  montrei'a  qu'il  y  a  des  droites  de  F  qui  sont  parallèles  à  leurs  homologues 
de  F.  Soient  alors  P  un  plan  de  F  perpendiculaire  aux  droites  en  quEfstion;  F,  son 
homologue;  f,  la  partie  de  F  si  tuée. dans  P;  /",  la  partie  correspondante  de  F'.  On 
appliquera  à /"et  à  la  projection  de/*  sur  P  le  théorème  du n"  102.  (Pl.,liv.  IC.)) 

58Î,  Qaels  sont  les  différents  déplacements  qai  laissent  inaltérée  une  droite 
donnée? 

533.  11  y  a  une  inDnilâ  de  rotations  qai  Iransl'orment  l'une  dans  l'autre  deux 
droites  données  D,  jy.  Les  axes  de  ces  rotations  ne  sont  autres  nue  les  droites 
appelées  G,.  G,  dans  l'exercice 451. 

Parmi  ces  i-otations,  il  v  Cii  a  deux  dont  l'angle  est  de  180", 

584.  Toat  déplacement  hélicoïdal  qai  transforme  f 
droites  données  D,  S'a  son  axe  A  parallèle  i!i  celui  d'ui 
dans  l'exercice  précédent. 

Quel  est  le  lieu  de  i'axe  A,  lorsqu'on  donne  la  direction  de  cet  axeî 

Trouver  ce  lieu  ;  1*  directement;  3°  en  utilisant  la  composition  des  déplacements 
et  les  deux  exercices  précédents.  On  prouvera  que  l'axe  A  rencontre  toujours,  lï 
angle  droit,  l'une  ou  l'aalre  de  deux  droites  fixes  (suivant  qu'il  est  parallèle  à  une 
droite  G,  ou  à  une  droite  GJ. 

S8-').  Trouver  le  lieu  de  l'axe  d'un  déplacement  hélico'tdal,  connaissant  la  direction 
de  cet  axe  et  deux  points  homologues. 

586.  Construire  l'axe  d'un  déplacement  hélicoïdal,  connaissant  un  point  de  cet 
axe,  la  grandear  de  la  traaslation  et  deux  points  homologues. 

587.  Un  déplacement  donné  quelconque  peut,  eu  général,  Être  décomposé  en 
deux  rotations,  dont  une  suivant  une  droite  donnée  queleoaque.  Quels  sont  les  cas 
d'exception  ? 

588.  On  compose  uji  déplacement  hélicoïilal  donné  avec  une  quelconque  des  trans- 
lations T  parallèles  à  une  direction  donnée.  Liea  de  l'axe  du  nouveau  déplacement 
ainsi  obtenu,  lorsqu'on  fait  varier  la  grandeur  de  la  translation  T.  Montrer  qu'en 
giinéral  il  y  a  un  et  un  seul  de  ces  déplacements  qui  se  réduit  à  une  rotatinn. 
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■  589.  On  compose  une  rolalion  donnée  avec  une  roialioii  donc  l'ax 
contre  !e  premier,  mais  dont  l'angle  est  variable.  Lieu  de  l'axe  de  I 
tanfe- 

590.  Composer  une  rolalion  donnée  avec  une  rotation  d'axe  donr 
premier  mais  d'angle  inconnu,  de  manière  que  le  déplacement  résultant  soit  une 
transposition  (ou  plus  généralement,  une  rotation  d'angle  ilonné). 

531.  Composer  on  déplacement  liélieoidal  donné  avec  nn  déplacement  inconnu, 
mais  d'axe  donné,  de  manière  que  le  déplacement  résultant  soit  une  transposition. 

ô98.  Deux  rotallons  (d'angles  non  nuls]  dont  les  axes  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan,  ne  se  composent  jamais  suivant  une  rotation. 

503.  Lorsqu'un  déplacement  hélicoïdal  ne  se  réduit  ni  à  une  translaiion,  ni  à  une 
rotation,  il  n'existe  aucun  plan  qui  reste  Inaltéré  par  ce  déplacement. 

594.  Mener,  par  un  point  donné,  deuï  droites  qu'un  déplacement  donné  trans- 
forme l'une  dans  l'autre. 

595.  Étant  donné  un  déplacement,  trouver  deux  di'Oites  homologues  entre  elles, 
qui  soient  situées  dans  un  même  plan  donné. 

596.  Construire  un  angle  polyèdre,  connaissant  les  bissectrices  des  faces. 
Le  problème  peut-il  être  indéterminé  7 

Connaissant  toutes  les  bissectrices,  moins  deux,  trouver  le  lien  de  ces  dernières, 
de  manière  que  l'indétermination  ait  lieu. 

ôBT.  Déduire  do  la  composition  des  rotations  le  lieu  des  symétriques  d'un  point 
donné,  par  rapport  à  toutes  les  droites  qui  passent  par  un  point  fixe  ol  sont  situées 
dans  un  plan  lîxo. 

598.  D  écomposeru  ne  rotation  R  eu  deux  rotations  S, S' dont  les  anglessoient  entre 
eux,  l'axe  de  la  rotation  S  étant,  d'autre  part  donné  et  concourant  avec  celui  de  R. 
Quel  esl  le  lieu  décrit  par  l'axe  de  la  rolalion  S' lorsque  l'axe  delà  rolalion  S  décrit 
un  plan  î 

5fl8  bis.  Décomposer  un  déplacement  bélieoldal  en  deux  déplacements  hélicoïdaux 
S,  S'  composés  de  translations  éRales  enti'e  elles  et  de  rotations  égales  entre  elles, 
tous  deax  dextrorsum  ou  tous  deux  sinislroi'sum,  l'axe  du  déplacement  S  élant 
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CHAPITRE    II 

SYMÉTRIES 


419.  Définitions.  —  Deux  points  M,  M'  sont  dits  (comme  en 
géométrie  pla.r\e)  sijmélriques  par  rapport  à  un  point  0  {ou  encore 
par  rapport  au  centre  0)  {fig.  324)  lorsque  le  point  0  est  le  milieu 
de  la  droite  MM'. 

Deux   points    M,  M'  sont   dits    symétriques    par     rapport    à     nn 


plan  P  [fig.  325),  lorsque  la  droite  qui  les  joint  est  perpendiculaire  à 
ce  pian  et  divisée  par  lui  en  deux  parties  égaies. 

ha  symétrique  d'une  figure  F,  par  rapport  à  un  point  ou  à  un  plan, 
est  la  figure  formée  par  les  symétriques  des  différents  points  de  1''. 

419  bis.  Coïncident  avec  leurs  symétriques  par  rapport  k  un 
point  : 

—  le  centre  de  symétrie  ; 

—  les  droites  qui  passent  par  ce  point,  et  non  d'autres  droites  : 
car  toute  droite  qui  coïncide  avec  sa  symétrique  doit  contenir  deux 
points  symétriques  l'une  de  l'autre,  ce  qui  exige  qu'elle  passe  par  le 
centre  ; 

—  les  plans  qui  passent  par  le  centre  (et  non  d'autres  plans, 
pour  une  raison  tout  analogue). 

Coïncident  avec  leurs  symétriques  par  rapport  à  un  plan  : 
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—  les  points  du  plan  de  symétrie,  et  non  d'autres  points  ; 

—  les  droites  situées  dans  le  plan  de  symétrie  et  celles  qui  lui 
sont  perpendiculaires  ; 

—  le  plan  de  symétrie  et  les  plans  qui  lui  sont  perpendiculaires. 

420.   Théorème.  —  Deux  figures  symétriques  d'une  même  Iroisième, 

par  rapport  à  deux  centres  différents, 

M  sont  Égales  entre  elles. 

y'    '~-,^  Si,  en  effet,  M,  et  Mj  sont  les  symé- 

_,-o,  -,\^  triques  de  M  par  rapport  aux  deux 

Mt — — — ^^  centres  0„  0^  {pg,  326),  la  droite  M,Mj 

j,,o.  320.  '  est  {PI .,  55)  parallèle  à  0,0^  et  double 

de  0,0,. 
Donc,  îes  figures  symétriques  d'une  môme  troisième,  par  rapport 
àO,  etOj  respectivement,  se   déduisent  l'une  de  l'antre   par  une 
translation  parallèle  à  0,0^  et  double  de  0,0;. 

Théorème.  —  Deux  figures  symétriques  d'une  même  troisième,  Vune 
par  rapport  à  un  point,  l'autre  par  rapport  à  un  plan,  sont  égales 
entre  elles. 

II  suffît,  d'après  le  théorème  précédent,  de  faire  la  démon  si  ration 
pour  une  situation  déterminée  du  centre  de  symétrie  :  elle  sera,  par 
cela  même,  faite  pour  toutes  les  autres  posi- 
tions de  ce  point. 

Nous   pouvons,    par    conséquent,    suppo- 


ser que  le  centre  de  symétrie  0  est  situé  dans         /o;----i"'      / 
le  plan  de  symétrie  P.  Dans  ces  conditions,        /   ./•        ;     / 
nous   allons  faire  voir  que  lea  symétriques  /    [,,--'„ 

d'une  même  figure  F,  l'une  par  rapport  au       "■" 
point  0,  l'autre  par  rapport  au  plan  P,  se  „ 

déduisent  l'une  de  l'autre  par  une    rolalion 

de  i^O"  autour  d'une  rfi-oj7e  ;  cette  droite  est  la  perpendiculaire  Oa; 
au  plan  P,  menée  par  le  point  0. 

Soient,  en  effet,  M  un  point  quelconque  de  F  (fig.  327;  :  Mj,  son 
symétrique  pai' rapport  à  0;  Mj,  son  symétrique  par  rapport  à  P, 
de  sorte  que  la  droite  MMj,  perpendiculaire  au  plan  P,  a  son  milieu 
m  dans  ce  plan.  La  droite  Ox,  parallèle  à  MM^  et  menée  par  lo  milieu 
de  MM|,  rencontre  en  son  milieu  le  troisième  côté  M,Mj  du  triangle 
MM,  M,. 
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D'ailleurs,  M^M^  ost  parallèle  à  Om  (qui  joint  les  milieux  de  MM,  et 
de  MMj)  et,  par  suite,  perpendiculdre  b.  Ox.  Donc,  les  points 
M|,  Mj  sont  bum  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  Oa,-. 

C.  Q.  F.  D. 


Corollaire.  —  Deux  figures  symétriques  d'une  viêi 
}>ar  rapport  à  deux  plans  différents,  sont  égales  entre  elles,  puisqu'elles 
sont  égales  à  la  symétrique  de  la  figure  F  par  rapport  à  un  point 
quelconque  de  l'espace. 

On  peut  d'ailleurs  (exercice  600)  constater  directement  que  ces 
figures  se  déduisent  l'une  do  l'autre  par  une  rotation  ou  une 
translation  convenabîc. 

421.  Théorème.  —  Une  figure  plane  est  égale  à  su  symétrique  par 
rapport  à  un  point  ou  à  un  plan  quelconque. 

Le  théorème  est  évident  lorsque  le  plan  de  symétrie  coïncide  avec 
le  plan  de  la  figure,  puisque  celle-ci  coïncide  alors  avec  sa 
symétrique.  Il  est  dès  lors  vrai  dans  tous  les  cas,  d'après  le  numéro 
précédent. 

Eu  particulier,  la  figure  symétrique  d'un  plan  est  un  plan; 

La  figure  symétrique  d'une  droite  est  une  droite;  la  figure  symétrique 
d'un  segment  de  droite  est  tin  segment  de  droite  égal  oupremier; 

Deux  angles  symétriques  l'un  de  Vautre  sont  égaux; 

La  figure  symétrique  d'une  circonférence  est  une  circonférence  ;  etc. 

421  bis.  Corollaires.  — -  I.  Une  droite  et  un  plan,  perpendiculaires 
entre  eux,  ont  pour  symétriques  une  droite  et  un  plan  perpendiculaires 
entre  eux  :  cela.  Téauite  de  la  définition  du  plan  perpendiculaire  à 
une  droite,  puisqu'un  angle  droit  a  pour  symétrique  un  angle  droit. 

II.  L'angle  d'une  droite  et  d'un  plan  est  égal 
à  l'angle  de  leurs  symétriques  :  cela  résulte  de  la 
définition  et  du  corollaire  précédent.  De  même  : 

m.  Deux  dièdres  symétriques  sont  égaux. 

422,  Théorème.  —  Deux  dièdres  symétriques  l'un 
de  l'autre,  par  rapport  à  un  point  ou  à  un  plan, 
sont  de  sens  contraires  [lorsque  les  sens  choisis  sur 
les  arêtes  se  correspondent).  _ 

Si,  en  effet,  le  plan  de  symétrie  est  le  plan  de 
l'une  des  faces  {fig.  328),  les  arêtes  coïncident  (et  cela  en  direction 
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nt  sens)  pendant  que  les  faces  non  communes  sont  du  part  et  d'autre 
Je  la  face  commune. 

Corollaire.  —  Dans  deux  figures  symélriqnes ,  les  Irièdres  corres- 
pondants ont  leurs  dispositions  inverses. 

Remarque.  —  Cette  dernière  proposition  résulte  d'ailleurs  immé- 
diatement du  n"  372  :  car  si  on  prend  pour  centre  de  symétrie  le 
sommet  d'un  des  trièdres  considérés,  on  retombe  évidemment  sur 
la  construction  des  trièdres  symétriques  Indiquée  au  n"  370. 

Les  trièdres  symétriques  considérés  en  cet  endroit  satisfont  donc 
bien  à  la  définition  générale  des  figures  symétriques,  telles  que 
nous  les  considérons  actuellement. 

D'après  ce  qui  précède  —  au  lieu  que  deux  figures  symétriques 
par  rapport  à  une  droite  sont  superposables  —  deux  figures 
symétriques  par  rapport  à  un  point  ou  à  un  plan,  tout  en  ayant 
tous  leurs  eûtes,  tous  leurs  angles,  tous  leurs  dièdres  égaux  à 
chacun,  ne  sont  pas  en  général  superposables,  parce  que  leur  dispo- 
sition est  inverse. 

423.  Théorème.  —  Deux  polyèdres  symétriqttes  sont  Équivalents. 

Nous  distinguerons  deux  cas  ; 

1°  Les  polyèdres  considérés  sont  des  pyramides. 

Ces  pyramides  ont  leurs  bases  égales  (421);  leur  hauteurs  sont 
d'ailleurs  symétriques  l'une  de  l'autre  (421  bis,  CorolI.I)  et,  par  consé- 
quent, égales  :  elles  sont  donc  équivalentes  ; 

2°  Cas  général.  Décomposons  l'un  des  polyèdres  donnés  eu 
pyramides.  L'autre  sera  décomposable  en  pyramides,  symétriques 
respectivement  des  premières.  Ces  pyramides  étant  équivalentes 
chacune  k  chacune,  les  polyèdres  totaux  le  sont  aussi. 

C.  Q.  F.  II. 

424.  On  dit  qu'une  figure  admet  pour  axe  de  symétrie  la  droite  D, 
lorsqu'elle  coïncide  avec  sa  symétrique  par  rapport  à  D. 

De  même,  une  figure  est  dite  admettre  un  plan  ou  un  centre  de 
symétrie,  lorsqu'elle  coïncide  avec  sa  symétrique  par  rapport  à  ce 
plan  ou  à  ce  centre. 

Une  figure  F  qui  a  un  plan  P  ou  un  centre  C  de  symétrie  [')  est 
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superposabio  k  sa  symétrique  F'  par  rapport  à  ua  point  C  ou  à  un 
plan  P'  quelconque,  puisque  F  et  F'  peuvent  être  considérées 
comme  symétriques  d'une  même  figure  (à  savoir  P  elle-même)  l'une 
par  rapport  à,  P  ou  à  C,  l'autre  par  rapport  à  P'  ou  à  G. 
,  Toutefois,  il  faut  bien  observer  que,  dans  la  superposition  de  F  et 
de  F',  ce  ne  sont  pas,  en  général,  les  points  homologues  (c'est-à-dire 
symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  P'  ou  à  C)  que  l'on 
arrive  à  faire  coïncider.  C'est,  par  exemple,  ce  qui  se  produit  dans 
le  cas  du  trièdre  iaoscële  (383)  :  un  trièdre  isoscÈIe  est  effectivement 
(voir  exercice  480)  une  figure  qui  a  un  plan  de  symétrie. 


EXERCICES 

600.  Deux  figures  sont  symétriques  d'une  même  troisième,  par  rapport  à  deux 
plans  diiférents.  Quel  est  le  déplacement  qui  amène  la  première  à  coïncicier  aveu  ia 
seconde  î 

(Distinguer  deux  cas,  suivant  que  les  deux  plans  sont  concouraats  ou  parallèles). 

601.  Même  question  pour  deus  figures  symétriques  d'une  même  troisième,  l'une 
pai'  rapport  à  un  plan,  l'autre  par  rapport  à  un  point  non  situé  dans  ce  plan. 

602.  Une  figure  limitée  en  tous  sens  peut^lle  avoir  deux  centres  de  symétrie  1 

603.  Tout  plan  mené  par  le  point  d'intersection  des  diagon^tles  d'un  parallépipède 
divise  celui-ci  en  deux  parties  Équivalentes. 

604.  Symétrie  oblique.  —  Un  point  quelconque  M  étant  consiiièré,  soit  M'  le  point 
fe!  que  la  droite  MM'  soit  pacalléie  à  une  droite  lîïe  D  et  divisée  en  deux  parties 
égales  par  un  pian  P  (sèoint  àD)  :  le  point  M'  est  dit  dériver  de  M  par  symétrie 

Prouver  que  : 

La  figure  obliquement  symétrique  d'une  droite  est  une  droite  ; 

La  figure  obliquement  symétrique  d'un  plan  est  un  plan. 

Deu.ï  polyèdres  obliquement  symétriques  i'un  de  l'autre  sont  équivaloiits.  (On  peut 
utiliser  pour  cela  l'ex.  565.) 

C0&.  Même  question  lorsque  le  point  M'  est  défini,  à  l'aide  du  point  M,  par  la 
condition  que  la  droite  MM'  soit  parallèle  à  un  plan  fixe  P  et  divisée  en  deux  parties 
égaies  par  une  droite  fixe  D  (sécante  à  P). 

On  démontrera  que  cette  transformation  peut  se  ramener  à  deux  symétries  obli- 
ques, telles  qu'elles  ont  été  définies  à  l'exercice  précédent,  ou  encore  à  une  symélrie 
oblique  et  une  symétrie  par  rapport  à  un  point. 

608.  Appliquer  les  conclusions  de  l'exercice  précédent  à  l'exercice  568. 

607.  Si  une  figure  F  est  égale  à  la  symétrique,  par  rapport  à  un  plan,  d'une 
figure  F,  les  deux  figures  peuvent  être  amenées  à  eoTnoider  par  une  rotation  pré- 
cédée ou  suivie  d'une  symétrie  par  rapport  à  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de 
rotation  ou  par  rapport  à  un  point  situé  sur  cet  axe. 

608.  Inscrire,  dans  un  angle  polyèdre  convexe  doimé,  un  angle  polyèdre  tel  que  la 
somme  de  ses  faces  soit  minima.  Cas  du  trièdre. 
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HOMOTHÉTIE     ET     SIMILITUDE 

425.  Définition.  —  De  même  qu'en  géométrie  plane,  nous 
nommerons  homothéiigue  d'un  point  quelconque  M,  par  rapport  à 
un  point  0,  appelé  centre  d'homothéiie,  et  à  un  nomlire  k,  appelé 
rapport^  d'komothétie  ou  de  similitude,  le  point  H'  obtenu  en  joignant 
OM  et  portant  sur  cette  droite,  à.  partir  du  point  0',  un  segment 
donné  par  la  relation 

OM'  _ 

ôm"  ~  '■ 

Pour  achever  de  délinir  l'homolhéiie,  on  doit  indiquer  s'il  faut 
prendre  îe  segment  OM'  dans  le  sens  OM  (liomothétie  dii-ecle)  ou 
dans  le  sens  opposé  (liomothétie  inverse). 

La  symétrie  par  rapport  à  un  point  est,  ainsi  que  nous  l'avons 
noté  {PL,  140,  Rem.),  un  cas  particulier  dUiomolhétie  inverse,  le  cas 
où  le  rapport  de  similitude  est  égal  à  1 . 

426.  Le  théorème  déjà  énoncé  en  géométrie  plane  (n"  141)  i 
Théorème.   —  Bons  deux  figures   homothéliques,  la   droite   qui 

joint  deux  points  quelconques  de  l'vtie  des  figures  et  celle  qui 
joint  les  points  homologues  de  Vautre  sont  toujours  parallèles  et 
dans  le  rapport  de  simiHivde;  elle  sont  de  même  sens  ou  de  sens 
contraires,  suivant  que  l'homothèiie  est  directe  ou  inverse, 

subsiste,  avec  sa  démonstration,  en  géométrie  de  l'espace.  Il  en 
est  de  même  des 

Corollaires.  —  \.  La  figure  homothétique d'une  dro\lcnl  uiwdrotli' 
parallèle  à  la  première; 

d'ofi  résulte,  moyennant  le  n*  330  : 
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II.   La  figure   homothéiiqve   d'un  playi    est  un  pian  parallèle    nu 
premier; 
Il  en  est  de  même  également  des  corollaires. 

m.  Deux  angles  homothétiqnes  l'un  de  l'autre  sont  égaux. 
La  figure  homoihéliqùe  d'xin  triangle  est  un  triangle  semblable  an 
premier 

et  (moyeiiBant  le  corollaire  II  et  le  tliéorème  du  n"  393j 

IV.  La  figure  homothélique  d'un  polygone  plan  est  un  polygone 
semblable  au  premier; 

Plus  généralement,  la  figure  homoihéliqùe  d'une  figure  plane  est 
une  figure  plane  semblable  à  la  première  {'). 

V.  la  figure  homoihéliqùe  d'une  circonférence  est  une  circonférence, 
les  centres  étant  komothétiques  l'un  de  l'autre  et  le  rapport  desrayons 
étant  égal  au  rapport  de  similitude. 

Entin  les  corollaires  I  et  II  donnent  : 

VI.  Une  droite  et  un  plan  perpendiculaires  ont  pour  komothétiques 
une  droite  et  un  plan  perpendiculaires 

et,  moyennant  les  n"  358  bis,  384  bis  : 

VII.  Dans  deux  figures  komothétiques, 
Les  dièdres  homologues  sont  égaux; 

Les  angles  polyèdres  homologues  sont  égaux  si  l'homothètie  est 
directe;  symétriques,  si  l'homothètie  est  inverse. 

427.  La  réciproque  du  théorème  proicédent  ; 

Réciproque.  —  Deux  figures  étant  données,  s'il  existe  deux  points 
0,  0'  tels  que  la  droite  qui  joint  le  point  0  à  un  point  H  quelconque 
de  la  première  figure  et  celle  qui  joint  le  poiiit  0'  aupoint  M' homologue 
de  la  seconde  soient  constamment  parallèles  et  dans  un  rapport  donné 
k  {toujours  de  même  sens  ou  toujours  de  sens  contraires),  les  deux 
figures  sont  komothétiques, 

subsiste  également  et  se  démontre  comme  en  géométrie  plane, 
moyennant  la  convention    qui  consiste  à    considérer,  comme  cas 

(]]  Il  peut  samliler  qus  cellfl  proposition  ae  soil  suWe  que  )a  dtflinitinn  ilos  lÎBures  aeniblaljles 
(PI.,  148).  Il  n'en  est  fien  :  deux  figures  seiiibls).lc3  sont  en  effet  telles  que  Tune  soit  ÔRala  à 
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limite  de  deux  figurus  liomolhé tiques,  deux  figures  ég< 
déduisent  l'une  de  l'auLre  par  une  translation. 
Il  en  résulte,  comme  en  géométrie  plane  (144)  : 

Théorème.  —  Deux  fgures  homothètiques  d'une  même  iro 
sont  homothètiques  entre  elles;  le  rapport  d'homothéiie  est  le  quotient 
des  rapports  primitifs,  et  cette  homotkétie  est  directe  ou  inverse, 
suivant  que  les  homolkèties  primitives  sont  de  même  nom  ou  de  noms 
contraires. 

Les  trois  centres  d'homothéiie  sont  sur  une  même  ligne  droite  (dite 
axe  d' homotkétie). 

La  démonstration  de  cette  dcrnièi'e  partie  de  l'énoncé  :  les  trois 
centres  sont  en  ligne  droite,  peut  toutefois  être  simplifiée  lorsqu'on 
fait  intervenir  l'homo- 
thétie  dans  l'espace. 

Soient,  en  effet,  0  \m 
point  de  la  première 
figure  {fi(j.  329),  0'  et 
0"  ses  homologues  dans 
la  seconde  et  dans  la 
troisième;  M,  un  point 
n    '  de  la  première  ligure, 

situé  en  dehors  du  plan 
00  0  M  ,  M  sus  liomologULs  Le  lentre  d'homothétie  des  deux 
premièies  figures  est  ix  linteisection  de  00',  MM';  celui  delà 
piemiere  et  de  lattoisieme,  à  i  intersection  de  00",  MM";  celui 
des  deux  dernières,  à  l'intersection  de  O'O",  M'M".  Ces  trois 
centres  sont  donc  évidemment  sur  une  même  droite,  k  savoir 
l'intersection  des  plans  OO'O",  MM'M". 

Remarque.  —  Si  les  deux  homothéties  primitives  sont  de  même 
nom,  avec  le  même  rapport  de  similitude,  les  deux  figures  homothè- 
tiques d'une  même  troisième  se  déduisent  l'wie  de  l'autre  par  transla- 
tion. C'est  le  cas  limite  auquel  il  a  été  fait  allusion  tout  à  l'heure. 

428,  Théorème.  —  Lorsque  quatre  figures  sont  homothètiques 
entre  elles,  les  six  centres  d'homothétie  sont  dans  un  même  plan  (dit 
plan  d'homothétie)  et  forment  un  quadrilatère  complet  dont  les  côtés 
sont  les  quatre  axes  d'homothétie  des  figures  prises  trois  à  trois. 
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Désignons  par  Fj,  F^,  F,,  F^  les  quatre  figures;  par  8,5,  S,j,  etc., 
les  centres  d'homothétie  des  figures  F,,  F^;  F,,  F,;  etc.  Les  points 
^lii  ^isi  ^a  ^'^"''  ^'"'  ^^'^  même  droite,  l'axe  d'homothétie  des  figures 
F|,  l'^,  Fj.  Le  point  S^j  est  d'aîlieurs,  avec  les  points  S^  et  S34,  sur 
une  seconde  droite,  l'axe  d'homothétie  des  figures  F,,  F,,  F4.  Un  plan 
passant  par  ces  deux  droites  (et  ce  plan  existe  toujours  ('),  puisque 
les  deux  droites  ont  un  point  commun)  contiendra  les  deux  autres 
axes  d'homothétie  ;  celui  de  F,,  F,,  y\  (dont  il  contiendra  les  points 
S,a,  S,j,)  et  celui  de  F^,  Fj,  F,  (dont  il  contiendra  les  points  S^,.  S^J  : 
il  contiendra  donc  les  six  centres,  lesquels  auront  bien  !a  disposition 
indiquée  par  l'énoncé. 

429.  Délinitîon.  —  Deux  figures  sont  dites  semblables  si  l'une 
d'elles  est  égale  à  l'une  des  homothétiques  directes  de  l'autre. 

Cette  définition  concorde  d'ailleurs  (426,  Coroll.  IV),  dans  le  cas 
des  figures  planes,  avec  celle  qui  a  été  donnée  en  géométrie 
plane. 

Des  difi^érents  corollaires  du  n°426  résulte  d'ailleurs  : 

Théorème.  — Deux  polyèdres  semblables  ont  leurs  faces  komologtws 
semblables,  avec  le  même  rapport  de  similitude,  el  leurs  angles 
polyèdres  homologues  égaux  chacun  à  chacun. 

Nous  allons  démontrer  la  réciproque  ; 

Réciproque.  —  Si  deux  polyèdres  ont  leurs  faces  semblables 
chacune  à  chacune,  avec  te  même  rapport  de  similitude,  leurs  angles 
polyèdres  égaux  chacun  à  chacun,  ces  éléments  étant  pareillement 
assemblés  (^)  :  ils  sont  semblables. 

Nous  allons  d'abord  démontrer  que  si  deux  polyèdres  ont  letirs 
faces  égales  et  leurs  angles  polyèdres  égaux  chacun  à  chacun  et  pareil- 
lement assemblés,  ils  sont  égaux. 

■Pour  cela,  nous  transporterons  l'un  des  polyèdres  sur  l'autre,  de 
manière  qu'une  de  ses  faces  —  soit,  par  exemple,  la  face  F,  dont 


[dent  daDB  les  deux  poljâdrei 
are  le.  oorrespooaant,  dam 

s  faoee  (ssmblalilcs  ans  pn 


(i)  Il  pant  ne  pas 

être  DU 

is  ceolms  S„,  5,s, 

(2)  C'eBl^à-dipe  qu 

a  CBS  respeclivemei 

loljèdi 

y  Google 


les  sommets  soiU  A,  B,  C,  1),  H.  [fig.  330}  — -vienne  coïncider  avec 
la   l'ace    homologue    (et    par   conséquent    égale}   F'    (aux    som- 
mets A',  B',  C,  D',  E')  de 
l'autre. 

Alors  l'angle  polyèdre 
en  A  et  l'angle  polyèdre 
CQ  A',  figures  égales 
entre  elles  qui  ont  trois 
points  communs  non  en 
Fie.  33(1.  ligne  droite  (puisque  les 

faces  F  et  F'  sont  entière- 
ment superposées},  co'incîilent;  et  comme  on  peut  raisonner 
de  même  pour  chaque  sommet  de  P,  on  voit  que  toute 
face  F|  du  premier  polyèdre,  contigué  à  F,  co'incide  avec  son 
homologue. 

Mais  on  peut  recommencer  le  raisonnement  précédent,  en  partant 
de  F,,  et  démontrer  la  même  conclusion  pour  toute  face  F^  contiguë 
à  Fj,  ;  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  peut  manifestement 
montrer  que  la  coïncidence  est  établie  pour  toutes  les  faces.  Les 
deux  polyèdres  sont  donc  bien  égaux. 

Prenant  alors,  conformément  k  l'énoncé,  deux  polyèdres  P,  P' 
qui  ont  toutes  leurs  faces  semblables,  avec  le  même  rapport  de 
similitude  k,  et  leurs  angles  polyèdres  égaux,  ces  éléments  étant 
pareillement  assemblés,  nous  considérerons  le  polyèdre  P,,  homo- 
Ihétique  direct  de  P  avec  k  pour  rapport  d'homothétie.  Ce  polyèdre 
aura  toutes  ses  faces  égales  et  tous  ses  angles  polyèdres  égaux  aux 
races  et  aux  angles  polyèdres  homologues  de  P';  il  sera  donc  égal 
à  P',  et  les  polyèdres  P,  P'  sont  semblables. 

c.  Q.  F.  B. 

430.  Théorème.  —  Deux  polyèdres  semblables  peuvent  être  décom- 
posés en  pi/ramides  semblables  et  pareillement  assemblées. 

Il  suffira,  àcet  effet,  après  avoir  amené  les  deux  solides  dans  la 
position  où  ils  sont  homothéliques,  de  décomposer  Tun  d'eux 
en  pyramides  (395)  et  l'aiitre,  en  pyramides  homolhétiques  des 
premières. 

On  démontrerait  d'ailleurs,  par  une  marche  analogue  à  celle  qui 
a  été  suivie  dans  le  plan  (PL,  149}  et  à  celle  du  n."  précédent, que. 
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réciproquement,  deux  poli/èdres,  composés  de  pyramides  semblables  el 
pareillement  assemblées  sonl  semblables. 

431.  Théorème.  —  Le  rapport  des  volumes  de  denx  polyèdres 
semblables  est  égal  au  cube  du  rapport  de  similitude . 

Comme  précédemment  (423),  nous  distinguerons  deux  cas  ; 

1°  Les  polyèdres  sont  des  pyramides. 

Soient  B  et  H  la  base  ot  la  hauteur  de  la  première  pyramide  ; 
B'  et  H',  la  base  et  la  hauteur  de,  la  seconde  ;  le  le  rapport  de  simi- 
,liLude:ouai;PI.,  257) 

B'  =  Ic'B,  H'  =  k\l 

et  le  rapport  des  volumes  sura 


2"  t'as  général.  —  On  décomposera  les  polyèdres  donnés  en  pyra- 
mides semblables  et  pareillement  assemblées.  Deux  pyramides 
correspondantes  quelconques  étant  dans  le  rapport  k",  leurs  sommes 
sont,  en  vertu  d'un  théorème  connu  sur  les  proportions  ('),  dans  le 
ratime  rapport. 

C,  Q.  F.  1), 


EXERCICES 


609.  Si  lieux  figures  se  coiTespondent  point  par  point,  de  manière  que  Ui  ligne 
joignant  deux  points  quelconques  de  l'une  soit  parallÈle  à  celle  qui  Joint  les  points 
liomologues  de  1  lutte  elles  sont  iioniothétiques. 

610,  Si  dLUï  flguies  se  eoriespondent  point  par  point,  de  niaiiière  que  A,  B,  C, 
étaut  tro  s  pointa  quelconques  de  1  une,  A',  1!',  C  leurs  homologues  dans  l'autre, 

l'angle  fi  A  C  bOit  toujf  uis  égal  d  11  A  C,  ellos  sont  semblables,  ou  l'iuic  est  sem- 
blable à  la  syinétt  ique  de  I  auti  e 
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611.  Deux  figures  semblables  (mais  non  égales)  peuvent  êlre  ameriiies  à  coïncider 
à  l'aide  d'une  rotation,  suivie  d'une  homotbétie  directe  par  rapport  à  un  point  situû 
sur  l'axe  de  rotation. 

Énoncé  analogue  pour  deux  ligures  dont  l'une  est  semblable  à  la  symélrique  de 
l'autre, 

613.  Deux  Hgures  limitées  en  tout  sens  ne  pciiveLU  pas  cti-e  liomo[ln'iii|iies  i^ntcc 
elles  de  plus  de  deux  façons  différenles. 

G13.  Lieu  du  centre  d'une  homothétie  dans  laquelle  les  homologues  de  Imi  s  points 
donnés  sont  respectivemenl  dans  tro     plans  don  es 

614.  Lieu  du  centre  d'une  homothete  lans  laj  elle  le  rapport  le  1  tud 
est  donné,  sachant  que  l'hon  ologup  d  une  d  o  te  donn  e  D  renc  n  e  dro  lo 
donnée  D'. 

615.  Lieu  des  droites  menées  pir  un  po  nt  d  nné  et  d  sées  d  s  un  raipoit 
donné  par  ce  point  et  deux  plans  don  éf>    par  tro  s  phns  concournnts   lonnés 

616.  Prouver  que  l'on  peut  ti'ouver.  d'une  infinilé  de  façons,  deux  polyèdres,  P,  Q, 
tels  que  leurs  volumes  soient  dans  le  même  rapport  que  leure  surfaces.  Déterminer 
Q,  connaissant  P  et  un  polyèdre  semblable  à  0. 


PROBLÈMES 


617.  Deux  tétraèdres  sont  égaux  ou  symétriques  : 

1'  S'ils  ont  un  dièdre  égal  compris  entre  faces  égales  chacune  à  chacune  ; 

2'  S'ils  ont  un  angle  trièdre  égal  ou  symétrique,  compris  entre  arêtes  égales 
chacune  à  chacune  ; 

3"  S'ils  ont  une  face  égale  adjacenle  à  trois  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  ; 

d'  S'ils  ont  uneaVéte  égale  adjacenfe  à  deux  trièdreségausou  symétriques  chacun 
à  chacun; 

5*  S'ils  ont  leurs  six  arètes  égales  chacune  à  chacune. 

Il  est  toutefois  sous-entendu,  dans  tous  ces  énoncés,  que  les  éléments  égaux  ou 
symétriques  sont  assemblés  de  la  même  façon. 


61!).    Étant   donnés  une   dioite   D    et   deux    points   A,  B,    trouver   f 
point  M  tel  que  MA  +  MB  soit  muumum,  H  le  point  N  tel  que  NA  — 


eao.  Trouver,  sur  une  droite  donnée,  le  point  tel  que  la  somme  de  ses  liisianees 
à  deux  droites  parallèles  donnée-,  soit  minima. 

esi.  Que  deviennent  les  énoncés  des  e\erciLes  604  el  605  lorsque  la  droite  MM' 
est  divisée  par  le  plan  P  (ex.  604)  ou  la  droite  D  (ex.  605)  dans  un  rapporl  donné 
quelconque,  et  non  en  deux  parties  égales? 
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633.  Une  rotation  et  une  translation  obliques  entre  elles  se  composent  suivant  un 
déplacement  hélicoïdal  dont  l'axe  est  parallèle  à  celui  de  la  rotation.  Si  l'on  change 
l'ordre  des  deux  opérations,  on  a  deux  mouvemenls  dont  les  axes  sont  symétriques 
l'un  de  l'autre  par  rapport  au  plan  qui  passe  par  l'aie  de  la  rotation  et  par  la  per- 
pendiculaire commune  menée  à  ce  dernier  et  à  ta  translation. 

6S3.  Plus  généralement,  en  composant  deux  déplacements  donnés  dans  un  ordre 
déterminé,  puis  dans  l'ordre  inverse,  on  obtient  deus  déplacements  dont  les  axes 
sont  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  la  perpendiculaire  commune  aux 
deux  axes  primitifs  (la  gi'andeur  de  la  rotation  et  celle  de  la  translation  résultanles 
étant  d'ailleurs  les  mêmes  dans  les  deux  cas). 

BSi.  L'ordre  dans  lequel  on  compose  deux  déplacements  n'est  indilVérenl  que  si 
c«s  déplacements  sont  ; 

1°  Ou  deux  déplacements  de  même  axe; 

a°  Ou  deux  translations; 

3'  Ou  deux  rotations  de  180°  autour  d'axes  qui  se  coupent  à  angle  droit. 

0Î5.  Étant  donnés  trois  plans  P,  Q,  H  passant  par  une  même  droite  D  et,  dans 
l'un  d'eux,  une  droite  SA  sécante  à  D  en  S,  il  existe,  en  général  : 

1'  Un  trièdre  ayant  une  arête  suivant  SA  et  tels  que  P,  Q,  R  soient  les  plans  bis- 
secteurs de  ses  dièdres  ou  de  leurs  suppléments  (ex.  ^88).  Discuter,  suivant  les  cas,  si 
c'est  l'une  oa  l'autre  de  ces  deux  circonstances  qui  se  présente.  Lorsque,  P,  Q,  R  et  S 
restant  fixes,  SA  varie,  le  plan  de  la  face  opposée  à  SA  passe  par  une  droite  fixe  ; 

8'  Un  triëdre  tel  que  P,  Q,  R  soient  chacun  perpendiculaire  &  une  des  deux  faces, 
en  passant  par  la  bissectrice  de  cette  face-ou  celle  di 
bissectrices  étant  SA.  Discussion  analogue  à  celle  d 
lorsque  SA  varie,  P,  Q,  R  et  S  restant  fixes; 

3'  Un  trièdre  tel  que  P,  0,  R  passent  chacun  par  ui 
de  la  face  opposée  ou  de  son  supplément,  l'une  de  ce 

626.  Étant  données  trois  droites  concourantes  Sa,  S6,  Se  d'un  même  plan,  il 
existe,  en  général  : 

1'  Un  trièdre  tel  que  Sn,  56,  Se  soient  les  droites  dont  il  est  question  dans  l'exer- 
cice i89,  l'une  des  faces  étant  dans  un  plan  donné  P  passant  par  Sa.  Lieux  des  arêtes 
de  ce  trièdre  lorsque  P  tourne  autour  de  Sa; 

3"  Un  trièdre  tel  que  Sa,  Si,  Se  soient  les  droites  dont  il  est  question  dans  l'exer- 
cice 491,  l'un  des  plans  bissecteurs  mentionnés  en  cet  endroit  étant  un  plan  donné  P 
mené  par  Sa  ; 

3'  Un  trièdre  tel  que  Sa,  S6,  Se  soient  les  droites  dont  il  est  question  dans  l'exer- 
cice 493,  l'un  des  plans  bissecteurs  mentionnés  en  cet  endroit  étant  un  plan  donné  P 
passant  par  Sa. 

637,  (Généralisation  de  la  1"  partie  de  l'ex.  précédent).  Construire  un  angle 
polyèdre,  connaissant  les  bissectrices  des  suppléments  de  ses  faces.  —  Le  problème 
est,  en  général,  possible  lorsque  le  nombre  des  faces  est  pair.  Lorsque  ce  nombre 
est  impair,  le  problème  est,  au  contraire,  impossible  ou  indéterminé.  Quel  est,  dans 
ce  dernier  cas,  le  lieu  d'une  arête  de  l'angle  polyèdre  cherché! 

Lorsqu'on  donne  toutes  les  bissectrices  moins  une,  quel  est  le  lieu  sur  lequel  doit 
se  trouver  cette  dernière  pour  que  le  problème  soit  possible  1 

6Î8.  Étant  donnés  trois  plans  P,  Q,  R  passant  par  une  même  droite  D  ei,  dans  l'un 
d'eux,  une  droite  SA  sécante  è.  D  en  S,  trouver  un  trièdre  tel  que  P,  Q  et  R  passent 
chacun  par  une  de  ses  arêtes  et  la  bissectrice  de  la  face  opposée,  l'une  des  arêtes 
étantSA.  (Utiliser  ex.  597,) 
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LIVRE   VIII 
LES     CORPS     RONDS 


CHAPITRE    PREMIlilR 

DÉFINITIONS     GÉNÉRALES     --     CYLINDRE 


int  pas  planes,  les  plus  simples 
surfaces  coniques  et  les  surfaces 


432.   Parmi  les  surfaces  qui  ne  s 
sont  les  surfaces  cylindriques,  le! 
de  révolution. 
On  nomme   surface    cylindrique   {fig.  331),    ou 
l  simplement  cylindre,  la  surface  engendrée  par  une 

1         droite,  dite  génératrice,  qui  se  déplace  en  restant 
parallèle  à  une  droite  fixe. 
Iii  II  est  clair  qu'on  déterminera  une  surface  cylin- 

I  drique  en  se  donnant  :  \°  la  direction  commune 

II  des  génératrices;  2°  un  point  de  chacune  d'elles. 
On  prend,  en  général,  ces  points  de  manière  qu'ils 
varient  continûment  lorsque  la  génératrice  varie 
continûment  et  forment  une  ligne  (C,  fig.  331),  qui 
est  dite  la  directrice. 

^■~~  Il  est  clair  qu'on  peut  considérer  comme  dîrec- 

Fic.  'i3\.  trice  toute  ligne  tracée  sur  la  surface  et  rencontrant 

toutes   les    génératrices.    Il  est  souvent  avanta- 
geux de  prendre  pour  directrice  une  courbe  plane. 

Le  plan  est  une  surface  cylindrique,  h  savoir  celle  qu'on  obtient 
(332)  en  prenant  pour  directrice  une  droite. 
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433.  Définition.  —  Uiiû  droite  est  dite  langenk  à  une  surface,  en 
un  point  A  de  cette  surface,  lorsqu'elle  est  tangente  en  A  à  une  ligne 
tracée  sur  la  surface. 

Théorème-  —  Toutes  les  tangentes  que  l'on  jjeuf  mener  a  une  sur- 
face cylindrique,  en  un  point  de  celte  surface,  sont  dans  un  m^me 
plan. 

Ce  pian  est  dit  le  plan  tangent  au  cylindre,  mené 
au  point  considéré. 

Le  plan  tangent  au  cylindre  en  un  point  contient  la 
génératrice  qui  passe  par  ce  point  et  est  le  même  tout 
le  long  de  cette  génératrice. 

Soient  A  le  point  donné  {fig.  332);  G,  la  génératrice 
qui  passe  par  ce  point;  C,  une  courbe  tracée  sur  la 
surface  par  le  point  A  et  admettant  une  tangente  AT, 
distincte  (')  de  G;  G,  une  autre  courbe  tracée  par  A 
sur  la  surface  et  admettant  une  tangente  AT'.  Soient 
maintenant  M'  un  point  de  C,  voisin  de  A;  M,  le 
point  où  la  génératrice  G' du  point  M'  vient  rencontrer  la  courbe  C{^)  : 
les  deux  droites  AM,  AM'  sont,  avec  G,  dans  un  même  plan  (le  plan 
des  deux  génératrices  G,  G').  Donc  leurs  positions  limites  seront 
aussi  (")  dans  un  même  plan  avec  G  :  autrement  dit,  toutes  les 
droites  telles  que  AT'  seront  dans  le  même  plan  GAT. 

Ce  plan  contient  bien  la  droite  G  et  est  bien  le  même  en  tous  les 
points  de  G  (comme  position  limite  (^)  du  plan  GG'). 

434.  Une  surface  cylindrique  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des 
positions  que  vient  occuper  la  directrice,  lorsqu'on  lui  fait  subir  suc- 
cessivement les  différentes  translations  parallèles  aux  génératrices. 
Car,  dans  ces  différentes  translations,  chaque  point  de  la  directrice 
se  déplace  évidemment  sur  la  génératrice  correspondante  et  décrit 
toute  cette  génératrice. 

Les  sections  d'une  surface  cylindrique  par  des  plans  parallèles  entre 

(i)  Nqus  ne  cooeidérerona  psa  le  cas  od  il  ne  passerait  pas.  parle  poinl  A,  de  courbe  ayant 

paa  dans  lea  cyliadrea  que  l'on  a  k  coDsidârsr  habituellement. 

(s)  Oa  démontre  qua  es  point  eiiala  nécBsaaireiBenl  lorsque  la  Isngeote  AT  ast  dietinote 
de  G. 

(3)  Noua  admattona  ici  (voir  PI.,  104.  nota)  Us  propositions  suivantes  :  Quand  Iroia  drailea 
variables  isauea  d"Hji  mémïpuin/  tout  dans  m  mSmeplan,  il  en  tst  de  mène  de  learê  poiitiaaa  limitea 
Xti  eellei-ei  emiiient).  —  Quand  uns  drails  rarjaife  et  un  plan  variable  qai  Saeaniieitl  tendent 
cAociiii  twcî  unepotUion  limite,  tapaiitlon  limils  du  plan  caaiient  la  poiilion  limite  de  la  droite. 
Ces  propoeltiona  sa  démontrant  d'ailleura  aisément  (V.  EEerclcas  486  at*87). 
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GËOMÉTllIE. 

{mats  non  parallèles  aux  génératrices)  [fig.  333)  sont  égales.  Car 

elles  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  translation  (335]. 

En  particulier,  on  désigne  sous  le  nom  de  sections 
droites  du  cylindre,  les  seclions  par  des  plans  per- 
pendiculaires aux  génératrices.  On  voit  que  toutes 
les  sections  droites  d'un  même  cylindre  sont  égales 
entre  elles. 

Dans  le  cas  où  le  plan  sécant  est  parallèle  à  la 
direction  commune  des  génératrices,  la  section  se 
compose  évidemment  d'une  ou  plusieurs  de  celles-ci. 

435.   On    nomme   plus   spécialement    cylindre    le 
FiG.  333.         volume  obtenu  en  coupant  une  surface  cylindrique 
par  deux  plans  parallèles  (fig.  334)  et  limité,  par  conséquent,  par 
une  portion  de  surface  cylindrique  et  deux  aires 
planes  égales  entre  elles  (dites  bases). 

La  hauteur  du  cylindre  est  la  distance  des  plans 
des  bases. 

Un  cylindre  est  dit  droit,  lorsque  ses  généra- 
trices sonl  perpendiculaires  aux  plans  des  bases  : 
autrement  dit,  lorsque  celles-ci  sont  des  sections 
droites. 

436.  On  nomme  surface  conique  {fig.  335)  ou 
plus  simplement  cône,  la  surface  engendrée  par  *'"■  '"'' 

une  droite  (dite  génératrice)  qui  se  déplace  en  passant  par  u 
fixe  (dit  sommet  du  cône). 

Il  est  clair  qu'on  déterminera  une  surface 
conique  en  se  donnant  :  1°  le  sommet; 
2°  un  point  de  chaque  génératrice.  On 
prend,  en  général,  ces  points  de  manière 
qu'ils  varient  continûment  et  forment  une 
ligne  (C,  fig.  335),  qui  est  dite  directnce 
ou  base  du  cône.  On  peut  considérer  comme 
directrice  toute  ligne  tracée  sur  la  surface 
et  rencontrant  toutes  les  génératrices. 
Le  plan  est  une  svrface  conique,  à 
'">■  335.  savoir    celle    qu'on    obtient   en    prenant 

pour  directrice  une   droite  (323). 


1  point 
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Théorème.  —  Len  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  une  surface 
conique,  en  un  point  autre  que  le  sommet,  sont  toutes  dans  un  même 
plan. 

Ce  plan  est  dit  le  plan  tangent  au  cône  au  point  considéré. 
Le  plan  tangent  au  cône  contient  la  génératrice  du  point  de  contact 
et  est  le  même  en  tous  les  points  d'une  même  génératrice. 

MÉme  démonstration  que  pour  le  cylindre  (433). 

Une  surface  conique  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  positions 
que  vient  occuper  la  directrice,  lorsqu'on  lui  fait  subir  successivement 
toutes  les  komotkéttes  qui  ont  pour  centre  le  sommet. 

Lorsque  la  directrice  est  fermée,  ses  liomothétiques  directes 
forment  une  première  portion  ou  nappe  du  cône,  pendant  que  ses 
homothétiques  inverses  forment  la  seconde  nappe. 

Ces  deux  nappes  sont  alors  séparées  l'une  de  l'autre  par  le  som- 
met (^3.  335). 

Les  sections  d'un  même  cône  par  des  plans  parallèles  sont 
semblables  (393,  Rem.). 

La  section  d'un  cône  par  un  plan  passant  par  le  sommet  se 
compose  évidemment  d'une  ou  plusieurs  génératrices. 

437.  On  appelle,  plus  spécialement,  cône,  le  volume  obtenu  en 
coupant  une  nappe  de  surface  conique  par  un   plan,   autrement 

dit,   limité   par   une  aire    plane 
(dite  liase)  et  une  portion  de  sur- 
face conique  {fif}.  336),  /'   '; 
La  hauteur  du  cône  est  la  dis-            /—-<, 
tance  du  sommet  au  plan  de  la          Aj      A 

base.  /-  ■■; \ 

On  nomme  tronc  de  cône  {^cj.^^l)        -—-^^^^.-^ 

Fie,  33^.  le  volume  obtenu  en  coupant  un  fiu,  S3i. 

cône  par  un  plan  parallèle  à  la 

base;  autrement  dit,  limité  par  une  portion  de  surface  conique 

et  deux  aires  planes  semblables  (dites  bases).  La  hatiteur  du  tronc 

du  cône  est  la  distance  des  plans  des  bases. 

438.  On  nomme  surface  de  révolution,  la  surface  engendrée  par 
une  ligne  C  qui  se  déplace  en  tournant  autour  d'un  axe  lixe,  l'angle 
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de  rolalion  prenant  successivement  toutes  les  valeurs  possibles. 
Dans  ces  conditions,  un  point  quelconque  M  de  C  se  déplacera, 
d'après  ce  que  nous  savons,  dans  le  plan  mené  par  ce  point  per- 
pendiculairement à  l'axe  :  il  décrira  dans  ce  plan,  un  cercle  ayant  son 
centre  sur  l'axe. 
Ce  cercle  est  dit  un  parallèle  de  la  surface. 

Comme  il  passe  un  parallèle  par  tout  point  de  la  surface,  on  voit 
qu'une  surface  de  révolution  peut  être  considérée  comme  le  lieu  décrit 
par  un  cercle  gui  varie  (en  changeant,  en  général,  de  rayon)  de 
manière  que  son  centre  décrive  îtne  droite,  son  plan  restant  perpendi- 
culaire à  cette  droite. 

On  achèvera  de  définir  la  surface  en  imposant  au  cercle  variable 
la  condition  de  rencontrer  constamment  la  ligne  donnée  C.  Comme, 
une  fois  l'axe  donné,  il  suffit  de  se  donner  un  point  quelconque 
d'un  parallèle  pour  le  déterminer  entièrement,  on  voit  que  la 
ligne  C  peut  être  remplacée  par  n'importe  quelle  autre  courbe,  tracée 
sur  la  surface  et  rencontrant  tous  les  parallèles. 

On  choisit,  !e  plus  souvent,  pour  la  ligne  C,  la  section  de  la  sur- 
face par  un  plan  quelconque  passant  par  l'axe.  Cette  section  MM' 
{/ici.  338),  dite  méridienne  de  la  surface,  est 
évidemment  symétrique  par  rapport  à  l'axe, 
puisqu'elle  contient  les  points  diamétralement 
opposés  de  chaque  parallèle.  On  pourra,  par 
conséquent,  se  contenter  d'en  considérer  une 
moitié,  par  exemple  la  partie  située  d'un  seul 
et  même  côté  de  l'axe. 

On  nomme  méridiens  les  diverses  positions 

occupées  par  la  méridienne,  lorsque  son  plan 

i'iG.  338.  tourne  autour  de  l'axe.  Par  chaque  point  de 

la  surface,  il  passe  évidemment  un  méridien. 

Une  surface  de  révolution  admet  une  infinité  de  plans  de  symétrie  : 

elle  est  symétrique  par  rapport  à  tout  plan  passant  par  l'axe,  car 

un    parallèle   quelconque  jouit    de    cette    propriété,  en  vertu  du 

n°  419  bis  et  du  n"  62  (PL,  liv.  II). 

On  démontre  qu'en  «n  point  quelconque  d'une  surface  de  révolulion  existe, 
en  général,  un  plan  tangent,  c'est-à-diro  que  les  tangentes  que  l'on  peut 
mener  aux  différentes  courhes  tracées  sur  la  surface  par  ce  point,  sont 
dans  un  même  plan.  Ce  plan  doit,  d'après  ce  qui  précède,  coïncider  avec 
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son  symélrique  par  rapportai!    plan  méridien  qui  passe  au  point  consi- 
déré, et,  par  suite,  fitre  perpendiculaire  à  ce  dernier  plan. 

439.  Après  le  plan,  les  surfaces  cylindriques  les  plus  simples  sont 
celles  qui  ont  pour  directrices  des  cercles. 

Parmi  celles-là,  ou  considère,  en  particulier,  celle  qui  a  pour 
section  droite  un  cercle  et  qui  est  la  surface  cylindrique  de  révolu- 
tion :  cette  surface  est,  eu  effet,  celle  qu'on  obtient  en  faisant 
tourner  une  droite  D  autour  d'un  axe  A  qui  lui  est  parallèle,  car, 
dans  ce  mouvement,  la  droite  reste  constamment  parallèle  à  A,  pen- 
dant qu'un  quelconque  de  ces  points  décrit  un 
cercle  dont  le  plan  est   perpendiculaire   à  A;   et  ^--       ^ 

inversement,  tout  cylindre  dont  la  section  droite 
est  un  cercle  peut  être  obtenu  de  cette  manière. 
Taxe  A  étant  la  parallèle  menée  par  le  centre  du 
cercle  k  la  direction  des  génératrices. 

En  coupant  la  surface  cylindrique  de  révolution 
par  deux  plans  de   sections  droites,  on  obtient  le  "~      ^ 

cylindre  droit  à  base  circulaire  ou  cylindre  de  révo-  Fir.  nj 

lulion  [fig.  339),  que  l'on  peut  encore  considérer 
comme  la  figure  engendrée    par    un    rectangle  kh!\)Ù'  [fig.  339) 
tournant  autour  d'un  de  ses  côtés. 

Un  cylindre  de  révolution  est  manifestement  défini  quand  on  se 

donne  le  cercle  de  base  et  la  hauteur  (ainsi  que  le  sens  dans  lequel 

elle  doit  être  portée).  Deux  cylindres  de 

révo!  ution  qui  ont  même  rayon  de  base  et 

même  hauteur,  sont  égaux. 

440.  Surface  latérale  du  cylindre. 

Un  cylindre  étant  donné  [fig,  340),  ins- 
crivons dans  ia  première  courbe  de  base 
un  polygone  quelconque  :  ce  polygone 
sera  la  base  d'un  prisme  ABCDEA'B'C'D'E' 
[fig.  340)  ayant  pour  arêtes  des  généra- 
trices du  cylindre  et  pour  seconde  base  un 

pnlygjne  inscrit  dans  la  seconde  base  de  celui-ci  :  prisme  qui  sera 

dit  inscnl  au  eylindre- 

Lmrr   latétale  du  cylindre   est,    par  définition,    la  limite   vers 

laquelle  tend  laire  latérale  d'un  prisme  inscrit,  lorsque  le  nortibre 
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des  cOtés  du  polygone  de  base  augmente  indéfiiiimenl,  de  manière 
que  chacun  d'eux  tende  vers  zéro. 

Dans  ie  cas  du  cylindre  droit  à  hase  circulaire,  nous  allons 
prouver  l'existence  de  cette  limite  et  en  trouver  la  valeur. 

Théorème.  ~  L'aire  latérale  d'un  cylindre  droit  à  base  circulaire 
est  égale  au  produit  du  périmètre  de  la  base  par  la 
hauteur. 

En  effet,  l'aire  latérale  du  prisme  inscrit 
{fig.  341)  est  égale  (388),  au  périmètre  de  la  sec- 
tion droite  [qui  se  confond  ici  avec  la  base)miil- 
tiplié  par  l'arête  latérale. 

Si  l'on  augmente  indéfiniment  le  nombre  des 
côtés  du  polygone  de  base,  de  manière  que  cha- 
cun  d'eux  tende  vers  zéro,  le  périmètre  de   ce 
^"''  '''■  polygone  tend,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré 

(PI.,  176-17T),  vers  une  limite,  qui  est  la  longueur 
de  la  circonférence  de  base  du  cyiindre;  l'arête  du  prisme  étant 
d'ailleurs  constamment  égale  k  la  hauteur  du  cyliudre,  le  théorème 
est  démontré  ('). 

Corollaire.  —  Soient  R  le  rayon  de  base  du  cylindre,  h  sa  hauteur. 
L'aire  latérale  est  27cRft,  puisque  la  circonférence  de  base  a  pour 
longueur  2nR. 

Pour  avoir  Yaire  totale  du  cylindre,  il  faudrait  ajouter,  bien 
entendu,  les  aires  des  deux  cercles  de  bases.  L'aire  totale  est  donc 
SttRA  +  27tR^  =  SttR  [h  +  R). 

441.  Volume  du  cylindre. 

Le  volume  d'un  cylindre  est,  par  définition,  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  volume  d'un  prisme  inscrit,  lorsque  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  de  base  augmente  indéfiniment,  de  manière  que  chacun 
d'eux  tende  vers  zéro. 

Dans  le  cas  du  cylindre  à  base  circulaire,  droit  ou  non,  nous 
allons  prouver  l'existence  de  cette  limite  et  en  trouver  la  valeur. 

(I)  Le  raisonnement  s'applique  à  un  cylindre  qualconqua,  du  momeDl  que 
(PI.,  179,  note)  la  longueur  de  la  courbe  de  eooHon  droito  de  ce  cylindre  : 
moment  que  le  pârimètre  d'un  polygone  inscrit  dans  cBtte  coarbe  et  dont  le  i 
BUgmonte  iadéflniment  lend  vers  une  limile  (voir  flg.  3401.  La  conolaalon  ■ 
la  suivante  ;  L'aii-e  laténds  d'«n  cslindrs  quelamqas  Bit  égale  a\i  p6rxmkt<-e  dt  i 
miilliptié  par  l'arêle. 


n  a  pu  définir 
est-à-dire,  du 
nliFB  de  cdtéa 
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Théorème.  —  Le  volume  du  cylindre  à  base  circulaire  est  égal  à  la 
surface  de  base,  multipliée  par  la  hauteur. 

Le  volume  du  prisme  inscrit  est,  en  eflfel,  égal  au  produit  de  la 
surface  de  sa  base  par  sa  hauteur  :  cette  dernière  est  commune  au 
prisme  et  au  cyliudre,  pendant  que  la  surface  de  base  du  prisme  a 
pour  limite  la  surface  de  base  du  cylindre  ('). 

Corollaire.  —  Soient,  comme  précédemment,  R  le  rayon  du 
cylindre  ;  li  sa  hauteur.  Le  volume  est  ttR*/*. 

Remarque.  —  Nous  avons  défmi  l'aire  latérale  et  le  volume  d'un  cylin- 
dre comme  limites  de  i'aire  latérale  et  du  volume  d'un  pi-isme  inscrit. 
Nous  serions  évidemment  arrivés  à  la  m6me  limite  en  considérant  l'aire 
latérale  e.L  !e  volume  d'un  prisme  circonscrit  (on  désigne  sous  ce  nom 
un  prisme  ayant  poor  bases  des  polygones  circonscrits  aux  courbes  de 
bases  et  dont  les  arél.es   sont    parallèles   et   égales  aux  fjéiiératrices  du 

EXERCICES 


689.  Si  une  droite  a  plus  de  deux  points  communs  avec  une  surface  cylindrique  à 
base  circulaire,  elle  est  une  génératrice  de  la  surface. 

630.  Trouver  le  lieu  des  milîeHï  des  cordes  interceptées  par  une  surface  cylindri- 
que à  base  circulaire  ai      '  ' 

631.  Mener,  par 
révolution  donné, 

633.  Lieu  des  centres  des  homothéties  de  rapport  donné  et  telles  que  l'homologue 
d'une  droite  donnée  rencontre  un  cercle  donné. 

633.  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  tels  que  leurs  projections  sur  les  eûtes 
d'un  triangle  donné  soient  trois  points  en  ligne  droite. 

634.  Démontrer  que  les  seules  surfaces  de  révolution,  qui  soient  en  même  temps 
des  cylindres,  sont  les  cjUndres  de  révolution  définis  au  n°  439. 

635.  Calculer  les  dimensions  du  lilrequisert  à  mesurer  les  grains  et  du  litre  qui 
sert  à  mesurer  les  liquides,  sachant  que  ces  deux  instruments  ont  tous  deux  la 
forme  cylindrique,  la  hauteur  étant,  dans  le  premier,  égale  au  diamètre  de  la  base 
et,  dans  le  second,  double  de  ce  diamètre. 

636.  Quel  est  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  un  rectangle  tournant  succes- 
sivement autour  de  deux  côtés  consécutifs  ? 

637.  Étant  donnés  un  cercle  et  deux  diamètres  rectangulaires,  trouver  un  rec- 
tangle ayant  deux  cfltés  suivant  ces  diamètres,  un  sommet  sur  la  circonférence  et 
et  qui,  en  tournant  autour  d'un  de  ses  côtés,  engendre  un  cylindre  de  surface  totale 
donnée.  Maximum  de  cette  surface  totale. 

(1)  Le  raisoanament  s'applique  évidemment  à  un 
toutefois  que  iB  â<f  flniUon  (PI.,  3fl0,  note)  da  l'aire 
de  ]>tise  de  ce  cylindre.  Moyennant  cette  condition 
d'an  cylinilre  quelconque  eil  égal  au  produit  de  sa  àe 
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GÉOMÉTRIE. 


638.  Étant  donné  un  cylindre  droit  à,  hase  circulaire,  évaluer  la  portion  de  l'aire 
latérale  comprise  entre  la  base,  un  plan  Ppassantpar  uiidiamëlre  de  la  base  et  deux 
génératrices  quelconques  (voir  la  %ure  el-contre).  Montrer  que  l'aire  ainsi  définie 
est  quarrable,  c'est-à-dire  qu'on  peut  construire  un  rectangle 
équivalent  (on  suppose  qu'on  a  tracé  le  cercle  de  base,  marqué 
sur  sa  circonférence  les  pieds  des  deux  génératrices,  donné  la 
longueur  interceptée  par  le  plan  P  sur  l'uue  d'elles  et  la 
direction  d    d*an  't  e  omra  nui       pi  ns). 

(On  m  t      I    n  é  h  d   d    n  440     n     mplaçant  d'abord  la 
surface   jl    d   f      ""    —        "  


et  le  -volume  Je  c 
surface  Gjlindriqi 
où  la  parallèle  a< 
plans  donnés. 


639.  E 


peut  app  1 
;  solide  so  1 1 
e  et  deui  pi 


fa  e    yl  n  I    q       à  base  circulaire 
ail  1  l  [    ais  ne  se  coupant 

u  fa  e)  n  M  nt  un  solide  (qu'on 
yl  d  )  M  nt  que  l'aire  latérale 
d  n  yl  d  1  mité  par  la  même 
menés  aux  points 
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CHAPITRE    II 

CONE    -    TRONC    DE    CONE 

442.  Parmi  les  cônes,  on  distingue  ceux  qui  ont  pour  bases  des 
cercles. 

En  particulier,  un  cône  dont  la  base  est  uq  cercle  et  dont  le  sommet 
est  sur  la  perpendiculaire  élevé  au  plan  du  cercle  par  son  centre, 
a  reçu  ie.nom  de  cône  droit  à  base  circulaire  ou  cône 
3  de  révolution. 

A  Ce    cône    (/îg.  342),  considéré   comme  surface 

/     \  conique  illimitée,  est,  en  effet  la  surface  de  révo- 

/         \  lution  qui  a  pour  méridienne  une  droite  sécante  à 

„/       j,     \        l'axe  ;  considéré  comme  solide  limité,  c'est  la  figure 

'---——-'         engendrée  par    un  triangle  rectangle  qui  tourne 

Fin.  3is.  autour  d'un  de  ses  côtés. 

Un  cône  droit  est  évidemment  déterminé  lors- 
qu'on donne  son  cercle  de  base  et  sa  hauteur,  avec  !e  sens  dans 
lequel  celle-ci  doit  être  portée.  Deux  cônes  droits  de  même  rayon 
de  base  et  de  même  hauteur  soit  égaux. 

La  longueur   commune  des  génératrices    d'un  5 

cône  droit  a  reçu  ie  nom  â'arêle  latérale  ou  d'apo-  / 1\ 

thème  du  cône.  On  donne  le  nom  d'angle  au  sommet 
du  cône  à  l'angle  que  forment  entre  elles  deux 
génératrices  situées  dans  un  même  plan  méridien, 
angle  é\'idemment  double  de  l'angle  compris  entre 
l'une  d'elles  et  l'axe.  ^m.  uj. 

Il  est  clair  que  le  tronc  de  cdtie  de  révolution  y<^\x\, 
s'obtenir  en  faisant  tourner  un  trapèze  rectangle  ABaè  {fig.  343) 
autour  du  côté  perpendiculaire  aux  bases. 

Remarque.  —  Si  la  génératrice  est  perpendiculaire  à  l'axe,  la 
surface  dégénère  en  un  plan. 
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443.  Aire  latCrale  du  cane  de  révolution. 

Si,  dans  ia  base  d'un  cône  quelconque,  on  inscrit  un  polygone 
quelconque,  la  pyramide  qui  a  pour  base  ce  polygone  et  dont  le 
sommet  est  le  même  que  celui  du  cône,  est  dite  inscrite  à  celui-ci. 

Oo  nomme  aire  latérale  du  cône,  la  limite  vers  laquelle  tend  Taire 
latérale  d'une  pyramide  inscrite,  lorsque  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  de  base  augmente  indéfiniment,  de  manière  que  chacun 
d'eux  tende  vers  zéro. 

Nous  allons,  dans  le  cas  du  cône  de  révolution,  prouver  l'existence 
de  cette  limite  et  en  trouver  la  valeur. 

Théorème.  —  L'aire  latérale  du  cônedroil  est  égale  au  demi-produit 

de  la  circonférence  de  base  par  l'arête  latérale. 

Dans  le  cône  donné,  de  sommet  S  (fig.  344), 

inscrivons  la  pyramide  SA.BCDE.   L'aire  latérale 

de  celte  pyramide  est  la  somme  des  triangles  SA.B, 

SBC,  SCD,    ...,   autrement  dit,  la    somme    des 

demi-produits  obtenus    en   multipliant  chacune 

des  bases  AB,  BC,  CD  ■....  de  ces  triangles  par  la 

hauteur  correspondante.  Elle  est  donc  égaie  (')  à 

Fio.  34i.  ,     ,      .  AB-l-BG-1-  ...  ,,.  ,., 

la  demi-somme ,    multipliée    par 

une  quantité  a  intermédiaire  entre  'la  plus  grande  et  la  plus  petite 
des  hauteurs. 

Lorsque  le  nombre  des  côtés  du  polygone  de  base  augmente 
indéliniment  de  manière  que  chacun  d'eus  tende  vers  /.éro,  la 
somme  AB  -j-  BC  -|-  ...  tend  vers  la  longueur  de  la  circonférence  de 
base.  Quant  aux  hauteurs,  si  nous  considérons,  par  exemple,  la 
hauteur  SH  {fig.  344}  du  triangle  SAB,  laquelle  tombe  au  milieu  H 
de  AB,  nous  voyons,  dans  le  triangle  SAH,  qu'elle  est  comprise  entre 

SAetSA  —  AH,  lequel  est  égalàSA —  —.  Elle  tend  donc  vers 
SA  lorsque  AB  tend  vers  zéro  et,  lorsque  le  plus  grand  des  côtés 
AB,  BC,  ...  tend  vers  zéro,  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
hauteurs  considérées  précédemment  tendent  vers  l'arête  latérale  du 
cône.  Il  en  est  donc  de  même  de  a  et  le  théorème  est  démontré  [^). 
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Corollaire.  —  Appelons  maintenant  a  l'arête  latérale  du  cône,  et 
1 
soit  R  le  rayon  de  base.  L'aire  latérale  sera  ^  StiR  X  n  =  icKa. 

L'aire  totale  dii  cône  s'obtiendra  en  ajoutant,  à.  l'aire  latérale,  celle 
de  la  base,  ce  qui  donnera  nRa  +  "I*-^  =  ttR  (a  +  R). 

Remarque.  —  Si,  au  lieu  de  pyramides  inscrites  au  cane,  nous  avions 
considéré  des  pyramides  circonscrites,  c'est-à-dire 
ayant  pour  bases  des  polj'gones  circonscrits  à  la  base 
du  cône  (le  sommet  restant  le  même),  nous  aurions 
constaté  que  les  surfaces  latérales  de  ces  pyramides 
tendent  vers  la  même  limite  que  les  surfaces  laté- 
rales des  pyramides  inscrites.  Le  raisonnement  pré- 
cédent peut  eu  effet  se  répéter  dans  ces  nouvelles 
conditions,  avec  cette  seule  modification  que,  dans 
une  pyramide  circonscrite  SA'B'C'D',...  {flg.  345),  les 
hauteurs  des  triangles  SA'B',  SB'G',...  sont  couslam-  fig.  ra- 

ment égales  à  l'apothème  du  cône,  car  elles  tombent 
(364)  aux  points  de  contact  des  côtés  A'B',  B'C',...  avec  le  cercle  de  base. 

444.  Volume  du  cône. 

On  nomme  volume  d'un  cône  quelconque,  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  volume  d'une  pyramide  inscrite,  lorsque  le  nombre  des  côtés 
du  polygone  de  base  augmente  indéfiniment  de  manière  que  cbacun 
d'eux  tende  vers  zéro. 

Dans  le  cas  du  cône  à  base  circulaire,  nous  allons  prouver 
l'existence  de  cette  limite  et  en  trouver  la  valeur. 

Théorème-  —  Le  volume  d'un  cône  à  base  circulaire  est  égal  au  tiers 
du  produit  de  la  surface  de  base  par  la  ha-uteur. 

Ce  théorème  se  déduit  immédiatement  du  théorème  relatif  au 
volume  de  la  pyramide,  en  remarquant  que  l'aire  du  polygone  qui 
sert  de  base  h  la  pyramide  tend,  par  définition,  vers  Taire  du  cercle 
qui  sert  de  base  au  cône,  lorsqu'on  augmente  le  nombre  des  côtés 
dans  les  conditions  indiquées  {'}. 

Corollaire.  —  Soient  R  le  rayon  de  base;  /(  la  hauteur.  Le  volume 
est  -  T:R'h. 


alufllion  élémenlaira,du  m 
l'on  puisée  déflnîr  l'aire  de 
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Remarque,  —  11  esl  clair  qu'on  serait  arrivé  au  iiième  résultat  en  sub- 
stituant, aux  pyramides  insci-ites,  des  pjTaraides  circonscrites, 

445.  Aire  latérale  du  tronc  de  cône  de  révolution. 

Si,  dans  le  cône  dont  fait  partie  un  tronc  de  cône  donné  on  inscrit 
une  pyramide,  le  plan  de  base  supérieure  du  tronc  détache  de 
cette  pyramide  un  tronc  de  pyramide,  qui  est  dit  ima-U  au  tronc 
de  cône. 

On  nomme  aire  latérale  du  tronc  de  cône,  la  limite  vers  laquelle 
tend  l'aire  latérale  d'un  tronc  de  pyramide  inscrit,  lorsque  le  nombre 
des  côtés  des  polygones  augmente  indéfiniment,  de  manière  que 
chacun  de  ces  côtés  tende  vers  zéro. 

Cette  définition  est  manifestement  équivalente  à  la  suivante  : 
L'aire  latérale  d'un  tronc  de  cône  est  la  différence  des  aires  des 
deux  cônes  qui  font  partie  de  la  même  surface  conique  que  le  tronc 
et  qui  ont  bases  respectives  les  deux  bases  de  ce  tronc. 

Théorème.  —  L'aire  latérale  d'un  Ironc  de  cône  de  révolution  est 
égale  à  la  demi-somme  des  deux  circonférences  de  basas,  multipliée  par 
V arête  latérale. 

Soit  le  tronc  de  cône  ABA'B'  {fig,  346),  dont  l'arête  latérale  est 

AA'  et  qui  fait  partie  d'un  cône  SAB  de  sommet  S.  L'aire  latérale  de 

ce  cône  est  la  différence  des  aires 

s  latérales  du  cône  SAB  et  du  cône 

,-''/\  SA'B'  qui  a  pour  base  la  petite  base 

;    ',  du  tronc, 

,•■'—---,._;— ^g,  Par  le  point  A,  menons  à  SA  une 

bx'_  /       \  perpendicu\aire.  A^  égale  à  lalon- 

_.-''  "*"f-__A^"        gueur  de  la  circonférence  de   base 

'""""- -.__        /, .\         AB,  et  joignons  S6.  Si,  par  le  point 

"V-,      -^        A',  nous  menons  une  parallèle  A'ô' 

p,„^  3,5  à  Aô,  jusqu'à  rencontre  en  b'  avec 

Si,  cette  droite  A'è'  sera  égale  à,  la 

longueur  de  la  seconde  circonférence  de  base  A'B',  Car  le  rapport 

des  deux  circonférences  de  bases  A'B',  AB,  c'est-à-dire   le   rapport 

de  leurs  rayons,  est  égal  à  ^—  ou  à  -rr*)  ^t  l'on   a,    d'autre    part, 

cire.  AB  =  Ai. 
Dès  lors,  î'aire  latérale   du  cône  SAB  est  égale  (443)  à  colle  du 
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triangle  SAé  el  l'aire  latérale  du  cône  SiVB',  à  celle  du  triangle  SA'fi  . 
L'aire  du  tronc  de  côoe  donné  équivaut  donc  à  celle  trapèze  rectangle 
AA'W,  laquelle  a  bien  l'expression  indiquée  par  l'énoncé. 

Corollaires.  —  1.  Si  El,  R'  sont  les  rayons  des  bases;  a,  l'arête, 
l'aire  latérale  est  it  (R  +  E>. 

Il,  L'aire  latérale  d'un  tronc  de  cône  esl  égale  au  produit  de 
l'arête  par  la  circonférence  obtenue  en  coupant  le  solide  par  un  plan 
parallèle  aux  bases  et  équidistant  de  ces  bases. 

Car  un  tel  plan  passe  par  le  milieu  A"  [fig.  346)  de  AA'  :  la  lon- 
gueur de  la  circonférence  de  section  est  (d'après  un  raisonnement 
tout  semblable  à,  celui  qui  a  été  fait  tout  à  l'heure)  égale  à  la  droite 
A"&"  parallèle  à  A6  et  limitée  à  S6.  Le  produit  de  cette  circonférence 
par  l'arête  A.V  équivaut  donc  {PI.,  252  èî s)  k  l'aire  du  trapèze 
kk'bb'. 

c.  q.  F.  D. 


Remai!que.  —  On  peut  considérer  le  cylindre  et  le  cône  c 
cas  limites  du  tronc  de  cône  :  le  premier  correspondant  à  l'hypo- 
thèse oti  le  trapèze  qui  engendre  le  tronc  de  cône  devient  un 
rectangle  (ses  bases  étant  égales)  ;  le  second,  à  l'hypothèse  où  ce 
trapèze  se  réduit  à  un  triangle  (une  des  bases  étant  nulle). 

Les  corollaires  précédents  continuent  à  s'appliquer  et  donnent 
bien  :  pour  R'  =  R,  l'aire  du  cylindre  (440)  ;  pour  R'  =:  0,  l'aire  du 
cône  (443). 

446.  Volume  du  tronc  de  cône. 

Le  volume  du  tronc  de  cône  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le 
volume  d'un  tronc  de  pyramide  inscrit,  lorsque  jes  côtés  des  poly- 
gones de  bases  tendent  tous  vers  zéro.  Il  est  évidemment  égal 
à  la  difl'érence  des  volumes  de  deux  cônes,  les  mêmes  dont  il  a 
été  question  dans  le  numéro  précédent,  àpropos  de  l'aire  latérale. 

Théorème.  —  Un  tronc  de  cône  à  base  circulaire  est  équivalent  à 
la  somme  de  trois  cônes  ayant  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du 
tronc  et,  pour  bases  respectives,  les  deux  bases  de  ce  tronc  el  une 
moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases. 

Car  le  tronc  de  pyramide  inscrit  esl,  d'après  le  théorème  du 
n"  408,  équivalent  à  la  somme  de  trois  pyramides,  qui  tendent  respec- 
tivement vers  les  trois  cônes  dont  parle  renoncé. 
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Corollaire.  —  Si  li  et  R'  sont  lesrayons  des  bases,  h  la  hauleur,  lu 
volume  est  -  ■kIi  (R=  +  U'^  +  HR')- 

Car  les  bases  du  tronc  sont  respecLi\ement  mesurées  pai-  ttR^  et 
Trlt'^.dontlamoyenneproportionnelle  est  \/rR^  x  tcR'^  =  r.TiW. 

EXERCICES 

OiO.  Si  une  droile  a  plus  de  deuï  points  communs  avec  ime  surface  tonique  à  base 
circulaire,  elle  est  une  généralrice  de  la  surface. 

641.  Montrer  que  les  seules  surfaces  de  révoluiion  qui  soient  en  même  temps  des 
cônes  sont  les  cônes  de  révolution  déiinis  au  n-  442. 

642.  Mener,  par  un  point  donné,  un  plan  tangent  à  un  cône  à  base  circulaire 
donné. 

643.  Si  nn  cône  de  révolution  est  tangent  aux  deux  faces  d'un  dièdre,  les  généra- 
ti'ices  de  contact  font<îes  angles  égaux  avec  l'arête.  Le  plan  mené  par  l'axe  du  cône 
et  l'arête  du  dièdre  fait  des  angles  égaux  avec  les  faces,  et  fait  aussi  d^s  angles  égaux 
avec  les  plans  méridiens  des  génératrices  de  contact. 

614.  Quel  est  le  lieu  des  axes  des  cônes  de  révolution  fangents  à  deux  plans 
donnés  7 

645.  Quel  est  le  lieu  désaxes  des  oônes  de  révolution  qui  passent  par  deuï  droites 
concourantes  données? 

646.  Lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  un  point  et  à  un  plan 
passant  par  ce  point  soit  constant. 

647.  Démontrer  iju'un  cône  à  base  circulaire,  mais  quelconque  d'ailleurs  [c'est-à- 
dire,  en  général,  non  de  révolution],  admet  toujours  un  plan  de  symétrie  et  que  la 
surface  conique  dont  il  fait  partie  admet  un  axe  de  symétrie. 

648.  Faire  passer  un  cône  da  révolution  par  trois  droites  données  concourantes, 
mais  non  situées  dans  un  même  plan.  Quel  est  le  nombre  des  solutions? 

Montrer  que  deux  quelconques  de  &înes  de  révolution  qui  passent  par  les  trois 
droites  données  ont  une  quatrième  droite  commune  (laquelle  peut  être  confondue 
avec  l'une  des  trois  premières).  Construire  la  position  de  cette  quatrième  droite. 

649.  La  condition  pour  qu'un  angle  polyèdre  convexe  à  quatre  faces  soit  inscrip- 
tible  à  un  cône  de  révolution  est  que  la  somme  de  deux  dièdres  opposés  soit  égale  k 
la  somme  des  deux  autres,  ou  sinon,  qu'il  en  soit  lorsqu'on  remplace  une  ou 
plusieurs  arêtes  par  leurs  prolongements. 

650.  Quelle  est  la  condition  pour  qu'un  angle  polyèdre  à  quatre  faces  soit  inscrip- 
Uble  à  deux  cônes  de  révolution?  —  pour  qu'il  soit  inscriptiWe  à  trois  cônes  de  révo- 
lution? Dans  ce  dernier  cas,  les  axes  des  trois  cônes  forment  un  triédre  trirectangle. 

651.  Trouver  un  cône  [ou  un  cylindre)  de  révolution  langent  à  trois  plans  donnés. 
Quel  est  le  nombre  des  solutions? 

Deux  cônes  quelconques  tangents  aux  (rois  plans  donnés  ont  un  quatrième  plan 
tangent  commun.  Construire  ce  plan. 

659.  Quelles  conditions  doivent  remplir  les  faces  d'un  angle  polyèdre  à  quatre 
faces  pour  que  cet  angle  soit  ci rconscrip Cible  à  un  cône  de  révolution?  Dans  quels 
cas  l'angle  polyèdre  est-il  conscriptib le  è.  plus  d'un  cône  de  révolution? 

t  celle  qui  fait  le 
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054.  L'angle  au  sommet  li'un  cône  de  révolution  esl  plus  gi-and  que  l'angle  do  deux 
génératrices  non  situées  dans  le  mêtne  plan  méridien. 

655.  On  coupe  un  cùne  à  l)ase  circulaire  par  un  plan  parallèle  à  la  base,  mais  situé 
au  delà  du  sommet  et  formant,  par  conséquent,  avec  la  seconde  nappe  de  la  surface 
conique,  un  second  cône  liomolliélique,  du  premier.  Évaluer  le  volume  du  solide 
[tronc  de  cône  de  seconde  espèce)  formé  par  l'ensemble  des  deux  cônes,  connaissant 
les  rayons  des  deux  cercles  et  la  distance  de  leurs  plans. 

n  donné,  un  cylindre  de  surface  latérale 

657.  On  donne  deuxcônes  de  révolution  égaux  SAB,  S'A'B',  placés  de  façon  que  les 
plans  des  cercles  de  bf^es  AB,  A'B'  sont  parallèles  et  que  le  sommet  de  chacun  des 
cônes  est  dans  le  plan  du  cercle  de  base  de  l'autre.  On  coupe  ces  deux  cônes  par  un 
plan  P  parallèle  aux  plans  des  deux  bases  et  situé  entre  ces  plans;  ce  plan  P  coupe  le 
premier  cône  suivant  un  cercle  CD  et  le  second  cône  suivant  un  cercle  CD'.  On  dési- 
gne par  r,  1,  h,  le  rayon  delafwse,  l'arêle,  la  hauteur  de  chacun  des  cônes,  par  x  la 
distance  du  sommet  S  au  point  de  rencontre  du  plan  P  et  de  l'arête  SA  et  par  y  la 
distance  du  sommet  S  au  plan  P. 

1"  Déterminei-  x  de  façon  que  le  l'apport  de  la  somme  des  surfaces  latérales  des 
deux  troncs  de  cône  ABCD,  A'B'C'D'  et  de  la  surlace  latérale  du  cône  SAB  soit  égal 
à  un  nombre  donné  X.  Discuter. 

3"  Déterminer  y  de  façon  que  le  rappoi't  de  (a  somme  des  volumes  des  troncs 
de  cônes  ABCD,  A'B'C'D'  au  volume  du  cône  SAB  soit  égal  à  un  nombre  donné  p.. 
Discuter. 
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CHAPITRE    III 

GÉNÉRALITÉS     SUR     LA    SPHÈRE 


447,  Délinition.  —  On  nomme  sphère  {fiij.3il),  le   Heu  géomé- 
trique dfis  points  de  Tespaee  situés  à  une  dislance  donnée  d'un  point 
donné,  appelé  centre  de  la  sphère. 

La  droite  qui  joint  le  centre  à  un 
point  de  la  surface  est  dite  un  rayon. 
Une  droite  qui  joint  deux  points  de  la 
surface  et  qui,  de  plus,  passe  par  le 
centre,  est  dite  un  diamètre.  Il  résulte 
de  la  délinition  que  tous  les  rayons  sont 
égaux  entre  eux  et  qu'un  diamètre  est 
double  d'un  rayon. 
Un  pian  qui  passe  par  le  centre  de  la 
sphère  est  dit  plan  diamêlral.  La  sphère  sépare  l'une  de  l'autre  deux 
régions  de  l'espace  :  l'une,  comprenant  les  points  dont  la  dis- 
tance au  centre  est  moindre  que  le  rayon,  est  dite  intérieure  è.  la 
sphère(')  ;  au  contraire,  les  points  dont  ia  distance  au  centre  est 
plus  grande  que  le  rayon  sont  dits  extérieurs  à  la  surface.  On  ne 
peut  passer  de  l'une  des  deux  régions  à  l'autre  par  un  chemin  continu 
sans  traverser  la  surface. 

Ladéfluitionde  lasphère.jointeà  celle  delà  circonférence  (PI. ,56) 
montre  évidemment  que  la  section  d'une  sphère  parun  plan  diamétral 
est  une  circonférence  de  même  centre  et  de  même  rayou  que  la 
sphère  :  une  telle  circonférence  est  dite  grand  cercle  de  la  sphère. 

Théorème.  —  La  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  dcmî- 
circonférence  autour  de  son  diamètre  est  une  sphère. 

(L)  On  donne  également,  daoa  le  langage  ooHraiil.  l_o  nom  ds  aphéi-e  k  In  région  situéo  A 
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Réciproquement,  toute  sphère  peut  être  considérée  comme  engendrée 
de  cette  façon,  Vaxe  étant  un  diamètre  quelconque  de  la  surface. 

1°  Soit  une   de  mi- circonférence  du  centre  0  {fig-  348)  tournant 
autour  de  son  diamètre  AB.  La  dislance  OM  d'un  point  quelconque 
de  la  demi-cipconférence   au.  centre  0  ne  changera  pas  dans   ce 
déplacement,  de  sorte  que  le  point   M 
sera  constamment    sur   une  sphère   S  ^ 

ayant  même  centre  et  même  rayon  que 
la  circonférence  donnée. 

Inversement,  tout  point  M'  de  la 
sphère  ainsi  obtenue  est  tel  que  la  dis- 
tance OM'  soit  égale  à  OA.  Il  appartient 
donc  aune  circonférence,  section  de  la 
sphère  par  le  plan  AM'B,  el  qui  est  une 
des  positions  que  vient  prendre  ta  cir- 
conférence donnée  dans  son  mouvement  i^,,;,  j^g, 
de  révolution  autour  de  l'axe; 

1"  Soit  AB  un  diamètre  quelconque  d'une  sphère  donnée  0.  Par 
AB,  faisons  passer  un  plan  qui  coupe  la  sphère  suivant  une  circon- 
férence de  centre  0.  La  sphère  engendrée  par  la  révolution  d'une 
des  moitiés  de  cette  circonférence  autour  de  l'axe  AB  coïncide 
manifestement  avec  la  sphère  donnée. 

Remarque.  ■ —  On  voit  que  la  sphère  est  de  révolution  autour  d'un 
quelconque  de  ses  diamètres. 

Par  conséquent  (438),  la  sphère  admet  tous  ses  plans  diamétraux 
comme  plans  de  symétrie. 

448  .Intersection  (l'une 
droite  et  d'une  sphère. 

Pour  étudier   l'intersec- 
tion d'une  droite  a;!/  et  d'une 
sphère  S  {fig.  349),  faisons 
passer  un  plan  par  la  droite 
xf/   et  le  centre   0    de   In. 
sphère.  Tout  point  commun 
à  la  droite  et  à  la  sphère  appartenant  forcément  au  grand  cercle,  sec- 
tion de  la  sphère  par  ce  plan,  les  conclusions  du  n"  58  (PI.,  liv.  II), 
nous  permettent  d'énoncer  les  propositions  suivantes  : 
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1°  Une  droite  ne  rencontre  pas  une  sphère,  si  la  distance  de  cette 
droite  au  centre  est  plus  grande  que  le  rayon  ; 

2°  Si  celte  distance  est  plus  petite  que  le  rayon,  la  droite  et  la  sphère 
se  coupent  en  deux  points.  La  corde  interceptée  sur  la  droite  est 
d'autant  plus  petite  que  la  distance  de 
la  droite  au  centre  est  plus  grande  ;  le 
centre  se  projette  au  milieu  de  cette 
corde  ; 

3"  Enfin,  dans  le  cas  intermédiaire 
où  la  distance  de  la  droite  au  centre 
est  égale  au  rayon,  la  droite  n'a,  avec 
la  sphère,  qu'un  point  commun. 

On  dit  alors   qu'elle  est  tangente  à 
la  sphère  (AT,  fy:  330). 
On  voit  qa'une  tangente  ô-  la  sphère 
est  perpendiculaire  au  rayon  du  point  de  contact,  et  qu'inversement, 
toute  droite  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'un  rayon  est  tangente. 

449.  La  définition  que  nous  venons  de  donner  de  la  tangente  à  la 
sphère  n'est  pas  celle  que  nous  avons  indiquée,  d'une  façon  générale, 
pour  la  tangente  à  une  surface  quelconque  (433).  Nous  allons  faire 
voir  que  ces  deux  définitions  sont  entièrement  équivalentes  l'une 
à  l'autre. 

Par  un  point  A.  de  la  sphère  {fig.  3S0),  soit  tracée  une  courbe 
quelconque  (C),  que  nous  supposerons  avoir  une  tangento  AT.  Nous 
avons  à  démontrer  que  AT  est  tangente  à.  la  sphère,  au  sens  du 
numéro  précédent. 

Or  la  tangente  AT  est  la  limite  d'une  sécante  AH,  lorsque  le 
point  B  tend  vers  le  point  A.  Le  point  M,  projection  du  centre 
AB,  est  le  milieu  de  AB  :  il  tend  donc,  dans  les  conditions  dont 
nous  venons  de  parler,  vers  le  point  A  ;  d'oCi  résulte  nécessairement 
la  conséquence  demandée. 

Inversement,  toute  droite  AT  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'un 
rayon  de  la  sphère  est  tangente  au  moins  à  une  courbe  tracée  sur  la 
surface,  à  savoir  le  grand  cercle  situé  dans  le  plan  DAT. 

449  bis.  De  ce  qui  précède,  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  lieu  des  tangentes  à  la  sphère  en  un  de  ses  points 
est  le  plan  perpendiculaire  au  rayon  qui  aboutit  en  ce  point  {fig.SSO). 
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Ce  plan  est  dllplan  tangent  à  la  sphère,  au  point  considéré. 

Nous  avons  donc  démontré,  pour  la  sphère,  un  théorème  & 
à  celui  qui  avait  été  précédemment  établi  pour  les  cylindres  (433)  et 
pour  les  cônes  (436). 

Toutefois,  nous  avons  à  noter  une  différence  importante  :  un  plan 
tangent  à  la  sphère  n'a  manifestement  qu'un  seul  point  de  contact. 
Le  cylindre  et  le  cône  présentaient,  au  contraire,  cette  particularité 
que  le  plan  tangent  était  le  même  en  une  infinité  de  points  (à  savoir, 
tous  les  points  d'une  même  génératrice). 

450.  Intersection  d'nne  sphère  et  d'un  plan. 

Théorème,  —  Si  la  dislance  d'un  plan  au  centre  d'vne  sphh-e  est 
supérieure  au  rayon  de  celle-ci,  les  deux  surfaces  n'ont  aucun  point 
commun. 

Si  la  distance  du  plan  au  eenb-e  de  la  sphère  est  moindre  que  le 
rayon,  les  deux  surfaces  se  coupent  suivant  un  cercle,  dont  le  centre 
est  la  projection  du  centre  de  la  sphère  sur  le  plan. 

Enfin,  dans  le  cas  intermédiaire  où  il  y  a  égalité,  le  plan  n'a  qu'un 
point  commun  avec  la  .sphère;  il  est  (449  bis)  tangent  à  cette  surface. 

Si,  en  effet,  par  la  projection  C  du  centre  0  de  la  sphère  sur  le 
plan  considéré  P,  on   mène,   dans  celui-ci,    une   série  de  droites 


{fig.  351,  3S2),  la  distance  du  centre  à  l'une  quelconque  d'entre  elles 
est  la  même  que  celle  du  même  point  au  plan. 

Si  donc  cette  distance  est  plus  grande  que  le  rayon,  aucune  des 
droites  ainsi  menées  ne  coupe  la  sphère  (448). 

Si  cette  distance  est  égale  au  rayon,  les  droites  en  question  sont 
tangentes. 
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Si  elle  est  plus  petite  que  le  rayon,  toutes  ces  droites  coupent  la 
sphère.  Le  lieu  des  points  communs  est,  d'après  !a  définition  delà 
sphère  et  le  théorème  du  n°  344,  une  circonférence  de  centre  C. 

Ce  dernier  point  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  le  diamètre  OC  peut 
être  considéré  (447,  Rem.),  comme  un  axe  de  révolution  de  la 
sphère.  Si,  en  effet,  M  est  un  point  commun  à  celle-ci  et  au  plan,  ce 
point,  en  tournant  autour  de  OC,  engendre  un  cercle  de  centre  C 
qui  appartient  à  la  fois  à  la  sphère  (engendrée  par  la  révolution  du 
demi-grand  cercle  AMÂ'  situé  dans  le  plan  OCM)  et  au  pian  P 
(engendré  par  la  demi-droite  CM  ;  442,  Rem.). 

Inversement,  si  M'  est  un  autre  point  quelconque  commun  à  la 
sphère  et  au  plan,  le  demi-grand  cercle  AMA'  peut  être  amené,  par 
une  rotation  autour  de  OC,  â,  coïncider  avec  le  demi-grand  cercle 
AM'A',  situé  dans  le  plan  OCM'.  Le  point  M  qui,  dans  ce  mouvement, 
n'a  pas  cessé  d'appartenir  au  plan  P,  se  trouve  alors  amené  à 
l'intersection  de  ce  pian  et  du  demi-grand  cercle  AM'A',  c'est- 
à-dire  au  point  M'.  Ce  dernier  est  donc  bien  une  des  positions  que 
vient  prendre  le  point  M  en  tournant  autour  de  OC. 

Corollaires.  —  L  Une  sphère  de  rayon  R  et  un  plan  situé  à  une 
distance  d  du  centre  se  coupent  suivant  un  cercle  dont  le  rayon  r  est 
donné  par  la  formule 

r  =  v'R'  —  d'. 

C'est  ce  qui  se  voit  dans  le  triangle  rectangle  OCM  {/ig.  352), 
lequel  a  pour  hypoténuse  R  et  pour  côtés  de  l'angle  droit  !■,  d. 

La  formule  précédente  justifie  la  dénomination  de  grand  cercle, 
donnée  plus  haut  à  la  section  de  la  sphère  par  un  plan  passant  par 
le  centre,  section  dont  le  rayon  est  R.  On  voit  en  effet  que  toutes 
les  autres  sections  de  la  sphère  [lesquelles  sont  appelées  ^e((/s 
cercles]  ont  un  rayon  inférieur  k  R. 

II.'  Toute  sphère  qui  contient  trois  j^oints  d'un  cercle,  contient  ce 
cercle  tout  entier.  Car  le  plan  de  ce  cercle  coupe  la  sphère  suivant  un 
cercle,  forcément  identique  au  premier  (PI.,  57). 

III.  Le  lieu  des  centres  des  sphères  qui  passent  par  un  cercle 
donné  est  la  droite  (dite  axe  du  cercle)  perpendiculaire  au  plan  du 
cercle  en  son  centre. 

En  effet,  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  voir  que  les  centres 
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des  sphères  qui  conliennenL  le  cercle  doiin6  sont  tous  sur  la 
droite  en  question,  et  que,  réciproquemenl,  la  splière  qui  a  pour 
centre  un  point  quelconque  de  cette  droite  et  qui  passe  par  un 
point  du  cercle  donné,  contient  ce  cercle  tout  entier. 

451.  Tbéorème.  —  Deux  cercles  qui  ont  deux  points  communs 
sans  aire  situés  dans  un  même  plan,  déterminent  une  sphère. 

Soient  les  deux  cercles  C,  G  [fifi.  3b3)  dont  les  plans  sont  P,  i" 
et  qui  ont  les  deux  points  com- 
muns A,  B. 

Toute  sphère  passant  par  le 
cercle  C  aura  son  centre,  sur  îa 
perpendiculaire  Car,  élevée  par 
le  centre  de  ce  cercle  au  plan  P, 
et  réciproquement,  toute  sphère 
ayant  son  centre  sur  cette  droite 
et  passant  par  A  contiendra  tout 
le  cercle  C.  En  particulier,  il  ré-  fh^  \m. 

suite  tout   d'abord  de    !à  et  du 

n°  340  que  la  droite  Qx  est  dans  le  plan  perpendiculaire  au  milieu 
deAB. 

De  même,  toute  sphère  passant  par  le  cercle  C  aura  son  centre 
sur  la  perpendiculaire  CV,  élevée  par  le  centre  de  ce  cercle  au 
plan  P'  ;  et,  réciproquement,  toute  sphère  ayant  son  centre  sur 
cette  droite  et  passant  par  le  point  A,  contiendra  tout  le  cercle  C. 
En  particulier,  cette  droite  est  dans  le  pian  perpendiculaire  au 
milieu  de  AB. 

Les  deux  droites  G«,  CV  sont  dans  un  même  plan;  elles  ne  sont 
ni  parallèles  ni  confondues  {sans  quoi  les  plans  P,  P',  qui  leur  sont 
respectivement  perpendiculaires,  seraient  eux-mêmes  parallèles 
ou  confondus,  ce  qui  n'est  pas)-  Elles  se  coupent  donc  en  un  point 
unique  0. 

La  sphère  de  centre  0  et  de  rayon  OA.  répond,  et  répond  seule,  à 
la  question. 

Remarques.  ^ — I.  On  verrait  de  même  que  deux  cercles,  qui  sont 
tangents  entre  eux  sans  être  dans  un  même  plan  {fig.  334),  déterminent 
une  sphère. 

Il  faudrait  seulement,  dans  la  démonstration  précédente,  rempla- 
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ccr  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  AB  par  le  plan  meué  au 
point  de  contact,  perpendiculaire- 
mont  à  la  tangente  commune. 

II.  Si  les  deux  cercles  donnés 
étaient  dans  un  même  plan,  ce 
serait  ce  plan  qui  remplacerait  la 
sphère.  Le  plan  est  an  cas-limite 
de  la  sphère,  comme  la  droite  est 
un  cas-limite  du  cercle  (PI.,  90, 
^"''  ^''*'  Rem.). 

Théorème.  —  Un  cercla  ci  un  point  exiârieiir  à  son  plan  diiter- 
minenl  une  sphère. 

Quatre  points,  non  situés  dans  un  mime  plan,  déterminent  une 
sphère. 

1°  La  condition,  imposée  à  la  sphère  cherchée  de  passer  par  un 
.  cercle  et  un  point  extérieur  à  son  plan,  peut  être  remplacée  (450, 
CoroU.  Il)  par  ceîle  de  contenir  deux  cercles  qui  ont  deux  points 
communs  :  à  saYOir,  le  cercle  donné  et  celui  qu'on  peut  mener  par 
deux  points  de  ce  cercle  et  le  point  donné  ; 

2°  De  même,  la  condition,  imposée  à  une  sphère,  de  passer  par 
quatre  points  donnés  A,B,C,D,  peut  être -remplacée  par  celle  de 
contenir  deux  cercles  qui  se  coupent  en  deux  points  :  le  cercle  ABC 
et  le  cercle  ABD. 

Corollaire.  —  Une  sphère  ne  peut  avoir  deux  centres,  ni,  par  suite, 
deux  rayons  différents. 

452.  Cône  et  cylindre  circonscrits  à  la  sphère. 

Théorème.  —  Le  lieu  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  une 
sphère  par  un  point  extérieur  est  un  cône  de  révolution. 

Ces  tangentes  sont  toutes  égales  entre  elles. 

Le  lieu  de  leurs  points  de  contact  est  un  petit  cercle  de  la  sphère. 

Les  plans  tangents  au  cône,  lieu  des  tangentes,  sont  tangents  à  la 
sphère.  Ce  sont  les  seuls  plans  jouissant  de  celle  propriété  qu'on 
puisse  mener  par  le  point  donné. 

Soient  0  le  centre  de  la  sphère  donnée  {fig.  35S),  S  le  point  donné. 
Soit  T  le  point  de  contact  d'une  tangente  menée  par  S  à,  l'un  quel- 
conque des  grands  cercles  dont  les  plans  passent  par  OS.  Si  nous  fai- 
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sons  tourner  la  droite  ST  autour  de  l'axe  OS,  eHe  ue  cessera  pas  d'ôtrc 
tangente  à  la  sphère,  puisque  celle-ci  est  derÉYolutioii  autour  de  OS. 

Les  tangentes  ainsi  obtenues  (à  savoir 
les  positions  successives  de  ST)  et  qui 
satisfont  évidemment  aux  conditions  de 
l'énoncé,  sont  d'ailleurs  les  seules  que  l'on 
puisse  mener  du  point  S  à  la  sphère  :  car 
une  telle  tangente  est,  d'après  la  démons- 
tration du  n°  449,  tangente  au  grand  cercle 
situé  dans  le  plan  qui  passe  par  son  point 
de  contact  et  les  points  0,  S. 

En  chacune  des  positions  du  point  T,  le 
cône  et  la  sphère  ont  même  plan  tangent, 
à  savoir  celui  qui  est  déterminé  par  la 
droite  ST  et  la  tangente  It  au  cercle  lieu  pio.  a^s. 

du  point  T. 

Nous  obtenons  ainsi  une  série  du  plans  tangents  menés  du  point 
S  à  la  sphère  :  ce  sont  d'ailleurs  les  seuls,  car,  si  le  plan  tangent  en 
un  point  T  passe  par  le  point  S,  la  droite  ST  est  tangente. 

Remarque.  —  On  dit  que  le  cône  dont  nous  venons  de  parler  est 
circonscrit  à,  la  sphère,  et  celle-ci  inscrite  au  cône. 

Inversement,  le  long  d'un  petit  cercle  quelconque,  on  peut  inscrire 
un  cône  à  la  sphère  :  le  sommet  de  ce  cône  sera  le  point  où  le  plan 
tangent  en    un   point    quelconque   du 
cercle  coupe   le   diamètre  perpendicu- 
laire au  plan  de  ce  cercle. 

Théorème.    —  Le   lieu  des  tangentes 
menées  à  une  sphère,  parallèlement  à  une 
droite  donnée,  est  un  cylindre  de  révolu' 
tion.  Lesplans  tangents  à  ce  cylindre  sont 
tangents  à  la  sphère.   Ce  sont  les  seuls 
plans  qui  jouissent  de  cette  propriété,  tout 
en  étant  parallèles  à  la  droite  donnée. 
Le  lieu  de  leurs  points  de  contact  est  le 
I  est  perpendiculaire  à   la  droite  donnée. 
Soit  Oie  i^g.  336)  la  parallèle  à  la  droite  donnée,  menée  par  le 
centre  de  la  sphère.  Soit  Ty  une  tangente  menée,  parallèlement  à 


grand  cercle  dont  le  plat 
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celLe  droite,  à  un  grand  ccrclo  dont  le  plan  passu  par  Ox.  On  pourra, 
comme  tout  à.  l'heure,  faire  tourner  cette  droite  Ty  autour  de  Oa;, 
sans  qu'elle  cesse  d"être  tangente  à  la  sphère.  Elle  décrira,  dans  ces 
conditions,  «n  cylindre  de  révolution  et  le  point  T  décrira  un  grand 
cercle,  car  le  rayon  OT,  perpendiculaire  à  la  tangente,  décrira  le 
plan  mené  par  0  perpendiculairement  à  la  direction  donnée. 

On  verrait,  comme  plus  haut,  que  les  seules  tangentes  à  la  sphère 
parallèles  à  OiF,  sont  les  génératrices  dii  cylindre  dont  nous  venons  de 
parler  et  que  ce  cylindre  est  circonscrit  à  la  sphère,  c'est-à-dire  tan- 
gent (')  à  cette  surface  en  tous  les  points  du  cercle  que  décrit  le  point  T. 
laxersement,  le  long  d'un  grandcercleguetconque,onpeutcirconscrire 
à  la  sphèretmc;/lindre,ce[\ii  qui  a  pour  section  droite  le  grand  cerelo. 
452   bis.  Par  une   droite  entièrement  exlérîeiire  à  une  sphùre,  on 
peut  mener  deux  plam  tangents  à  cette  sphère. 
Soient  D  la  droite  donnée  [fig.  3b7);  C,  le  cercle  de  contact  du  cône 
circonscrit  ii  la  sphère,  ayant  pour 
sommet  un  point  P  de  cette  droite. 
Le  plan  du  cercle  C  coupe  D  en  un 
point  I,  extérieure  C  (puisqu'il  est 
extérieur  à  la  sphère).  Du  point  1, 
on  peut  mener  deux  tangentes  IT, 
IT'  au  cercle  C.  Le  plan  tangent  k 
la  sphère  au  point  T  n'est  autre 
(n"  précédent)  que  le  plan  TIP. 
Inversement,  tout  plan  tangent  à 
FiG.  :;j7.  lasphèrepassant  par  Pdoit[n°pré- 

cédent)  êtve  tangent  au  cûne  dont 
il  vient  d'être  question.  S'il  passe  également  par  l,  il  coïncide  avec 
l'un  des  deux  que  nous  venons  d'obtenir. 

On  peut  mener  â  une  sphère  deux  plans  tangents  parallèles  à  un  plan 
donné.  Leurs  points  de  contact  sont  les  extrémités  du  diamètre 
perpendiculaire  au  plan  donné. 
453.  Intersection  de  deux  sphëi'es. 

Théorème.  —  Si  deux  sphères   distinctes  ont  un  point  commun 
en  dehors  de  la  ligne  des  centres,  leur  intersection  est  un  cercle,  dont 

|i)  Par  aQBlog[e  avoe  la  déflailioo  donnée  en  géométrie  pLane.  on  dit  que  doiii  aucfacoa 
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le  plan  esl  perpendiculaire  à  celle  ligne  et  le  centre,  situé  sur  celte 
ligne. 

Soient,  en  effet,  0,  O'deux  sphères  qui  ont  en  commun  un  point  A, 
situé  en  deliors  de  la  ligne  00'.  Le  point  A,  en  tournant  autour  de 
00',  engendrera  un  cercle  qui  appartiendra  à  la  fois  aux  deux 
surfaces.  Celles-ci  n'ont  d'ailleurs  aucun  point  commun  en  dehors 
de  ce  cercle,  en  vertu  du  n"  451. 

453  bis.  La  situation  respective  de  deux  sphères  dépend  de  l'ordre 
de  grandeur  dans  lequel  sont  rangées  la  dislance  00'  des  centres,  la 
somme  R  +  R'  des  rayons  et  la  différence  R  —  R'  de  ces  mêmes 
rayons.  Cette  dépendance  est  indiquée  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Deux  sphères  sont  : 
■1°  Extérieures  {fig.  3S8),  si  la  disian 
la  somme  des  rayons; 


î  des  centres  est  supérieure 


2°  Tangentes  extérieurement  {/îg.  339), 
égale  à  la  somme  des  t'ayons; 

3°  Sécantes  suivant  un  cercle 
{fig.  360),  si  la  distance  des  centres 
est  comprise  entre  la  somme  des 
rayons  et  leur  différence; 

4°  Tangentes  intérieurement  {fig. 
361),  si  la  distance  des  centres  est 
égale  à  la  différence  des  rayons. 

5°  Intérieures  [fig.  362),  si  la  dis- 
lance des  centres  est  plus  petite  que 
la  différence  des  rayons. 

La  démonstration  est  tdentiqi 


?  des  centres  est 


i  même  qu'en   géométrie 


plane  (PL,  66)  sauf  en  3",  o(i  il  suflit  do  remarquer  qu'en  coupant  la 
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figure  par  un  plan  quelconque  passant  par  la  ligne  des  contres,  on 
obtient,  dans  les  deux  spliùres,  deux  grands  cercles  sécants  entre 


eux,  de  sorte  que  ces  surfaces  ont  un  point  commun  en  dehors  de 
la  ligne  des  centres  :  après  quoi,  on  est  ramené  au  numéro 
précédent. 

454.  Intersection  de  trois  splières. 

Si  trois  sphères  ont  un  point  commun  en  dehors  du  plan  qui  con- 
tient les  trois  centres,  elles  en  ont  un  second,  symétrique  du  premier 
par  rapport  à  ce  plan,  puisque  celui-ci  est  un  plan  de  symétrie 
commun  des  trois  surfaces. 

D'après  cela  trois  sphères  peuvent  : 

Soit  n'avoir  ancun  point  commun  ; 

Soit  avoir  un  seul  point  commun  situé  dans  le  plan  des  centres 
(les  trois  plans  tangents  se  coupant  suivant  une  ligne  droite,  per- 
pendiculaire au  plan  des  centres); 

Soit  avoir  deux  points  communs; 

Soit  avoir  en  commun  trois  points  et,  -par  suite,  un  cercle  entier. 

455.  Puissance  d'un  point  par  rapport  à  une  sphère. 
Théorème. —  Si,  par  un  point  donné  de  l'espace,  on  mène  différentes 

sécantes  à  une  sphère,  le  produit  des  segments  issus  du  point  donné  et 
aboutissant  respectivement  aux  deux  points  d'intersection  de  chacune 
d'elles  avec  la  surface  est  le  même  pour  toutes  les  sécantes. 

Soient  A  le  point  donné  [fig.  363)  ;  ABB',  ACC,  deux  quelconques 
des  sécantes.  Le  plan  de  ces  deux  droites  coupe  la  sphère  suivant 
un  cercle,  lequel  donne  bien 

AB-AB'  —  AC-AC. 
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Le  produitdont  il  est  question  dansTénoncé  ne  dépend  donc  que  de 

la  sphère  et  de  la  position  du  point  donné  A. 

Ce  produit,  précédé  du  signe  +  si  le  point  A  est  extérieur,  du 

signe  — '  si  ce  point  est  intérieur,  est  dit  la  puissance  du  point  par 

rapport  h,  la  sphère. 
La  démonstration  précédente  montre  que  si,  par  un  point  donné, 

on  mène  différents  plans  coupant  une  sphère  donnée  suivant  des  cercles , 


le  point  donné  «,  par  rapport  à  tous  ces  cercles,  la  même  puissance,  à 
savoir  la  puissance  de  ce  point  par  rapport  à  la  sphère. 

Considérons,  en  particulier,  un  plan  passant  par  le  point  donné  et 
coupant  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  :  nous  voyons  immédia- 
tement {/ïg.  364)  que,  comme  pour  le  cercle  en  géométrie  plane,  la 
puissance  d'un  point  par  rapport  à  une  sphère  est  représentée  par 
l'expression  d^  —  R^,  où  R  est  le 
rayon  de  la  sphère,  d  la  distance  du 
point  au  centre  {*). 

Dans  le  cas  du  point  extérieur,  la 
puissance  est  égale  au  carré  de  la 
tangente. 

456.  On  appelle    angle    de    deux 
surfaces,  en  un  de  leurs  points  com- 
muns, l'angle  dièdre  formé  par  les  kic  ses. 
deux  plans  tangents. 

D'après  cela,  l'angle  de  deux  sphères  est  (378)  égal  k  l'angle  des 
rayons  qui  aboutissent  au  point  commun,  ou  à  son  supplément.  Si 

(I)  Comparer  PI.,  13i. 
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lys  dcu\  sphères  so  coupent  orUiogonalomeut,  ces  deux  rayons  sont 
perpendiculaires  entre  eux. 

Lorsque  deux  sphères  sont  orthogonales,  le  carré  du  rayon  de 
chacune  d'elles  est  égal  à  la  puissance  de  son  centre  par  rapport  à 
l'autre  {'),  Car  le  rayon  de  la  première  sphère  qui  aboutit  en  un 
point  commun  est  tangent  à  la  seconde  sphère  {fig.  365).  Récipro- 
quement, si  le  carré  du  rayon  d'une  sphère  est  égal  à  la  puissance  de  son 
centre  par  rapport  à  une  sphère,  ces  deux  sphères  se  coupent  à  angle 
droit. 

457.  Plau  radical  de  deux  sphères. 

Théorème. —  Le  lieu  des  points  qui  ont  même  point  par  rapport  à 
deux  sphères,  est  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres. 
Ce  plan  est  dit  plan  radical  des  deux  sphères  considérées . 
Démonstration.  —  Un  plan  quelconque  P,  mené  par  la  ligne  des 
centres  des  deux  sphères  données,  les  coupe  suivant  deux  grands 
cercles  C,C'  {fig.  366).  La  portion  du 
lieu  cherché,  située  dans  !e  plan  P, 
se  compose  de  l'axe  radical  de   ces 
deux  cercles. 

Lorsque  le  pian  P  tourne  autour 
de  la  ligne  des  centres,  l'axe  radi- 
cal qui  vient  d'être  considéré  en- 
gendre un  plan,  lequel  constitue  le 
lieu  cherché. 

^"^-  ^^"-  Lorsque  les  deux  sphères  se  cou- 

pent, le  pian  radical  n'est  autre 
que  le  plan  du  cercle  c  d'intersection,  car  tout  point  situé  dans  ce 
plan  a  pour  puissance,  tant  par  rapport  à  l'une  que  par  rapport  h 
l'autre  sphère,  sa  puissance  par  rapport  au  cercle  c.  Ce  qui  précède 
montre  que  les  points  de  ce  plan  sont  les  seuls  à  avoir  même 
puissance  par  rapport  aux  deux  sphères;  le  même  fait  peut  d'ailleurs 
se  reconnaître  directement  (Comparer  PL,  137). 

Le  plan  radical  ou,  du  moins,  la  portion  de  ce  plan  extérieure 
aux  deux  sphères  (dans  le  cas  o(i  celles-ci  se  coupent)  est  (^)  le  lieu 
des  centres  des  sphères  orthogonales  ^i  la  fois  aux  dcuï  premières. 
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Si  les  sphères  données  sont  concentriques,  le  plan  radical  OsL 
rejeté  à  rinfini('). 

458.  Théorème.  —  Les  plans  radicaux  de  trois  sphères  prises  deux  à 
deux  se  coupent  suivant  une  même  droite  {sauf  dans  le  cas  où  les  trois 
centres  sont  en  ligne  droite  et  oit  les  trois  plans  radicaux  sont  parallèles 
entre  eux  ou  tous  confondus). 

En  effet,  si  S,  S',  S"  sont  les  trois  sphères  considérées  dont  les 
centres  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  le  plan  radical  de  S  et  de  S' 
coupe  le  plan  radical  de  S  et  de  S"  siiivant  une  droite,  laquelle  est 
le  lieu  des  points  qui  ont  même  puissance  par  rapport  aux  trois 
sphères  et  se  trouve,  par  conséquent,  située  dans  le  plan  radical 
de  S'  et  de  S". 

La  droite  dont  nous  venons  de  démontrer  l'existence  se  nomme 
axe  radical  des  trois  sphères.  Elle  n'est  d'ailleurs  autre  que  la 
perpendiculaire  au  plan  des  trois  centres,  menée  par  le  centre 
radical  des  grands  cercles  suivant  lequel  ce  plan  coupe  les  sphères 


L'axe  radical  {ou  du  moins  sa  partie  extérieure  aux  trois  sphères), 
!st   le  lieu  des  centres   des   sphères  qui    coupent    les  premières 


Si  les  trois  centres  sont  en  ligne  droite,  les  trois  plans  sont  tous 
perpendiculaires  à  cette  droite. 

Si  le  plan  radical  de  S,  S'  coïncide  avec  le  plan  radical  de  S,  S',  il 
sera  aussi  le  pian  radical  de  S',  S",  puisque  tous  les  points  de  ce 
plan  auront  même  puissance  par  rapport  aux  trois  sphères. 

Théorème.  —  Les  six  plans  radicaux  de  quatre  sphères  prises  deux 
à  deux  (ou  les  quatre  axes  radicaux  de  ces  quatre  sphères  prises  trois  à 
trois)  se  coupent  en  un  même  point  (dit  centre  radical  des  quatre 
sphères),  sauf  le  cas  où  les  quatre  centres  sont  dans  un  même  plan, 
les  plans  radicaug:  Étant  alors  parallèles  A  une  même  droite. 

Car  si  les  plans  radicaux  de  S  avec  S',  de  S  avec  S",  de  S  avec  S'" 
se  coupent  en  un  point  I,  ce  point  aura  même  puissance  par  rapport 
aux  quatre  sphères  S,  S',  S",  S  "'  et  appar liendra, par  suite,  auxaatres 
plans  radicaux. 

Il  sera  (s'il  est  extérieur  aux  quatre  sphères!  le  centre  d'une  sphère 
qui  les  coupera  toules  quatre  orlhogonalemenl. 

(1)  Comporap  PI..  136,  RiîM.  U. 
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459.  Spbèrcslioinothéti4|ues. 

La  figure  homotkétique  d'une  sphère  est  une  sphère,  le  rapport  des 
rayons  étant  égal  au  rapport  d'homothêtie  et  les  deux  centres  se 
correspondant. 

Si,  en  effet,  0  est  le  centre  de  la  sphère  donnée,  0'  son  homolhé- 
tique;  M  un  point  quelconque  de  ladite  sphère,  M'  son  homologue, 
le  segment  O'M'  est,  avec  OM,  dans  un  rapport  égal  au  rapport 
d'homothêtie  (426)  :  ce  segment  est  donc  bien  constant. 

460.  Réciproquement,  deuw  sphères  quelconques  sont  deux  figures 
homothétiques,  et  cela  de  deux  façons  différentes  (')  :  Vhomothétie  étant 
directe  dans  un  cas,  inverse  dans  l'autre. 

En  effet,  siO,  0'  sont  les  centres  des  deux  sphères;  OM,  O'M' deux 
rayons  parallèles  et  de  même  sens,  mais  quelconques  d'ailleurs  (le 
point  M  prenant  successivement  toutes  les  positions  possibles  sur  la 
première  sphère),  les  segments  OM,0'M'  satisfont  aux  conditions 
énumérées  dans  l'hypothèse  du  n"  427. 

La  même  conclusion  subsisterait  si  OM,  O'M  étaient  des  rayons 
parallèles  et  de  sens  contraires  :  ie  théorème  est  donc  démontré. 

Le  théorème  résulte  encore,  d'ailleurs,  de  ce  que  les  grands  cercles 
obtenus  en  coupant  les  sphères  par  un  plan  passant  par  la  ligne  des 
centres  sont  homothétiques  entre  eux,  le  centre  et  le  rapport  d'homo- 
thêtie étant  indépendants  du  choix  du  plan  sécant. 

Remarque.  —  Deux  sphères  ne  peuvent  aire  homothétiques  de  plus 
de  deux  façons  différentes.  Car,  d'après  le  numéro  précédent,  dans 
toute  homothétie  qui  transforme  la  première  sphère  en  la  seconde,  les 
centres  se  correspondent  et  le  rapport  d'homothêtie  est  égal  au 
rapport  des  rayons.  Or  il  n'y  a  que  deux  points  qui  divisent  la  ligne 
des  centres  dans  un  rapport  égal  à  celui  des  rayons  (^). 

On  nomme,  comme  en  géométrie  plaoe,  centre  de  similitude 
externe  et  centre  de  similitude  interne,  les  centres  des  deux  homo- 
théties  dont  l'existence  vient  d'être  constatée. 

461.  La  propriété  qui  appartient  aux  sphères,  d'être  homothétiques 
de  deux  manières  différentes,  leur  est  commune  avec  toutes  les 
figures  douées  de  centres  de  symétrie. 
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Soienl,  en  efFci,  V  une  figure  quelconque;  F,,  sa  symétrique  par 
rapport  à  un  point  0.  Toute  homollié tique  F'  de  F  sera  (427)  homo- 
tliétique  de  Fi,  le  centre  d'homothétie  étant  en  général  différent  du 
premier  et  les  homotliêties  étant  de  noms 
contraires.  ^^ 

Si  maintenant  la  figure  F  admet  le  point  0 
comme  centre  de  symétrie,    elle    coïncide  /  /"' 

avec  F,  :  elle  est,  par  conséquent,  homothé-  /d  /q. 

tique  à  F'  de  deux  manières  différentes. 

Les  deux  homologues  M,  U,  {fig.  367)  d'un 
même  point  M'  de  F'  sont  toujours  symétri-         ''"' 
ques  l'un  de  l'autre  par  rapport  au  point  0.  ris.  m. 

On  choisira  entre   les  deux  homothéties  en 
indiquant  lequel  de  ces  deux  points  on  fait  correspondre  au  point  M'. 

462.  Trois  sphères  oni  quatre  axes  d'homothétie,  comme  trois 
cercles  eu  géométrie  plane. 

Ces  quatre  axes  d'homothétie  sont,  en  effet,  les  mêmes  que  ceux 
des  grands  cercles  déterminés  par  le  plan  des  trois  centres. 

Quatre  sphères  ont  huit  plans  d'homothétie  (428).  Car,  ayant  pris  un 
point  M  sur  la  première  sphère  0,  et  menant,  dans  les  trois 
autres  0',  0",  0'",  les  diamètres  M'MJ,  M"M'/,  M"'M|"  parallèles 
au  rayon  OM,  on  pourra  choisir,  parmi  les  extrémités  de  chacun 
de  ces  diamètres,  le  point  qui  sera  l'homologue  du  point  M 
dans  l'homothétie  correspondante.  Une  fois  choisis  ainsi  les  trois 
homologues  du  point  M,  on  aura  un  plan  d'homothétie  bien  déter- 
miné. Or  ce  triple  choix  peut  se  faire  de  huit  façons  différentes  : 
car  on  peut  d'abord  choisir  entre  les  points  M^,  U[,  ainsi  qu'entre  les 
points  M",M[,  ce  qui  peut  se  faire  de  quatre  manières,  et  à  chacune 
des  quatre  combinaisons  ainsi  obtenues  en  correspondent  deux, 
différentes  entre  elles  par  le  choix  fait  entre  M"'  et  Mï'. 

Chaque  axe  d'homothétie  des  trois  premières  sphères,  correspon- 
dant au  choix  fait  entre  M'  et  M,  d'une  part.  M"  et  M,  de  l'autre,  est 
contenu  dans  deux  plans  d'homothétie;  chaque  centre  d'hoviothéHe, 
dans  quatre. 

463.  Plans  tangents  communs  à  <leax sphères. 

Tout  plan  langent  commun  à  deux  sphères  passe  par  un  centre  de 
similitude  :  le  centre  de  similitude   externe,  si  le  plan    langent  est 

GÉOMÉTRIE.    II.  iO 
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extérieur  {c'est-à-dire,     laisse    les     deux    sphères  d'un    même    côté]  ; 
le  centre   de   similitude    hiterne,  si  le  plan  tangent   est   intÉrieur 
[c'est-à-dire  laisse  les  deux  sphères  de  part  et  d'autre) . 
Cela  résulte  de  ce  que  les  rayons  OA,  O'A'  {fig.  368)  qui  aboii- 


tissent  aux  deux  points  de  contact,  sont  parallèles  entre  eux,  comme 
étant  lous  deux  perpendiculaires  au  plan  tangent  commun. 

Réciproquement,  tout  plan  tangent  à  l'une  des  sphères,  mené  par 
un  des  centres  de  similitude,  est  tangent  à  l'autre  sphère,  en  raison 
de  l'homothétie  des  deux  figures  par  rapport  à  ce  point. 

Les  plans  tangents  communs  à  deux  sphères  sont  donc  les  plans 
tangents  k  l'un  ou  h  l'autre  des  deux  cônes  circonscrits  à  l'une 
d'elles  et  ayant  pour  sommets  les  centres  de  similitude,  si  ces  cûnes 
existent. 

Si  on  se  reporte  aux  raisonnements  du  n"  452,  on  voit  immédia- 
tement que  l'un  quelconque  de  ces  deux  cônes  a  pour  méridienne 
une  tangente  commune  menée,  par  le  centre  de  similitude  corres- 
pondant, aux  grands  cercles  C,  G'  déterminés,  dans  les  deirx  sphères 
données,  par  un  plan  passant  par  la  ligne  des  centres.  Les  deux 
cônes  existeront  donc  si  les  deux  sphères  sont  extérieiires  ;  un  seul 
d'entre  eux,  si  les  sphères  se  coupent;  aucun,  si  elles  sont  inté- 
rieures l'une  à.  l'autre. 

464.  Plans  tangents  communs  à  trois  sphères. 

Tout  plan  langent  commun  â  trois  splm-cs  passe  par  un  de  leurs 
axes  de  similitude  :  il  doit,  en  effet  {n"  précéd.),  passer  par  un  centre 
de  similitude  de  la  première  et  de  la  seconde  sphère  donnée  et  par 
un  centre  de  similitude  de  la  première  et  de  la  troisième. 

Inversement,  tout  plan,  langent  à  l'une  des  sphères  et  passant  par 
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un  de  leurs  axes  de  similitude,  est  tangent  aux  deux  autres  sphères. 
D'après. cela,  à  chaque  axe  de  similitude  des  trois  sphères,  pourvu 
qu'il  soit  sans  point  commun  avec  ces  sphères,  correspondent  deux 
plans  tangents  communs  passant  par  cet  axe.  Si  aucun  des  quatre 
axes  de  similitude  ne  coupe  les  sphères,  il  y  aura  huit  plans 
tangents  communs.  Si,  cette  condition  n'est  pas  remplie,  le  nombre 
des  plans  tangents  s'abaisse  de  deux  ou  plusieurs  unilés  :  il  peut 
n'y  avoir  aucun  plan  langent  commun  (par  exemple  si  deux  des 
sphères  données  sont  intérieures  l'une  à  l'autre). 


EXERCICES 

658.  Une  surface  telle  que  le  cercle  qui  passe  par  trois  quclconijiics  do  srs  points 
y  soit  contenu  tout  entier,  est  une  sphère  (ou  un  plan). 

650.  Si  des  cercles,  en  nomlire  quelconque,  sont  tels  que  deux  quelconques  d'entre 
eux  se  coupent  en  deux  points  ; 

Ou  bien  tous  ces  cercles  ont  deux  points  communs  ; 

Ou  bien  ils  appartiennent  tous  à  une  même  splière. 

660.  Quelle  est  la  surface  engendrée  par  une  circonférence,  lorsqu'elle  tourne 
autour  d'un  aie  qui  se  projette  sur  son  plan  suivant  un  de  ses  diamètres  ? 

661.  Lieu  des  projections  d'un  point  donné  sur  les  plans  qui  passent  par  un 
point  lixe. 

661  bis.  Lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  sphère  par  des  pians  qui 
passent  par  un  point  fixe  ou  par  une  droite  fixe. 

662.  Le  centre  d'une  sptiéra  est  fixe,  pendant  que  son  rayon  varie.  Lieu  du  cercle 
de  contact  du  cône  circonscrit  à  cette  splière,  ayant  pour  sommet  un  point  donné. 

663.  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  fi  une  splière  trois  tangentes  formant 
un  triédre  trirectangie. 

664.  Lieu  des  points  d'oii  l'on  peut  mener  à  uiiesphére  ti'ois  plans  tangents  formant 
ingle. 


665.  Le  lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  deux  points  donnés 
soit  constant,  est  une  sphère. 

666.  Le  lieu  des  points  tels  que  leurs  distances  à  trois  points  donnés  soient  pro- 
portionnelles à  trois  nombres  donnés,  est  un  cercle  orthogonal  à,  toutes  les  sphères 
qui  passent  par  les  trois  points  donnés. 

667.  Lieu  des  points  tels  que  tes  cûnes  circonscrits  à  deui  sphères  données  el 
ayant  ces  points  pour  sommets  soient  égaux. 

Même  problème,  lorsqu'il  y  a  trois  sphères  données. 

668.  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  dislances  k  deux 
points  donnés,  multiplias  respectivement  par  des  coefUcients  donnés,  soit  constante. 
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669.  Lieu  tlaa  points  dont  les  puissances  par  l'apport  à  duux  sphères  ilonnées  soient 
entre  elles  comme  deux  nombres  donnés. 

MÈme  problème,loi'squ'ily  a  trois  splières  données  et  trois  nombres  donnés. 

670.  Lieu  des  extrémités  d'un  segment  égal  et  parallèle  à  un  segment  Use,  sachant 
que  ces  extrémités  sont  respectiïemenl  sur  deux  sphères  données. 

ie  déduisant  par  une  ti'anslation  d'un  triangle  donné  et 
;  sphères  données. 

C^3.  Un  plan  fixe  quelconque  est  coupé  par  des  sphères  qui  passent  par  un  même 
cercle  suivant  des  cercles  ajant  même  axe  radical. 

674.  Trouver  une  sphère,  connaissantun  cercleet  le  plan  tangent  en  un  point  de 
ce  cercle. 

675,  Plus  généralement,  trouver  une  sphère  qui  passK  par  un  cercle  donné  et 
soit  tan g-ente  à  un  plan  ou  k  une  sphère  donnée. 

67ff.  Faire  passer.par  un  cercle  donné,  une  sphère  orthogonale  à  unesphère  donnée. 
077.  Trouver  une  sphère  ayant  son  cenlre  sur  une  droite  donnée,  tangente  aune 
droite  donnée  et  passant  par  un  point  donné. 

678.  Trouveriine  sphève  ayant  son  centre  sur  une  droite  donnée,  tangente  à.  une 
droite  donnée  et  à  un  plan  donné. 

679.  Trouver  une  sphère  passant  par  un  cercle  lionné  et  tangente  à.  un  autre  cercle 
donné.  Discussion. 

680.  Trouver  une  sphère  coupant  à  angle  droit  deux  cercles  donnés  {')•  Cas 
d'impossibilité. 

681.  Une  sphère  varie  en  passant  par  un  cercle  fixe  C.  Lieu  du  cercle  de  contact 
du  cône  circonscrit  à  la  sphère,  ayant  pour  sommet  un  point  donné  du  plan  de  C. — 
Lieu  des  points  de  contact  desplanstangentsmenésàlasphèreparunedroite  donnée 
du  plan  de  C.  —  Lieu  de  la  droite  d'intersection  des  plans  tangents  en  deux  points 
du  cercle. 

Qu'avrive-t-il  lorsqu'une  sphère  varie  en  passant  par  deux  points  fixes  A,  U  et 
restant  tangente  à  une  droite  fixe  quirencontre  AB  prolongéeT 

682.  Une  sphère  variable  passe  par  deux  points  fixes,  et  est  tangente  à  un  plan 
fixe  ou  à  une  sphère  fixe.  Lieu  du  point  de  contact. 

683  bis.  Trouver  une  sphère  passant  par  deux  points  donnés  et  tangente  à  deux 
plans  donnés. 

683.  Une  sphère  variable  est  tangente  à  deux  droites  fixes  et  a  son  centre  dans  le 
pian  mené  parallèlement  à  ces  deux  droites,  à  égale  d islam»  de  l'une  et  de  f  autre. 
Trouver  le  lieudececenlre. 

68i.  Il  existe,  en  général,  une  sphère  et  une  seule  tangente  aux  cÔlésd  un  quadri- 
latère gauche.  Mais  si  la  somme  de  deux  côtés  est  égale  à.  celle  des  tleu\  auties,  le 
nombre  des  sphères  tangentes  aux  quatre  cfltésest  infini.  Trouver,  dans  ce?  condilLons, 
le  lieu  des  centres  des  sphères.  Quelle  est  celle  dont  le  rayon  est  le  plus  pPUl  ' 

Déduire  de  Eà  la  solution  de  l'exercice  558. 
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681  bis.  Quelles  sont  les  conditions  pour  qu'il  existe  une  sphère  tangeine  an.v:  six 
arêtes  d'un  léliaèdre? 

685.  Inscrire  ou  ex-in.icrire  une  sphèi'e  à  un  tétraèdre. 

686.  Une  sphère  varie  en  restant  tangente  à  un  plan  fixe  en  un  point  fi^;e-  Lien 
des  points  de  contact  des  plans  tangents  parallèles  à  ua  plan  donné. 

687.  Si  un  cercle  varialile  rencontre  deux  cei-cles  fixes  chacun  en  deu.'i  points,  son 
plan  passe  par  un  point  fixe. 

688.  Trouver  un  cercle  qui  divise  deux  cercles  donnés  en  deux  parties  égales. 
688  fit  s.  Trouver  un  cercle  qui  soit   divisé  par  deux  cercles   donnés   en  deux 

parties  égales. 

689.  Trouver  un  cercle  tangent  à  deux  cercles  donnés. 

690.  Si  deux  sphères  n'ont  aucun  point  commun,  il  existe  deux  points  {poiuU 
limites)  tels  que  les  splières  réiîuites  à  ces  points,  aient,  avec  les  sphères  données, 
même  pian  radical.  Toute  splière  orthogonale  aux  deux  premières  passe  \Mt  les 
points  tinnites. 

691.  Si  trois  ephères  qui  n'ont  pas  même  plan  radical  n'on!  aucun  point  commun , 
les  sphères  qui  leur  sont  orthogonales  passent  par  un  cercle  fixe.  Ce  cercle   est  le 


lieu  (les  points  tels  que  les  sphères  i-éduites  à  ces  points  aient,  avec 

les  sphères 

données,  même  axe  radical. 

La  sphère  orthogonale  à  quatre  sphères  données  (si  elle  existe)  esl 

;  le  lieu   des 

points  tels  que  les  sphères  réduites  à  ces  points  aient,  avec  les  sphè 

res  données. 

même  centre  radical. 

Quel  est  le  lieu  des  poinls  limites  àa  deux  sphères  dont  chacune  var 

ie  en  passaui 

par  un  cercle  fixe  ? 

692.  Autourd'unpointfixecommesommet,on  fait  tourner  un  triédretrireclangle 

dont  les  arêtes  rencontrent  une  sphère  donnée.  Montrer  : 

!•  Que  la  somme  des  carrés  des  cordes  interceptées  parla  sphère 

Bui-  les  trois 

arêtes  reste  constante  ; 

•2'  Qu'il  en  est  de  même  de  la  somme  des  carrés  des  sii  seg-ments 

qui  vont  du 

sommet  aux  points  d'intersection  des  arêtes  avec  la  sphère  ; 

3*  Que  la  somme  des  aires  des  cercles  d'intersection  de  la  sphère  a; 

vee  les  trois 

693.  Dans  les  mêmes  conditions,  si  l'on  fait  passer  un  plan  par  trois  des  points 
d'intereection  considérés  a  l'exercice  précédent,  le.  lieu  de  la  projection  du  sommet 
du  trièdre  sur  ce  plan  est  une  sphère  (ex.  513,  1'  et  PI.,  ex.  70). 

Si  le  sommet  du  trièdre  est  sur  la  sphère,  le  plan  en  question  passe  parmi  point 
fixe,  lequel  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  formé  par  les  trois  points  d'intei'- 
section  des  arêtes  avec  la  sphère. 

694.  On  peut  choisir  trois  sphères  de  manière  que  leurs  huit  plans  [anffenfs 
communs  (464)  existent,  (Il  suffira,  les  centres  étant  choisis,  de  prendre  les  rayons 
suffisamment  petits.) 
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465.  Par  deux  points  de  la  sphère,  il  passe  un  grand  cercle  ;  et  un 

seul,  sauf  si  ces  deux  points  sont  dianié- 
trolemetit  opposés. 

Car  par  deux  points  Â,  B  {fig.  369) 
de  la  surface  et  le  centre  0  passe  un 
plan,  lequel  est  unique  si  A  et  B  ne 
sont  pas  en  ligne  droite  avec  le  centre. 

Remaeques  I.  —  La   propriété    que 
nous   venons  de   constater  établit  une 
analogie  entre  les  grands  cercles  de  la 
sphère  et  les  lignes  droites  en  géomé- 
trie plane.  Mais   cette  analogie  n'est  pas  complète,  puisqu'il  y  a 
exception  pour  les  points  diamétralement  opposés. 

II.  Les  poinls  A  et  B  divisent  le  grand  cercle  qui  les  contient  en 
deux  arcs,  Lorsqu'on  parle  de  l'arc  de  grand  cercle  qui  joint  A  et  B, 
on  a  plus  spécialement  en  vue  celui  des  deux  qui  est  plus  petit 
qu'iine  demi-circonférence. 

466.  Le  diamètre  perpendiculaire  an  plan  d'un  cercle  de  la 
sphère  coupe  la  surface  en  deux  points,  qu'on  nomme  les  pâles  de  ce 
cercle  {fig.  370). 

Chacun  d'eux  est  également  distant  de  tous  les  points  du  cercle. 
Si  celui-ci  est  un  grand  cercle,  la  distance  d'un  quelconque  de  ses 
points  au  pôle  est  égale  à  la  corde  d'un  quadrant,  ainsi  qu'on  le 
reconnaît  immédiatement  à  l'inspection  de  la  figure  371. 

Inversement,  le  lieu  des  points  d'une  sphère  situés  à  une  distance 
constante  (moindre  que  le  diamètre)  d'un  point  de  cette  surface,  est 
un  cercle  ayant  ce  point  pour  pôle. 
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D'après  cela,  on  voit  qu'on  peut  décrire  tiii  cercle  sur  une  sphère 
comme  sur  un  plan,  à  l'aide  d'im  compas  dont  Tune  des  pointes  est 
placée  en  l'un  des  deux  pôles  de  ce  cercle.  Toutefois,  il  est  nécessaire 
(surtout  si  l'ouverture  est  un  peu  grande)  d'employer  un  compas 
(dit  compas  sphériqtie)  à  brandies  courbes  et  non  droites. 


L'arc  de  grand  cercle  qui  joint,  le  pûle  d'un  cercle  de  la  aplière 
à  un  point  quelconque  de  ce  cercle  a  également  la  même  gi'andeur, 
quel  que  soit  ce  point.  On  lui  donne  le  nom  de  rfxyon  sphérique  du 
cercle.  Le  rayon  sphérique  d'un  grand  cercle  est  égal  à  un  quadrant. 

Un  cercle  quelconque  divise  la  sphère  en  deux  régions,  dites  ca- 
lottes sphériques,  situées  de  part  et  d'autre  du  plan  de  ce  cercle. 
Chacune  de  ces  calottes  comprend  un  des  pôles  et  est  formée  par 
les  points  dont  la  distance  à  ce  pôle  est  plus  petite  que  la  distance 
de  ce  même  pôle  aux  points  du  cercle. 

S'il  s'agit  d'un  petit  cercle,  on  donne  souvent  le  nom  de  région 
intérieure  à  ce  petit  cercle,  k  la  plus  petite  des  deux  calottes  splié- 
riques,  celle  dont  le  rayon  sphérique  est  inférieur  à  un  quadrant. 
Cette  région  intérieure  est  évidemment  celle  qui  est  située  du  côté 
du  plan  du  cercle  où  n'est  pas  le  centre  de  la  sphère. 

467.  Angle  de  deux  g-rands  cercles. 

Théorème.  —  L'anyie  (PL,  60  bis)  de  deux  demi-grands  cercles, 
terminés  à  leur  diamètre  commun,  est  égal  à  l'angle  des  demi-plans 
qui  les  contiennent.  Il  a  pour  mesure  l'arc  intercepté,  entre  eux,  sur 
le  grand  cercle  gui  a  pour  pôles  leurs  points  communs. 
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Soient  les  deux  demi-grands  cercles  AMA',  ANA' (/(>/.  372),  qui  se 
coupent  en  A,  A'. 
Soient  Ax,  Ay  les  tangentes  à  ces  courbes  au  point  A.  Ces  tan- 
gentes, étant  toutes  deux  perpendicu- 
laires à  A  A',  déternainenirangle  plan  du 
dièdre  M-AA'-N. 

D'autre  part,  le  grand  cercle  qui  a 
pour  pôles  A,  A',  a  son  plan  perpendi- 
culaire à  AA'.  Ce  plan  coupe  les  demi- 
plans  ÂA'M,  AA'N  suivant  deux  droites 
OM,  ON  qui  forment  également  entre 
elles  l'angle  plan  da  dièdre  M-AA'-N. 
Mais  cet  angle  est  précisément  l'angle 
'"■   '  ■  au    centre    correspondant   à   l'arc    de 

grand  cercle  MN  :  ce  qui  démontre  la  seconde  partie  du  théorème. 

468.  Une  autre  expression  de  l'angle  de  deux  grands  cercles 
est  encore  donnée  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  L'angle  de  deux  demi-grands  cercles  est  mesuré  par 
l'arc  de  grand  cercle  qui  Joint  leurs  pôles, 
ou  par  son  supplément. 

Soient,  comme  tout  à  l'heure,  AMA', 
AHA'  {/ig.  373)  deux  demi-grands  cercles 
qui  coupent  en  M,  N  le  grand  cercle 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  AA'. 
Ce  dernier  grand  cercle  contient  les 
pôles  P,  P',  Q,  Q'  des  deux  premiers  : 
car  les  diamètres  PP',  QQ',  respective- 
ment perpendiculaires  à  AMA',  ANA'. 
sont  tous  deux  perpendiculaires  à  AA'. 
De  plus  PP',  QQ'  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  rayons 
OM,  ON  de  la  sphère  :  leur  angle  est  donc  égal  à  MON  ou  à  son 
supplément. 

Remarque.  —  Chacun  des  deux  grands  cercles  considérés  ayant 
deux  pôles,  l'arc  de  grand  cercle  qui  joint  un  pôle  de  l'un  à  un  pôle 
de  l'autre  peut  être  choisi  de  quatre  façons  différentes. 

Supposons    que   les    pôles  P,   Q   {fig.   373)  soient  tels  que  les 
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trièdres  O-AMP,  O-ANQ  aient  même  dispositioa.  Alors  ces  deux 
trièdres, étant  Irifectangles,  sont  égaux  et,  comme  ils  ont  l'arôte  OA 
commune,  ils  se  déduisent  l'un  de  Vautre  par  rotaLion  autour  de 
cette  droite.  Ceci  revient  k  dire  que  les  angles  MON  (angle  des  deux 
demi-grands  cercles)  et  POQ  sont  égaux. 

D'ailleurs,  si  l'on  remplace  le  pôle  P  par  son  opposé  P'  (fiff.  373), 
la  disposition  du  trièdre  O-AMP  change  évidemment.  Comme 
l'angle  MOF  est  supplémentaire  de  MOP,  on  voit  que  Varc  de  grand 
cercle  qui  joint  tes  deux  pôles  a  même  mesure  que  l'angle  des  deux 
demi-grands  cercles  ou  que  son  supplément,  sxdvant  que  les 
trièdres  O-AMP,  O-ANQ  ont  ou  non  même  disposition. 

La  disposition  du  trièdre  O-AMP  dépend  d'ailleurs  du  sens  do 
rotation  de  l'angle  AOM,  vu  du  point  P.  Donc  l'angle  de  deux  demi- 
grands  cet^cles,  en  un  de  leurs  points  communs,  est  égal  à  l'arc  de 
grand  cercle  qui  joint  leurs  pôles,  si  l'on  choisit  ceux-ci  de  telle 
manière  que  chacun  des  deux  demi-grands  cercles,  vu  de  son  pôle, 
paraisse  tourner  dans  le  sens  direct,  quand  on  le  suit  à  partir  dv 
point  commun  considéré. 

469.  Théorème.  —  Le  lieu  des  points  d'une  sphère  également 
distants  de  deux  points  donnes  sur  cette  surface,  est  le  grand  cercle 
pei-pendiculaire  au  milieji.  de  celui  qin  joint  les  deux  points  donnés. 

Soient  A,  B,  les  deux  points  donnés  ifig.  374).  Le  plan  perpendi.- 
culaire  au  milieu  de  AB  passe  par  le  centre  0  de  la  sphère  (puisque 
OA  =  OB)  et  coupe,  par  conséquent,  la  surface  suivant  un  grand 
cercle,  qui  est  le  lieu  cherché  (340).  Celui-ci  pi^se  d'ailleurs  par  le 
milieu  de  l'arc  de  grand  cercle  AB  (point  équidistant  de  A  et  de  B)  ; 
de  plus,  en  vertu  du  w  467,  il  est  perpendiculaire  à  cet  arc;  car 
leurs  deux  plans  sont  évidemment  perpendiculaires  entre  eux. 

Remarque.  —  Le  lieu  précédent  divise  la  surface  en  deux  hémi- 
sphères qui  contiennent  (340,  Uemarque)  l'un  les  points  plus  rap- 
prochés de  A  que  de  B,  l'autre  les  points  plus  rapprochés  de  B  que 
de  A. 

470.  Problème.  —  Trouver  le  ragon  d'une  sphère  solide,  à  l'aide  de 
constructions  effectuées  sur  la  surface  et  de  constructions  planes. 

Première  solution.  —  Prenant  deux  points  quelconques  A,  B  sur 
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la  surface  {fig.  374),  traçons,  avec  une  même  ouverture  de  compas, 
deux  cercles  ayanl  ces  deux  points  comme  pôles  respectifs.  Un  point 
M,  commun  à  ces  deux  cercles,  étant  également  distant  de  A  et  de  B, 
appartiendra  au  grand  cercle  obtenu  au  n°  précédent.  En  répétant  la 


même  construction  avec  d'autres  ouvertures  de  compas,  on  aura  deux 
autres  points  N,  P  du  même  grand  cercle.  Relevant  alors  au 
compas  les  distances  MN,  NP,  PM,  on  pourra  construire,  sur  un 
plan  {fig.  375),  un  triangle  égala  MNP,  et  le  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle  aura,  pour  rayon,  le  rayon  cherché. 

Deuxième  solution.  —  D'un  point  quelconque  C  de  la  sphère 
comme  pôle,  avec  une  ouverture  de  compas  déterminée,  décrivons 
un  cercle,  sur  lequel  nous  prendrons  trois  points  M,  N,  P.  Nous 
pourrons,  comme  il  vient  d'être  expliqué,  déterminer  le  rayon  de 
ce  cercle  en  construisant  un  triangle  égal  à  MNP. 

Or  la  connaissance  de  ce  rayon  et  de  celle  de  la  distance  CM  (égale 


i  l'ouverture  de  compas  initiale)  permettent  de  trouver  le  rayon  n 


y  Google 


GliOMÉTItlE  SPHÉRIQUE.  15^' 

la  Sphère;  car,  si  I  est  le  centre  du  cercle  MMP  {ficj.  376),  le  triangle 
CIM  esL  rectangle  et  peut  être  construit  sur  un  pian  (puisqu'on  en 
connaît  l'hypoténuse  CM  et  un  côté  Ml)  :  prolongeant  alors 
(fit),  376  his)  le  côté  CI  et  menant,  en  M,  la  perpendiculaire  à  CM 
jusqu'à  rencontre  en  C  avec  CI  prolongé,  la  longueur  CC  sera  le 
diamètre  de  la  sphère. 

470  6îs.  Problètae.  —  Joindre  deux  points  donnés  d'une  sphère  solide 
par  un  nrc  de  grand  cercle. 

De  chacun  des  points  donnés  comme  pôle,  décrivons  un  grand 
cercle  [ce  que  nous  savons  faire  après  ia  résolution  du  problème 
précédent).  Ces  deux  grands  cercles  se  coupent  en  deux  points,  qui 
sont  manifestement  les  pôles  du  grand  cercle  cherché. 

Remaiiqub.  —  Il  est  clair  que  la  solution  de  ce  problème, 
combinée  avec  la  deuxième  solution  du  problème  précédent,  permet 
de  tracer  le  grand  cercle  perpendiculaire  au  milieu  de  l'arc  de  grand 
cercle  qui  joint  deux  points  donnés  (462). 

471.  Polyg:ones  sphériques. 

On  donne  le  nom  de  polygone  sphérique  à  toute  portion  de  sphère 
limitée  par  des  arcs  de  grands  cercles  (appelés  côtés  du  polygone), 
plus  petits  qu'une  demi-conférence,  limités  à  leurs  intersections 
successives. 

Un  polygone  sphérique  est    dit  convexe  (fig.   377)  lorsqu'il  est 


situé  d'un  seul  côté  par  rapport  à  chacun  des  grands  cercles  dont 
font  partie  ses  côtés  ;  concave  {fig.  378),  dans  le  cas  contraire. 
Les  polygones  sphériques  se  classent,  comme  les  polygones  pians, 
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d'après  le  nombre  de  leurs  côtés,  le  plus  simple  {'}  étant  le  Iriangle 
sphéi-ique{fig.  379). 

Un  triangle  spkérique  est  toujours  un  polygone  convexe.  Car,  dans 
le  triangle  ABC  {fy.  379},  si  l'arc  de  grand  cercle  AC  n'était  pas  tout 


entier  du  môme  cùté  par  rapport  au  grand  cercle  AB,  il  couperait  ce 
dernier  en  un  point  (autre  que  A)  situé  entre  A  et  C  et  sérail,  par 
conséquent,  plus  grand  qu'une  demi-circonférence,  conlrairement  à 
ladéftnition. 

Itelations     ciilrc     les    polyg:oiics    spliërifiucs    et    les 
angles  polyèdres. 

A  tout  polygone  sphérique  corres- 
pond un  angle  polyèdre,  ayant  pour 
sommet  le  centre  de  la  sphère  et, 
pour  arêtes  les  droites  qui  joignent 
ce  centre  aux  différents  sommets 
{fig.  381). 

les  faces  AOB,  BOG,  etc.  {fig.  381) 

de  cet   angle  polyèdre  sont  les  angles 

pj^  j^i  au   centre    correspondant    aux    côtés 

AB,  BG,  etc.,  du  polygone. 

Les  diAdres  de  l'angle  polyèdre  ont,  d'après  le  théorème  du  n"  469, 

leurs  rectilignes  égaux  aux  angles  du  polygone. 

Inversement,  tout  angle  polyèdre  ayant  pour  sommet  le  centre 

(I)  Deuï  demi-grands  cei-cles  lermin4a  on  mémo  dmmàlva  comprennent  atiira  eui  uno 
figure  (flg.  3S0],  dite  f,i>eau  ^phé,-ique  (Coinplémenta,  n"  893],  qui  peut  ëvidemmsut  êlro  consi- 
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d'une  sphère  coupe  celle-ci  suivant  un  polygone  sphérique  ayant, 
avec  l'angle  polyèdre,  les  relations  que  nous  venons  d'indiquer. 

471  bis.  D'après  cela,  on  voit  que,  de  toute  propriété  relative  aux 
faces  et  aux  dièdres  d'un  angle  polyèdre,  on  peut  déduire  une 
propriété  relative  aux  côtés  et  aux  angles  du  polygone  sphérique 
correspondant,  et  inversement. 

Par  exemple,  le  théorème  du  n"  373  nous  donnera  In  suivant  : 
Un  côté  quelconque  d'un  polygone  sphérique 
est  plus  petit  que  la  somme  des  autres  (d'où  A^- 

résulte   :   un  côté  quelconque   d'un   triangle  /     'N^''--. 

sphérique  est  plus  grand  que  la  différence  des         /---''^       '^(^'^ 
deux  autres).  Fie.  ssi. 

On   voit  dès   lors,   comme  en  géométrie 
plane   (PI-,   26),     que  l'arc  de   grand  cercle  {moindre  qu'une  demi- 
circonférence)  qui  joint  deux  points  est  plus  court  que  toute   ligne 
polygonale  sphérique  lei-nïinée  aux  mêmes  extrémités  {fig.  382)  ('). 

Cet  arc  de  grand  cercle  est  dit  mesurer  la  distance  sphérique  des 
deux  points  donnés. 

En  nous  bornant  au  cas  d'un  triangle  sphérique,  le  théorème  du  n°  375 
nous  montre  qu'inversement,  trois  arcs  de  grands  cercles,  moindres 
qu'une  demi-circonférence  et  dont  chacun  est  moindre  que  la  somme  des 
deux  autres,  tandis  que  la  somme  des  trois  est  inférieure  à  une  circon- 
férence entière,  sont  égaux  aux  côtés  d'un  même  triauiile  sphérique. 

472.  Quand  un  polygone  sphérique  convexe  est  intérieur  à  un 
polygone    sphérique     quelconque     {un     ou     plusieurs     sommets    ou 


côtés  pouvant   être  communs)   {fig.    383,   383  bis),  le  périmètre  du 
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polygone  enveloppe  est  inférieur  d  celui  du  polygone   enveloppant. 

Cet  énoncé  est,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  identique  à 

celui  du   n"  373  bis,    un    polygone 

"~~- ,_  sphérique  étant  manifestement  con- 

,-- """--.  F  vexe  ou  concave  en  môme  temps  que 

l'angle  polyèdre  correspondant.  Mais 
j  on  peut  refaire  le  raisonnement  sur 

;  la   figure  sphérique  :   c'est   ce    que 

■^  montrent  les  ligures  383,  383  Hs, 
où,  pour  plus  de  facilité,  les  notations 
ont  été  prises  conformes  à  celles  de 
la  Géométrie  plane  {PL,  27). 

La  démonstration  continue  à  s'ap- 
pliquer quand  le  polygone  enveloppant  est  remplacé  par  une  cir- 
conférence de  grand  cercle  (voir  fig.  384).  Donc  : 

Le  périmèlre  d'un  polygone  sphérique  convexe  est  inférieur  à  la 
circonférence  d'un  grand  cercle,  énoncé  qui  équivaut  à  celui  du 
n°  374. 

473.  La  disposition  d'un  triangle  sphérique  ABC  est  le  sens  de 
l'angle  BAC  de  ce  triangle,  vu  de  l'extérieur  de  la  sphère.  Il  est 
clair  que  cette  disposition  est  la  même  que  celle  du  trièdre  corres- 
pondant. ' 

Deux  triangles  sphériques  sont  dits  sj/m^iriç«es,  lorsqu'ils  ont  tous 
leurs  éléments  égaux  chacun  à  chacun,  mais  diffèrent  par  la  dispo- 
sition. 

C'est  ce  qui  arrive,  en  particulier,  pour  deux  triangles  symétriques 
l'un  de  l'autre  par  rapport  au  centre  de  la  sphère,  c'est-à-dire  tels 
que  les  sommets  de  l'un  soient  diamétralement  opposés  aux  som- 
mets de  l'autre. 

474.  Triangles  sphérîqaes    polaires. 
Soit  ABC    un    triangle    sphérique  {fig.  383). 

Soient  A',  celui  des  deux  pôles  du  grand  cercle 

BC  qui  est  situé  (par  rapport  à  ce  grand  cercle) 

dans  le  même  hémisphère  que  A;  B',  celui  des 

deux  pôles   du  grand  cercle   CA   qui   est   (par  fio.  aas. 

rapport   au   grand    cercle   CA),   dans  le  même 

hémisphère  que  B;   G,  celui   des  pôles  du  grand  cercle   AB  qui 
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est  dans  le  même  hémisphère  que  C.  Le  triangle  sphérique  A'B'C 
est  dit  le  triangle  polaire  de  ABC. 

Si  l'on  se  reporte  à  la  défmition  des  trièdres  supplémentaires 
(377),  on  voit  que  le  frièdre  gui  correspond  au  triangle  A'B'C  est  le 
supplémentaire  du  frièdre  qui  con-espond  au  triangle  ABC. 

Dès  lors,  les  théorèmes  des  n"  377,  378  donnent  immédiatement 
les  conclusions  suivantes  : 

Si  wn  triangle  sphérique  est  polaire  d'un  autre  :  réciproquement, 
celui-ci  est  polaire  du  premier. 

Si  deux  triangles  spkériques  sont  polaires  l'un  de  l'autre,  chaque 
côtéde  Cun  est  supplémentaire  de  l'angle  correspondant  de  l'autre. 

474  bis.  Nous  venons  de  déduire  les  propriétés  des  triangles 
polaires  de  celles  des  trièdres  supplémentaires.  Mais  on  peut  éga- 
lement démontrer  directement  les  mêmes  propositions,  en  suivant, 
relativement  aux  triangles  sphériques,  la  marche  correspondante 
à  celle  qui  a  été  suivie  pour  les  trièdres. 

On  démontrera  d'abord  les  lemmes  suivants  : 

Lemmes.  —  1.  L'ai-c  de  grand  ce7-cle  qui  joint  un  point  quelconque  B 
de  la  sphère  à  l'un  des  pèles  A  d'un  grand  cercle  donné,  est  plus  petit 
ou  plus  grand  qu'un  quadrant,  suivant  que  le  pôle  A  est  ou  non,  par 
rapport  au  grand  cercle  donné,  dans  le  même  hémisphère  que  le 
point  B. 

Car  le  grand  cercle  AB  et  le  grand  cercle  donné  se  coupent  en  un 
point  I  {fig.  386,  386  bis),  tel  que  l'arc  Al  soit  égal  à  un  quadrant. 
Cet  arc  AI  est  d'ailleurs  évidemment  supérieur  ou  inférieur  à  AB, 


suivant  que  les  points  A  et  B  sont  du  même  côté  [fig.  386)  ou  de 
côtés  différents  {fig.  386  bis)  du  point  l. 
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H.  Etant  donnés  deux  demi-grands  cercles  AM.V,  ANV  {fig.  387) 
iernànés  à  un  diamètre  commun,  si  P  est  le  pôle  du  premier  situé,  par 
rapport  à  celui-ci,  dam  le  même  hémi- 
sphère que  le  second,  et  Q,  le  pôle  du 
second  situé,  par  rapport  à  lui,  dans  te 
même  hémisphère  que  le  premier,  l'arc  de 
grand  cercle  PQ  (')  est  supplémentaire  de 
l'angle  des  deux  demi-grands  cercles 
donnés. 

D'après  le  n°  468,  il  suffit,  pour  arri- 
ver à  cette  conclusion,  de  démontrer  que, 
i^io.  387.  si  M  et  N   sont  les  points  oîi  nos  deux 

demi-grands  cercles  rencontrent  le  grand 
cercle  de  pôle  A,  les  arcs  MP  et  NQ  sont  de  sens  contraires.  Or, 
cela  est  manifeste,  puisque,  d'après  l'hypothèse,  l'arc  MP  a  le  sens 
MN  et  l'arc  NQ,  le  sens  NM. 

Cela  posé,  il  est  aisé  de  démontrer  la  première  propriété  des 
triangles  polaires,  à  savoir  que  si  un  triangle  est  polaire  d'un  autre, 
inversement  celui-ci  est  polaire  du  premier. 

Soit,  en  effet,  ABC  un  triangle  sphérique  {fig.  38S)  dont  A'B'C  est 
le  polaire,  C  étant  un  pôle  de  AB,  l'arc  de  grand  cercle  KG  est  égal 
à  un  quadrant,  et  il  en  est  de  même  de  l'arc  AB',  pour  une 
raison  analogue  :  d'oii  résulte  que  A  est  un  pôle  de  l'arc  de  grand 
cercle  B'C  (470  bis). 

Ce  pôle  est  d'ailleurs  bien,  par  rapport  au  grand  cercle  B'C,  dans 
le  même  hémisphère  que  le  point  A.  Car  cette  conclusion  et  la  partie 
de  l'hypothèse  d'après  laquelle  le  point  A'  est,  par  rapport  au  grand 
cercle  BC,  du  même  côté  que  A,  expriment,  en  vertu  du  lemme  I, 
un  seul  et  même  fait  :  à  savoir,  que  l'arc  de  grand  cercle  AA'  est 
inférieur  à  un  quadrant- 

Quant  à  la  propriété  d'après  laquelle  chaque  côté  d'un  triangle 
spkérique  est  le  supplément  de  l'angle  correspondant  du  triangle 
polaire  du  premier,  elle  résulte  évidemment  du  lemme  II  :  car  les 
sommets  du  premier  triangle  sont  hien  déduits  des  côtés  du  second 
comme  le  veut  l'hypothèse  de  ce  lemme. 
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Des  propriétés  fondamentales  des  triangles  polaires,  on  déduit, 

comme  au  n°  379,  les  théorèmes  suivants  : 

Chaque  angle  d'un  triangle  sphérique,  augmente  de  deux  droits,  est  . 

plus  grand  que  la  somme  des  deux  autres  ; 

La  somme  des  angles  d'un  triangle  sphérique  est  comprise  entre  deux 

droits  el  six  droits. 


polygone  spUériijue, 


475.  La  notion  de  polygones  spkériques  polaires  s'étend  a 
nombre  des  côtés  est  quelcouque.  C'est  ce  que  nous  allons  v 
bornant  toutefois,  pour  simplifier,  auï  poly- 
gones oonveses.  ^ 

Soit,  par  exemple,  le  polygone  ABCDE 
[fig.  388),  Jeqoei  est  supposé  convexe.  Dési- 
gnons parP  le  pôle  du  grand  cercle  AB,  pris 
dans  rhémisphÈre  qui  contient  le  polygone 
par  Q,  le  pôle  de  BC,  pris  dans  l'Iiémisphère 
qui  contient  le  polygone  ;  par  R,  le  pôle 
de  CD,  par  S  le  pûle  de  DE,  par  T  celui  de 
EA,  chacun  de  ces  pôles  étant  pris,  par  rap- 
port au  grand  cercle  correspondant,  du  mSme 
côté  que  le  polygone  donné. 

Les  points  P,Q,H,S,T  sont  les  sommets  d'ac 
qui  est  dit  le  polaire  du  premier. 

Nous  allons  voir  que,  réciproquement,  le  polaire  du  polygone  PQUST  est 
le  polygone  donné  ABCDE. 

Pour  cela,  nous  remarquerons  que  les  distances  sphériques  PA,  PB  sont 
égales  à  un  quadrant,  mais  que  les  distances  PC,  PD,  PE  sont  inférieures  à 
un  quadrant,  puisque  les  points  C,D,E  sont,  par  rapport  an  grand  cercle 
AB,  dans  l'hémisphère  qui  contient  le  point  P.  De  même  les  distances 
QB,  QG  sont  égales  à  un  quadrant,  les  distances  QD,  QE,  QA  intérieures  à 
un  quadrant  ;  et  ainsi  de  suite,  chaque  pôle  étant  distant  d'un  quadrant  des 
sommets  situés  sur  le  côté  qui  lui  correspond,  et  situé  à  une  dislance 
moindre  qu'un  quadrant  des  autres  sommets. 

Les  distances  PB,QB  éfant  égales  à  un  quadrant,  le  point  B  est  un  pôle 
du  grand  cercle  PQ;  de  même,  C  est  un  pôle  du  grand  cercle  Qlt  ;  et  ainsi 
de  suite. 

D'ailleurs,  les  distances  BR,  BS,  BT  sont,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 
inférieures  à  un  quadrant.  Donc  (n°  précédent,  lemme  I)  les  points  R,S,Ï 
sont  d'un  même  cûlé  du  grand  cercle  PQ,  celui  où  est  situé  le  point  B. 

Le  même  raisonnement  pouvant  se  répéter  pour  les  autres  côtés  du 
polygone  PQRST,  nous  voyons  :  1°  que  ce  polygone  est  convexe  comme  le 
premier  ;  2°  que  les  points  B,C,D...  sont  hien  déduits  de  ses  côtés,  comme 
les  points  P,Q,R...  l'ont  été  des  côtés  du  polygone  ABCDE. 

Quant  à  cette  proposition  que  les  eûtes  d'un  polygone  sont  les  supplé- 
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ments  des  angles  du  polysonc  polaire,  elle  se  démonlre  comme  pour  les 
triangles. 

476.  De  même  que  !es  propositions  des  nuinêfos  précédents,  celles 
qui  vont  suivre  correspondent,  pour  la  plupart,  à  des  théorèmes 
démontrés  au  livre  V  (n"'  380-384)  et  peuvent  soit  se  déduire  de  ces 
théorèmes,  soit  se  démontrer  directement  par  une  marche  exacte- 
ment calquée  sur  celle  qui  a  été  suivie  au  livre  V. 

C^  d'ê^alkc  des  triangles  sphërlques. 

Sur  une  même  sphère  ou  siii'  des  sphères  égales,  deux  triangles 
sphériques  sont  égaux  ou  symétriques  : 

1°  Lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  devx  angles  égaux  chacun 
à  chacun  ; 

2°  Lorsqu'ils  ont  vn  angle  égal  compris  enire  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun  ; 

3°  Lorsqu'ils  ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun; 
.    A°  Lorsqu'ils  ont  les  trois  angles  égaux  chacun  à  chacun. 

Propriétés  da  triangle  sphériqoe  isoscèle. 

Tout  triangle  sphérique  isoscèle  est  superposable  à  son  symétrique; 

inversement,  tout  triangle  sphérique  égal  à  son  symétrique  est  isoscèle. 

Bans  un  triangle  sphérique  isoscèle,   les  angles  opposés  aux  côtés 

égaux  sont  égaux.  Inversement,  tout  triangle 

sphérique    qui    a    deux    angles    égaux    est 

Théorème.  — Dans  un  triangle  sphérique, 
à  des  angles  inégaux  correspondent  des  côtés 
inégaux,  et  inversement  ;  auplus  grand  angle 
correspond  le  plus  grand  côté  {fig.  389)  (^). 

476  èis.  Théorème.  —  Si  deux  triangles 
sphériques  d'une  même,  sphère  ont  un  angle  inégal  compris  entre  côtés 
égaux  chacun  à  chacun,  les  troisièmes  côtés  sont  inégaux  et  au  plus 
grand  angle  est  opposé  le  plus  grand  côté. 

Soient  les  deux  triangles  sphériques  ABC,  k'B'C,  tels  que  l'on  ait 


e  ABC  dans 

18  DCB  =  1! 
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A  >  A' ,  AB  =  A'B',  AC  =  A'G.  Supposons  que  ces  deux  triangles 
aient  même  disposition  et  transportons  le  second  sur  le  premier,  de 
manière  à  faire  colucider  les  eûtes  égaux 
A'B',  AB.  Le  côté  A'C  viendra  alors  sui- 
vant un  arc  de  grand  cercle  AC,  égal  à 
AC,  mais  intérieur  à  l'angle  A  {fig  390). 

Menons  l'arc  de  grand  cercle  qui  divise 
en  deux    parties  égaies   l'angle  CjAC,  Cet 
arc  de  grand  cercle  passe,  lui  aussi,  à  l'in- 
térieur de  l'angle  BAC  et  coupe,  par  conséquent,  l'arc  BC  en  un 
point  I  situé  entre  B  et  C.  Menons  encore  l'arc  de  cercle  C,l. 

Les  deux  triangles  sphériques  AGI,  ACil  sont  symétriques  {'), 
comme  ayant  un  angle  égal  (en  A,  par  construction)  compris  entre 
côtés  égaux  chacun  à  chacun  (AI  commun  ;  AC  =  AC,).  Donc  on  a 
C,I  =  CI. 


Or  le  triangle  KJ.  donne 


BCi  <  BI -[- IC,. 
BC,  <  BI  +  IC, 


C  q.y.Ji. 

477.  Théorème.  — La  condition  néces- 
saire el  suffisante  pour  qu'un  grand  cercle 
et  un  cercle  quelconque  se  coupent  à  angle 
droit  est  que  le  premier  contienne  les 
pôles  du  second. 

Soient  I  un  point  commun  aux  deux 
cercles  ;rf,  I(,  les  tangentes  au  grand 
et  au  petit  cercle  en  ce  point  ;  P,  P' 
les  pôles  du  petit  cercle;  0,  le  centre 
de  la  sphère  (^i;.  391). 

La  condition  indiquée  dans  l'énoncé 
est  suffisante  :  car,  si  le  grand  cercle 
passe  par  P,  P',  son  plan  contient  deux 
droites  non  parallèles  entre  elles  et  toutes  deux  perpendiculaires 
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hll  :  h  savoir,    le   diaiiiùlre  PP'  et  le  rayon  01,    Ce   plan,  et   par 

suite  la  tangente  IT,  sont  donc  perpendiculaires  à  If. 

La  condition  est  d'ailleurs  nécessaire  :  car,  si  les  deux  cercles  se 
coupent  à  angle  droit,  le  plan  du  grand  cercle  contient  les  deux 
droites  IT,  01,  perpendiculaires  à  li.  Il  est  donc  lui-même  perpen- 
diculaire à  cette  droite,  par  suite  au  plan  du  petit  cercle  et  contient, 
dès  lors,  le  diamètre  PP',  perpendiculaire  à  ce  dernier  plan  menée 
par  1e  pointe. 

Corollaire.  —  Pai-  un  poinlpris  sur  une  sphère,  on  peut  mener  un 
grand  cei'de  perpendiculaire  à  un  cercle  donné  de  cette  sphère  :  et  on 
n'en  peut  mener  qu'un  seul,  si  le  point  donné  n'est  pas  unpôle  du  cercle 
donné. 

Le  grand  cercle  répondant  k  la  question,  sera  déterminé  par  le 
point  donné  A  et  les  pûtes  P,  P'  du  cercle  cherché. 

On  remarquera  qu'il  existe  deux  arcs  de  grand  cercle  issus  du 
point  A.  et  perpendiculaires  au  cercle  donné;  à.  savoir,  ceux  qui 
aboutissent  aux  deux  points  I,  l'  où  ce  cercle  est  coupé  par  le  grand 
cercle  dont  l'existence  vient  d'être  établie  ('). 

477  liis.  Le  théorème  qui  précède  est  un  cas  particulier  du  suivant: 

Théorème.  —  La  condilion  nécessaire  et  suffisante  pow  que  deux  cercles  de 
la  sphère  se  coupent  à  angle  droit,  est  que  le  plan  de  l'un  d'eux  passe  par  le 
sommet  du  cône  (on  da  cj/iindre)  circonscrit  suivant  l'autre. 

Tout  d'aiord,  dans  le  cas  où  le  premier  cercle  est  un  grand  cercle,  cette 
proposition  résnlte  de  la  démonstration  précédente:  car,  dans  celle-ci, 
la  droite  IT,  tangente  au  grand  cercle  IPP',  passe  (452)  par  Je  sommet  S  du 
c6oe  circonscrit  suivant  le  petit  cercle  considéré. 

Mais  tout  cercle  qui  coupe  celui-ci  à  angle  droit  en  I  doit  être  tangent 
à  IT;  car  IT  est  la  seule  tangente  à  la  spiière  en  I  qui  soit  perpendiculaire 
à.  It.  Donc  le  plan  d'un  tel  cercle  devra  passer  par  le  point  S. 

Inversement,  tout  cercle  passant  en  I  et  dont  le  plan  passe  par  S  est 
laugeiit  à  IT  et,  par  conséquent,  la  condition  est  aussi  suffisante. 

478.  Théorème.  —  Si,  par  un  point  d'une  sphère,  on  mène  les  deux 
arcs  de  grand  cercle  perpendiculaires  à  un  cercle  donné  et  divers  arcs 
de  grands  cercles  obliques  au  même  cercle,  les  arcs  perpendiculaires 
sont,  l'un  plus  court,  l'autre  plus  long  que  tous  les  arcs  obliques. 
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Un  arc  oblique  est  d'autant  plus  long  que  son  extrémité  est  plus 

éloignée  de  celle  de  l'arc  peiyendiculaire  le 

plus  court. 
Soient  A  le  point  donné;  P,  celui  des 

pôles  du  cercle  donné  qui  est,  par  rap- 
port à  ce  cercle,  du  même  côté   que   le 

point  A;  Al,  AI',  les  deux  arcs  de  grand 

cercle  perpendiculaires,  dont   le   second 

est  celui   qui  contient  le  point  P  à  son 

intérieur;  AK,  AK',  AK"  les  divers  arcs 

obliques  {fy.  392). 
i"  L'arc   AK  est  supérieur  à  AI,   mais  inféi-ieur  à   Al'.   Car   si 

nous  menons  l'arc  de  grand  cercle  PIÎ,  le  triangle  Kpliérique  APK 

donne 

AK  >  PK  —  PA,  AK  <  PK  +  PA, 
alors  que  l'on  a 

PK  —  PA  =^  PI  —  PA  =  Al 

PK  +  PA  =  PI'  +  PA  —  Al'  ; 

■2°  Supposons  que  les  points  K,  K'  du  cercle  donné  soient  tels  que 
les  arcs  IK,  IIC  soient  égaux.  Il  en  est  alors  de  même  des  cordes  de 
ces  arcs  et  le  point  I  est  également  distant  des  deux  points  K,  K', 
Gomme  le  point  P  jouit  de  la  même  propriété,  le  lieu  des  points  de 
la  sphère  également  distants  de  K  et  de  K'  est  le  grand  cercle  PI. 
Celui-ci  contenant  le  point  P,  les  cordes  AK,  AK'  sont  bien  égales,  et 
aussi,  par  conséquent,  les  arcs  de  grands  cercles  correspondants. 

3°  Soit  maintenant,  sur  le  cercle  donné,  un  point  K"  tel  que 
IK"  >•  IK.  l'Jous  pouvons' d'ailleurs  supposer  ('),  moyennant  ce  qui 
vient  d'être  établi  (2°),  que  les  deux  points  K,  K"  sont  du  même  côté 
du  point  I.  Menons  les  arcs  de  grands  cercles  PK,  PK".  Le  point  K 
étant  intérieur  à  l'angle  K"Pi,  on  a  KPl  <  iC'Pl. 

Les  triangles  sphériques  APK,  APK'''  ont  donc  un  angle  inégal 
(en  A)  compris  entre  cotés  égaux  chacun  à  chacun,  et  l'on  a  bien 
AK  <  AK". 

C.  Q.  F.D. 
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L'arc  de  grand  cercle  AI  est  dit  la  distance  sphérique  du  point 
A  au  cercle  KIK'T.  Cette  dénomination  est  justifiée  par  le  théorème 
qui  précède. 

479.  Outre  les  constructions  que  nous  ayons  précédemment 
appris  à  réaliser  sur  la  sphère  (n°  470-470  Sis),  on  peut  effectuer,  sur 
celle  surface,  la  plupart  des  constructions  analogues  à  celles  que 
nous  avons  indiquées  en  géométrie  plane  (liv.  Il,  chap.  VI).  Nous 
donnons,  à  cet  égard,  un  certain  nombre  d'exemples  aux  exercices 
(exercice  702). 


EXERCICES 

il)  'M  on  j  nt  un  pjmt  pn»  iAn-.  1  mliTicur  d  ini  tniiit.1  -.pi  ciu|iie  iu\  tini» 
"omniets  par  des  aica  de  grands  ceriles  Ix  ininnie  <le  us  aies  est  plus  petite 
que  le  périmètre  du  triangle  et  plus  grande  que  la  moitié  de  ce  périmètre 

699  Si  deux  itiaiigles  spliériiiues  rectangles  sont  tels  que  les  côtés  dP  1  angle 
droit  du  premier  'JOient  lespeolivetnent  plus  petits  que  les  côtés  de  1  angle  droit 
du  second,  i  hypntf^nuse  du  premier  est  plus  petite  que  celle  du  second 

697  Si  la  médiane  d  un  triangle  sphéiique  {aie  de  grand  cercle  qui  jomt  un 
sommet  au  milieu  du  cûté  opposé)  est  égile  à  un  quadrant,  elle  est  en  même 
temps  bisseUrice  de  langle  qui  la  lompiend 

Si  elle  est  plus  petite  qu  un  quadunt,  elle  est  plus  giande  que  la  bissectrice 
de  1  angle  en  ((uestion,  (imitée  au  troisième  côte  Elle  est  lu  contniie  pluap'tile 
que  celte  iiiaseï  tt  ice  -i  elle  est  plus  grande  qu  un  quadrant 

61)8.  Si,  dans  un  quadrilatère  sphérique  convexe,  les  côtés  opposés  sont  égaux, 
les  diagonales  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales.  Leur  point  d'intersection 
est  le  pôle  du  grand  cercle  qui  passe  par  les  points  d'intersection  Bes  côtés  opposés 
[Utiliser  liv.  VII),  Deux  sommets  conséoutits  et  les  points  diamétralement  opposés 
aux  deux  autres  sommets  sont  sur  un  même  cercle. 

Dans  un  quadrilatère  {losange  spliérique)  dont  les  quatre  côtés  sont  égauï,  les 
diagonales  sont,  en  outre,  p  erpe  a  dieu  1  aires  entre  elles. 

Si,  les  côtés  apposés  étant  égaux,  les  diagonales  sont  égales,  leur  point  d'inter- 
section et  les  points  d'intersection  des  côtés  opposés  sont  les  sommets  d'un  triangle 
trirectangle.  Les  quatre  angles  du  quadrilatère  sont  alors  égaux  entre  eux. 

699.  Si  un  grand  cercle  varie  en  restant  constamment  tangent  à  un  petit  cercle 
Itxe  C,  et  qu'on  prenne,  parmi  les  deux  pôles  du  grand  cercle,  celui  qui  est  situé 
dans  le  même  hémiEphère  que  C,  ce  pôle  décrit  un  petit  cercle  C,  qui  est  dit 
polaire  du  premier. 

La  relation  entre  G  et  C  est  réciproque,  c'est-à-dire  quo  le  polaire  de  C  n'est 

700.  Les  grands  cercles  liissecleurs  des  angles  d'un  triangle  sphérique  se  coupent 
aux  deux  mêmes  points  diamétralement  opposés.  Il  en  est  de  même  des  trois 
médianes  et  des  trois  hauteurs  (grands  cercles  menés  par  di.iqiie  sommet  pfirpcn- 
dicuiairemenl  au  côté  opposé). 
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701.  Connaissant  la  distance  des  pôles  de  deui  cercles  et  leui-s  rajons  sphériques, 

le  cas  où  les  rayons  sont  plus  petits  qu'un  quailrant,  île  sorte  que  les  pûles  donnés 
Botit  intérieurs,  et  le  cas  oii  cette  restriction  n'est  pas  donnée. 

703.  Résoudre e/feciiKemeni (soir page 50  note),  àl'aidedeconslructionsspliÉriques 
et,  au  besoin  lie  conalruclions  plane<i   les  problèmes  suiviiits 

a]  Trouvei  le  point  diamétralement  opposé  à  un  point  donné  ; 

6]  Faire  pasoei  un  grand  tel  de  par  deuv  pointh  donnés 

e)  Faire  iiasser  un  cercle  p-u  tiois  points  donnés  de  la  sphère.  Trouver  les 
pôles  il  un  cercle  donné 

d)  Mener  don  point  donné  un  granlceidepeipendiculiirp  sur  un  cercle  donné; 

e)  Diviser  en  deux  pirlins  égales  I  aiiglp  de  ieux  grands  cercles.  Diviser  en  deux 
parties  égales  un  arc  de  cercle  quelconque, 

/)  Construire  un  ti-iangle  sphérique  connaissant  les  trois  cùtés;  discussion 
{ex.  701)  ; 

g)  Par  un  point  donné  de  la  sphère,  mener  un  grand  cercle  faisant  avec  un 
g    nd  e        d  nné  un  angle  égal  à  un  angle  donné.  Minimum  de  cet  angle  ; 
jO       u        n  triangle  sphérique  : 
]      nna  sean  deux  cdtés  et  l'angle  compris  ; 
)     nna  san    deux  cfités  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eus  ; 
)     n  a    an   un  côté  et  deux  angles  (')  [discussion); 

l)  Construire  un  triangle  sphérique  rectangle,  connaissant  l'iiypoti^iiiise  et  un 
angle  adjacent  ou  un  cûlé  ; 

m]  Tracer  un  cercle  tangent  à  un  cercle  donné  en  un  poinl  doniw  et  passant  par 
un  autre  point  donné, 

n)  Tcacer  le  grand  cercle  langent  à  un  cercle  donné  en  un  poiut  donné  de 
ce  cercle  ; 

<j)  Mener,  d'un  point  (juelconque  de  la  sphère,  un  grand  cercle  tangent  à  un 
petit  cercle  donné(pourcetteconstruclionet  la  suivante,  utiliserez.  609).  Discussion; 

p)  Mener  un  grand  cercle  tangent  à  deux  petits  cercles  donnés.  Discussion  ; 

q)  Mener,  d'un  point  donné  comme  pôle,  un  cercle  qui  coupe  un  cercle  donné  à 
angle  droit  ; 

!■)  Construire  un  petit  cercle  tangent  à  trois  grands  cercles  donnés  ; 

s)  Construire  un  cercle  tangent  à  un  cercle  donné  en  un  point  donné  et  langenl 
a  un  autre  cercle  donné. 

703.  Tracer  un  grand  cercle  sur  lequel  deux  petits  cercles  donnés  interceptent 
des  arcs  ^aux  à  des  arcs. donnés. 

704.  Étant  donnés,  sur  une  sphère,  un  grand  cercle  C  et,  sur  ce  grand  cercle  un 
point  A,  placer  (à  l'aide  de  constructions  planes  etsphériques))e  point  qui,  lorsqu'on 
considère  !a  sphère  donnée  comme  sphère  céleste,  le  granii  cercle  donné  comme 
équateur  et  le  point  A  comme  origine  des  ascensions  droites,  a  une  ascension  droite 
et  une  déclinaison  (')  données. 

706,  Étant  donnés  trois  cercles  sur  la  sphère,  il  existe  un  cei-cle  et  un  eeul  qui 
partage  chacun  d'eux  en  deux  parties  égales.  Quel  est  le  plan  de  ce  cercle? 

(i)  On  remarquera  quH,  si  les  angles  donnés  ne  sont  pas  tous  deuï  adjacents  au  eûté  donné. 
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106,  Élantdoiinés  deux  grands  i  jlIps  Ungents  i  un  même  petit  ccii,Il  C  un 
troisième  grand  cercle  quelconque  tancent  \  C  forme  aîec  les  lieuv  picmieis  un 
ti4angle  sphÉrique  de  périmètre  tonsiant 

107.  Construire  [effectivement)  un  tiiangle  sphérique  connaissant  un  côté  un 
angle  adjacent  et  la  somme  des  deu\  autres  cô lés  {donnée  par  un  aie  de  grand  ceiUe 
Égal  à  cette  somme). 

708.  Construire  (effectivement)  un  triangle  sphérique,  connaissant  un  angla,  une 
hauteur  (es.  700)  et  le  périmètre.  (Utiliser  es.  706  ;  deux  cas  à  distinguer). 

709.  Trouverles  conditions  pour  qu'un  quadrilatère  sphérique  soit  circonscriplîble 
à  un  cercle.  (Comparer  ex.  65î.) 

710.  D'un  point  de  la  sphère,  extérieur  à  un  petit  cercle  donné,  on  lui  mène  les 
deux  grands  cercles  tangents  (ex.  70a,  o);  pour  quelle  posiiion  du  point  ces  deux 
grands  cercles  font-ils  le  plus  petit  angle  ? 

711.  Le  grand  cercle  qui  passe  parles  milieux  M.Ndes  côtés  ÂB,  A  C  d'un  triangle 
sphérique  coupe  le  grand  cercle  DG  aux  milieux  des  deux  arcsqui  ont  pour  extré- 
mités le  point  B  et  le  point  diamétralement  opposé  à  G.  Le  pôle  du  grand  cercle  M.\ 
est  également  distant  de  B  et  de  C  et  les  arcs  de  grands  cercles  qui  le  joignent  à  B 
et  à  C  font  entre  eux  un  angle  double  de  l'angle  au  centre  correspondant  à  l'arc  de 
grand  cercle  MN. 
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CHAPITUE    V 


SURFACE    ET    VOLUME    DE     LA    SPHÈRE 


480.  Théorème.  —  La  surface  engendrée  par  un  segment  de  droite 
tournant  atttour  d'un  axe  situé  avec  lui  dans  un  même  plan  et  ne  le 
traversant  pas,  a  pour  mesure  la  projection  du  segment  sur  l'axe,  multi- 
pliée par  la  circonférence  qui  a  son  centre  sur  l'axe  et  touche  le  segment 
en  son  milieu  ('], 

La  surface  engendrée  par  un  segment  de  droite  AB  {fig.  394) 
tournant  autour  d'un  axe  xy  situé  avec  lui  dans  un  même  plan  et  ne 
le  traversant  pas,  est  en  général,  celle  d'un  tronc  de  cône  dont.  les 
circonférences  de  bases  ont  pour  rayons  les  perpendiculaires  Ao, 
Bè  abaissées  des  points  A,  B  sur  l'axe. 

Exceptionnellement,  le  tronc  de  cône  se  réduit  k  un  cùne,  iorsque 


le  segment  a  une  extrémité  sur  l'axe  [fig.  393),  ou  à  un  cylindre, 
lorsque  le  segment  est  parallèle  à  l'axe  (fig.  393  bis)  (^). 
Soient  M  le  milieu  de  AB  ;  Mm,  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 


a  l'axe  (fig.  393  te,-).  Cette  droonetance  na 
(S)  Dans  Is  cas.  siclu  par  lu  note  précéden 
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point  sur  l'axe.  La  surface  latérale  du  tronc  de  cône  a  pour  mesure 
(445)  le  produit  2îr  AB.  Mm;  et  cette  expression  est  encore  valable 
lorsque  le  tronc  de  cône  est  remplacé,  soit  par  un  cône,  soit  pai- 
un  cylindre  (445,  Rem.). 

Par  le  point  M,  menons  la  perpendiculaire  à  AB,  jusqu'à  rencontre 
en  0  avec  l'axe.  D'autre  part,  par  le  point  A,  menons  la  parallèle 
AH  h  Taxe,  jusqu'à  rencontre  en  H  avec  Bb.  Le  segment  AH  est  égal 
à  ad,  c'est-à-dire  à  la  projection  de  AB  sur  l'axe.  D'autre  part,  les 
triangles  ABH,  MmO  sont  semblables,  comme  ayant  leurs  côtés 
perpendiculaires,  et  donnent 

AB       AH 


ce  qui  s'écrit 

AB-Miii  —  OM-AII. 


Surf.  AB  —  2ir  AB.  Mm  =  Sti  OM-AH  :z^  -1-  OM.  ah. 


481.  Aire  de  la  zone. 

Définition.  —  On  nomme    iotie,  la  portion  de  surface  spliériqiie 

comprise  entre  deux  plans  parallèles  {fig.  39b).  Les  circonférences 

situées  dans  ces  deux  plans  et  qui  limi- 

^ — --  tent,  par  conséquent,   la  zone,  en  sont 

/\\ --Ir\  (fîtes   les  haxes.    La    distance   des    deux 

/-^~-~,^, „.,--^^.  \        plans  de  bases  est  la  hauteur  de  la  zone. 

.V,^^^  ^^\  L'une  quelconque  des  deux   portions 

que    l'on    détermine    dans  une   surface 

sphérique   en  la  coupant  par  un  plan, 

est  dite  une   calotte  sphérique.  On  peut 

"--,,  ,,-'  évidemment  considérer  la  calotte  sphé- 

]f,a.  3K.  riquecommeunezonedanslaquelleundes 

plans  de  bases  est  tangent  à  la  sphère. 

La  zone  (ou  la  calotte)  peut  être  encore  définie  comme  la  surface 

engendrée  par  la  révolution  d'un  arc  de  cercle  AB  {fig.  396,  396  bis) 

autour  d'un  diamètre  sans  point  commun  iivcc  lui  (cas  de  la  zone)  ou 
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passant  par  une  do  ses  extrémités  (cas  de  la  calotte).  La  kaulew 
alors  la  projection  de  l'arc  AB  sur  l'axe. 


482.  Pour  définir  l'oîVe  de  la  zone,  nous  remplacerons  d'abord 
l'arc  AB  par  une  ligne  brisée  (ACDEB,  fig.  397)  inscrite  dans  cet 
ai'c.  L'aire  de  la  zone  sera,  par  définition,  la  limite  vers  laquelle 
tend  l'aire  engendrée  par  cette  ligne  en  tournant  autour  de  Taxe, 
lorsque  le  nombre  des  côtés  de  la  ligne  augmente  indéfiniment  de 
manière  que  chacun  d'eux  tende  vers  zéro. 

L'existence  de  cette  limite  et  son  expression  résultent  des  deux 
théorèmes  suivants  : 

Théorème.  —  L'aire  engendrée  par  une  ligne  brisée  inscrite  à 
un  cercle,  en  tournant  autour  d'un  diamètre  qui  ne  la  coupe  pas,  est 
égale  à  la  projection  de  la  ligne  brisée  sur  le  diamètre,  multipliée  par 
la  longueur  d'une  circonférence  dont  le  rayon  est  comprù  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  des  distances  du  centre  aux  côtés  de  la  ligne 
brisée. 

Soit  la  ligne  brisée  ACDEB  {fig.  397]  inscrite  dans  un  cercle  de 
centre  0  et  tournant  autour  du  diamètre  xy,  lequel  ne  la  traverse 
pas  (une  des  extrémités  de  la  ligne  brisée,  ou  les  deux,  pouvant  être 
sur  xy).  Soient  a,  c,  d,  e,  6,  les  projections  des  sommets  sur  xy. 

Les  perpendiculaires  aux  milieux  H,  K,  L,  M  des  côtés  de  la  ligne 
brisée  concourant  toutes  en  0,  le  théorème  du  n°  480  donne  ici  (')  : 

Surf.  AC  =  2j:'^.0ÎÎ 
Surf.  CD  =  2Tt  êa  ■  ÛF 
Surf.  DE  =  27r  de  ■  or 
Surf.  EB^27t  eï-OT 


î  page  169,  n 
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La  surface  engendrée  par  la  ligne  ACDEB  est  donc  mesurée  paf 

îTT  (^ .  ■Dît + 75 .  us:  +  7e  ■  tjl  +  "^  ■  ôM  ) . 

Or,  d'après  un  théorème  connu  d'arithmétique  ('),  l'expression 
entre  parenthèses  est  égale  au  produit  de  la  somme  ac  ~\-  cd 
+  rfe  +  eà,  c'est-à-dire  de  ab,  par  une  quantité  comprise  entre  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  des  quantités  OH,OK,OL,OM  :  ce 
qui   démontre  le  théorèine. 

Corollaire.  —  Si  la  ligne  brisée  est  régulière,  les  distances 
OH,OK,  OL,OM,  sont  toutes  égales  à  l'apothème  de  cette  ligne 
brisée. 

Donc  Vaire  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière  tournant  autour 
d'un  axe  situé  dans  son  plan,  passant  par  son  centre  et  ne  la  traver- 
sant pas,  est  égale  à  la  projection  de  cette  ligne  sur  l'axe,  multipliée 
par  la  longueur  de  la  circonférence  inscrite. 

483.  Théorème.  —  L'aire  engendrée  par  un  arc  de  cercle  tournant 
atitour  d'un  diamètre  qui  ne  le  traverse  pas,  est  égale  à  la  projection 
de  l'arc  sur  le  diamètre,  multipliée  par  la  longueur  de  la  circonférence 
entière. 

Autrement  dit,  l'aire  de  la  zone  est  égale  au  produit  de  sa  hauteur 
par  la  circonférence  d\tn  grand  cercle. 

Soient,  en  effet,  l'arc  AB,  de  centre  0,  tournant  autour  du  diamètre 
xy  ;  ab,  la  projection  de  ÂBsura;*/.  Si,  dans  l'arc  ÂB,  nous  inscrivons 
une  ligne  brisée  ACDEB,  celle-ci,  en  tournant  autour  de  xy,  engen- 
drera une  aire  égale  au  produit  de  27c  •  ab  par  une  quantité 
intermédiaire  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  distances  Aa 
centre  aux  côtés  de  la  ligne  brisée. 

Si  maintenant  on  augmente  indéfiniment  le  nombre  des  côtés,  de 
manière  que  chacun  d'eux  tende  vers  zéro,  toutes  les  distances 
dont  il  vient  d'être  question  tendent  vers  le  rayon  OA  —  R  de  la 
circonférence. 

Donc  l'aire  engendrée  a  bien  une  limite,  indépendante  de  la  loi 
suivant  laquelle  on  fait  croître  le  nombre  des  côtés  de  la  ligne 
brisée  {pourvu  que  tous  ces  côtés  tendent  vers  zéro)  et  celle 
limite  est 

277  R  •  âl>. 

c.  Q,  r.  D. 
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Remarque.  —  Le  raisonnement  précédent  et  sa  conclusion  sont 
applicables  au  cas  d'une  calotte  sphérique. 

Corollaire.  —  On  voit,  par  le  théorème  précédent,  que  deux  zones 
d'une  même  sphère  sont  proportionnelles  à  leurs  hauteurs. 

484.  Aire  de  la  sphère. 

Théorème.  —  L'aire  de  la  sphère  de  rayon  II  est.  47rR^ 
En  effet,  le  raisonnement  du  numéro  précédent  est  encore  appli- 
cable lorsque  l'arc  AB  devient  la  de  mi- circonférence.  La  projection 
ai  est  alors  le  diamètre  2R;  la  zone  engendrée  n'est  autre  que  la 
sphère  entière.  La  surface  de  cette  sphère  est  donc  mesurée  par  le 
produit 

C.    Q.   F.  T). 

Corollaire.  —  La  surface  de  la  sphère  est  égale  à  quatre  fois  la 
surface  d'un  grand  cercle. 

Remarque.  ■ —  On  voit  que  les  surfaces  de  deux  sphères  sont  pro- 
portionnelles aux  carrés  de  leurs  rayons. 

485.  Théorème.  —  Le  volume  engendré  par  un  triangle  tournant 
autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan,  passant  par  un  de  ses  sommets  et 
ne  le  traversant  pas,  a  pour  mesure  le  produit  de  la  surface  que  décrit 
le  côté  opposé  au  sommet  situé  sur  l'axe,  par  le  tiers  de  la  hauteur 
correspondante. 

Nous  distinguerons  trois  cas  : 

1°  fin  des  côtés  du  triangle  est  situé  sur  l'axe. 

Soit  le  triangle  ABC  {ftg.  398,  398  bis)  dont  le  coté  AB  est  situé  sur 


l'axe  XI/.   Par  le  sommet  C,   menons,   sur  cet  axe,  la  perpendi- 
culaire Ce.  Les  deux  triangles  rectangles  ACc,  BCc  engendreront, 
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(in  tournant  autour  de  xij,  doux  cônes  ayant  pour  hase  commune 

le  cercle  de  rayon  cC,  pour  hauteurs  respectives  Kc,  Bc,  et  dont  les 

engendré  par  ABC  sera  la  somme  ou  la  différence  des  deux  cônes 
ainsi  obtenus,  suivant  que  le  point  c  sera  sur  le  segment  AB 
{fi(f.  398)  ou  sur  un  de  ses  prolongements,  par  exemple  au  delà 
du   point  B  {fig.  398  bis]  :  on  aura  donc 


dans  le  premier  cas,  et 

Vol.  ABC  =-  TtC"c'-Âc  - 

dans  le  second. 
Mais  comme  on  a,  dans  le  premier  cas, 

AB  _:  kc  +  Bc 
et,  dans  le  second, 

AU  —  kr.  —  Bc, 

il  vient,  en  toute  hypothèse, 

Vol.  ABC  =  q7çCc'-AB. 

D'aulre  part,  si  AH  est  la  hauteur  du  triangle  issue  du  point  A„ 
on  a 

Ce  .  AB  ~  BC  ■  Aïl  : 

car  ces  deux  produits  représentent  tous  deux  le  double  de  l'aire 
du  triangle  ABC.  On  peut  donc  écrire 

voi.abc  =  ^7iCï:'-bc-ah, 


Vol.  ABC  =  - AH  .  Surf.  BC, 
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car  !a  surface  décrite  par  le  côté  BC  est  celle  d'un  cùnc  et  a  pour 
mesure  (443)  ^  EC  ■  C?. 

2°    ie   côté   opposé  au    sommet   situé  sur  l'axe    est    parallèle     à 

Soit  le  triangle  ABC  {fy.  399,  399  bis]  dans  lequel  le  sommet  A 

est  situé  sur  l'axe  xy,  tandis  que  le  côté  BC  est  parallèle  à  cet  axe. 

Menons  encore  la  hauteur  AH  et  projetons  les  points  B,  C  en  6,  t 

sur  l'axe.  Lorsqu'on  fait  tourner  la  figure  autour    de  cet  axe,  le 

rectangle  BiAH  engendre  im  cylindre  et  le  triangle  AB6  engendre 

un  cône  ;  comme  ces  deux  solides  ont  même  b^e  (le   cercle   do 

rayon  ùB)  etnaÉme  hauteur  (A6),  le  cône  est  le  tiers  du  cylindre  : 

leur  différence,  c'est-à-dire  le  volume  engendré  par  le  triangle  ABU, 

2 
est  les  5  du  cylindre  engendré  par  le  rectangle  A6BH. 

De  même,  le  volume  engendré  par  le  triangle  ACH  est  les  ^  du 

cylindre  engendré  par  AcCH. 

Donc  le  volume  engendré  par  le  Iriangie  ABC,  lequel  est  la  somme 
{/ig.  399)  ou  la  différence  (fig.  399  bU)  des  volumes  engendrés  par 

2 
les  deux  triangles  précédents,  est  les  5  du  cylindre  engendré  par  le 

reclangie  lihCc,  ce  cylindro  étant  la  somme  ou   la  différence   des 


deux  cylindres  que  nous  venons  de  considérer.  Autrement  dit,  on  a 


=  i  AH  X  2tc  V,Ij  .  BC  =  g  ah  X  surf.  BC. 

3°  Cns  général. 

Soit  le  triangle  ABC  {/ig.  400)  dont  le  sommet  A  est  sur  l'axe  xy, 
le  cOté    BC  n'étant  pas  parallèle  à  cet  axe.  Soit  D  le  point  de 
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l'enconlre  de  xy  avec  BC  prolonge.  On  a  (1°),  en  appelant  toujours 
AH  la  hauteur  issue  do  A, 

Vol.  ABD  =T  surf.  BD  X  l  AU, 

Vol.  ACD  --^-  surf.  CD  X  ~  AH, 
1,  par  différence, 
Vol.  ABC  —  surf,  BC  x  ^  AH. 

0.  q.  F.  D. 
486.  Volume  du  secteur  sphërique. 

Définitioii.  —  On  nomme  secteur  sphérique,  la  figure  engendrée 
par  un  secteur  circulaire  tournant  autour  d'un  diamètre  qui  ne  le 
traverse  pas.  Dans  ce  mouvement,  l'arc  qui  sert  de  base  au  secteur 
circulaire  engendre  une  zone,  qui  est  dite  base  du  secteur  sphérique. 
Pour  définir  le  volume  du  secteur  sphérique,  nous  remplacerons 
le  secteur  circulaire  par  un  secteur  polygonal  inscrit.  Le  volume  du 
secteur  sphérique  sera,  par  définition,  la  limite  vers  laquelle  tend  le 
volume  engendré  par  ce  secteur  polygonal,  lorsqiie  le  nombre  des 
côtés  de  la  ligne  brisée  qui  lui  sert  de  base  augmente  indéfiniment, 
de  manière  que  chacun  d'eux  tende  vers  zéro. 

Les  théorèmes  suivants  montrent  l'existence  de  cette  limite  et  en 
fournissent  l'expression,  laquelle  est  indépendante  de  la  loi  suivant 
laquelle  on  construitles  lignes  brisées  inscrites. 

Théorème.  —  Le  volume  engendré  par  un  secteur  polygonal 
(PL,  253  bis)  en  tournant  avtour  d'un  axe  situé  dam  son  plan,  passant 
par  son  centre  et  ne  le  traversant  pas, 
est  égal  au  tiers  de  ta  surface  engen- 
drée par  la  ligne  bmsée  qui  sert  de 
base  au  secteur,  multiplié  par  une 
quantité  intermédiaire  entre  la  plus 
j,     ^^j  grande  et  la  plus  petite  des  distances 

du  centre  aux  côtés  de  cette  ligne. 
Soit  le  secteur  polygonal  OACDEB  {fig.  401),  tournant  autour  d'un 
axe  xy  passant  par  son  centre  0,  situé  dans  son  plan  et  ne  le  traver- 
sant pas.  Les  triangles  OAC,  OCD,ODE,0£B  engendrent  respective- 
ment des  volumes  dont  l'expression  est  fournie  par  le  théorème 
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précédent.  On  a  ainsi,  en  désignant  par  OH,  OK,OL,OM,  1 
dn  centre  aux  côtés  AC,DC,DE,1';B  : 


Vo!.ODE—  -.  surf.  DEXOL 


En  faisant  la  somme  et  recourant  encore  au  théorème  d'arithmé- 
tique déjà  appliqué  n°  482,  on  voit  bien  que  le  volume  engendré  par 
le  secteur  est  égal  au  tiers  de  la  somme  surf.ÂC-|- surf. Ci)  +  surf.  DE 
+  surf,  EB,  —  c'est-à-dire  au  tiers  de  la  surface  qu'engendre  la 
ligne  AGDEB,  —  multiplié  par  une  quantité  intermédiaire  entre  la 
plus  gi'ande  et  la  plus  petite  des  quantités  OH,  OK,  OL,  DM. 

c,q.  F.  D. 

Corollaire.  —  Si  le  secteur  polygonal  est  régulier,  les  lignes  OH, 
OK,  OL,  OM  sont  toutes  égales  à  l'apothème  de  la  ligne  brisée 
régulière  ACDEB. 

Donc  le  volume  engendré  2^ar  un  secteur  polygonal  régulier  iournanl. 
aulour  d'un  axe  nlué  danif  son  plan,  passant  par  son  centre  élue  le 
traversant  pas,  est  égal  à  la  surface  engendrée  par  la  ligne  brisée  qui 
sert  de  base  au  secteur,  multipliée  par  le  tiers  de  Papothéine. 

Théorème.  —  Le  volume  du  secteur  sphérique  est  égal  à  la  zone  qui 
lui  sert  de  base,  mulHpliée  par  le  tiers  du  rayon. 

En  effet,  si  l'on  augmente  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  d'une 
ligne  brisée  inscrite  dans  l'arc  AB  {fig.  401)  qui  engendre  la  ïone  de 
base,  —  et  cela  de  maiiière  que  cbacun  d'eux  cités  tende  vers  zéro, 
—  la  surface  engendrée  par  cette  ligne  brisée  inscrite  tend  vers  la 
surface  de  zone,  pendant  que  les  distances  OH,OK,  etc.  (^3'.  401),  des 
différents  côtés  au  centre  tendent  toutes  vers  le  rayon.  Donc  le 
volume  engendré  par  le  secteur  polygonal  correspondant  tend  bien 
vers  la  limite  indiquée  dans  l'énoncé. 

Corollaire.  —  Si  R  est  le  rayon  de  la  sphère,  h  la  hauteur  de  ta  zone 
i 
qui  sert  de  base  au  secteur,  le  volume  de  celui-ci  est  -  îtR^/i. 
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Celle  exprcssioH  esL  bien,  en  efi'et,  le  procinit  de  ^  R  par  l'aire  de 
a  xone,  trouvée  au  ii"  483, 

487.  Volume  de  la  sphère. 

4 
Théorème.  —  Le  volume  da  la  sphère  de  vayonW,  est  ~  ttH'. 


En  effet,  les  raisonnements  qui  précèdent  sont  applicables  à  la 
figure  engendrée  par  un  demi-cercle  tournant  autour  de  son  dia- 
mètre, c'est-à-dire  au  volume  de  la  sphère.  On  doit  alors,  dans 
l'expression  indiquée  au  corollaire  du  numéro  précédent,  remplacer 
la  hauteur  /ipar  2R;  ce  qui  conduit  bien  au  résultat  annoncé. 

1 
Corollaire.  —  Le  volume  de  la  sphère  de  diamètre  D  est  -  itD". 

Il  suffU,  pour  le  voir,  do  remplacer  R,  par  -,  dans  l'expression 


ftBMARQUE.   —  On  voit  que  les  volumes  des   deux  sphires   sont 
proportionnels  aux  cubes  de  leurs  rayons  {ou  de  leurs  diamètres). 

488.  Volume  de  l'anneau  spliérique. 

On  nomme  anneau  gphérique  le  solide  engendré  par  la  révolution 
d'un  segment  de  cercle  (PI.,  263)  autour  d'un  dia- 
mètre qui  ne  le  traverse  pas. 

Le  volume  engendrépar  un  segment  de  cercle  tour- 
nant autour  d'wi  diamètre  qui  ne  le  traverse  pas 
(volume  de  l'anneau  spkérique)  est  le  sixième  du 
volume  du  cylindre  qui  a  pour  base  la.  corde  du 
sec/ment  et  pour  hauteur  la  projection  de  cette  corde 
sur  l'axe. 

Fn,.  io2.  Soit  le  segment  de  cercle  compris  entre  l'arc  AB 

d'une  circonférence  0  (fig.  402)   et  sa  corde,   tour- 
nant autour  do  l'axe  xij  qui  passe  par  0.  Soit  encore  ab  la  projec- 
tion AB  sur  xy. 
Lorsque  la  figure  tourne  autour  de  xy,  le  secteur  circulaire  OAB 

2    2_ 

re  un  volume  qui  est  mesuré  (486)  par  le  produit  ^  -jtOA  ah- 
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D'autre  part,  le  Lriangie  rectiiigne  OAB  engendre,  dansles  mêmes 
1 
conditions,  un  volume  égal  (485)  à  surf.  A.B  X  ^  OH  (en  désignant 

par  OH  la  distance  du  centre  h  la  corde  AB),  c'est-à-dire  (480)  à 

2r:  r^:  OH  X  ^  OÏi  ^-=:  I TU  OH'.T* • 

La  différence  des  deux  volumes  précédents  est  évidemment 
constituée  par  le  volume  de  l'anneau  sphérique  :  celoi-ci  a  donc  pour 
mesure 

-II  UÂ'.ôI—  ^TtôH'-^"-  -7iâé((jX'-.-ÔH')- 

Mais,  dans  le  triangle  OAH,  on  a 

OA'  — Ôh'  =  AH'=  ^■ 
4 

Donc 


2     -.  AB"       1    —2 


C.Q.  F.  D. 

489.  Volume  du  segmeut  sphërique. 

On  nomme  segment  sphèrique  la  portion  de  sphère  comprise  entre 
deux  plans  parallèles  :  volume  limité,  en  général,  par  une  zone  et 


deux  cercles  dont  les  plans  sont  parallèles  entre  eux  {(içj.  403),  ces 
cercles  étant  dits  les  bases  du  segment.  Le  segment  sphèrique  peut 
aussi  être  ii  une  seule  base,  c'est-à-dire  limité  par  un  cercle  et  une 
caloUe  sphèrique  [fig.  403   bis);   le  plan  de  l'autre  hase  doit  être 
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alors,  pour    Tapplication  des    raisorinenieiits,  rÉpuLé  tangent  à.  la 

sphère. 

La  hauteur  du  segment  est  la  distance  des  plans  des  deux  bases. 
Le  segment  spkdriqtte   est  équivalent   à   la  demi- 
somme  des  deux  cylindres  qui  ont  pour  hauteur  com- 
mune, la  hauteur  du  segment  et  pour  bases  respectives 
les  deux  bases  de  ce  segment^  augmentée  de  la  sphèri^ 
t/ui  a  la  hauteur  pour  diumèlre. 
Soit  le  segment  spliériqoe  engendré  par  la  révo- 
Fia.  401.  lution  du  trapèze  mixtiligne  a\Bb  [fg.  404)  autour 

de  l'axe  ab  et  limité,  par  conséquent,  d'une  part  par 
deux  cercles  de  rayons  respectifs  oA,  èB,  d'autre  part  par  la  zone 
qu'engendre  l'arc  AB.  Ce  solide  est  manifestement  la  somme  du 
tronc  de  cfinc  engendré  par  le  trapèze  recliUyne  AaBft  et  de  l'anneau 
sphérique  AB. 
Le  tronc  de  cône  a  pour  volume 

1 


aè  (A«'  - 


i'+Àfl-  Hb): 


'anneau  sphérique  a  pour  volume 

Nous   trouvons  donc  comme  somme 

'  TT^^  {AB'  +  2Ta  +  lW  -:-  2Â^  ■  WA. 


Mais  AB  peut  s'exprimer  à  l'aide  de  Aa,  Uù  et  nb  ;  car,  si  l'un  mène 
parle  point  A  la  parallèle  AH  à  l'axe,  jusqu'à  rencontre  eu  11  avec  lii, 
le  triangle  rectangle  ABH  donne 

ÂB'=_-AH'  +  Bn', 

et  comme,  d'autre  part,  on  a  (') 

AH  =  au  ;     BU  —  B4  —  H6  =  Bé  —  Aa, 


(l)  Nous  supposons,  i)o» 
que  l'on  a  désigné  par  B  et 


it  plus  grand  qno  An  ; 
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AÏS"  -  âb^  +  [B/j  —  ,\«)'- 
Le  volume  du  segmenl  est  donc 

ou,  toutes  réductions  faites, 

j,s=  +  .jMS(si*+irj'), 

i:e  qui  est  biea  la  somme  de  la  sphère  et  des  deux  demi-eylindrcs 
indiqués  dans  l'énoncé. 


EXERCICES 

713.  Partager  la  surface  d'imcsphèreen  parUes  équivalentes  pardes  plans  pa'<sant 
par  une  droite  donnée,  extérieure  à  la  sphère. 

713.  Une  sphère  varie  en  passant  eonsiamment  par  le  centre  d'une  ipheie  fi^e 
Montrer  que  celle-ci  intercepte  sur  lasphère  variable  une  calotte  d'-iire  constante 

714.  Un  cylindre  est  circonscrit  à  une  sphère.  Montrer  que  U  ïona  de  la  sphère 
comprise  entre  deui  plans  perpendiculaires  à  l'axe  du  cylindre  est  équivalente  à 
l'aire  cylindrique  comprise  entre  les  deux  mêmes  plans. 

715.  iln  cylindre  étant  circonscrit  à  une  sphère,  on  mène  à  celle-ci  un  plan  tangent 
P  perpendiculaire  à  l'axedu  cylindre  et  l'on  prend  la  section  droite  ainsi  déterminée 
dans  ce  dernier  comme  îiase  d'un  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère. 
Montrer  ; 

1°  Que  si  l'on  coupe  les  trois  solides  par  un  même  plan  parallèle  à  P,  le  cercle, 
section  du  cylindre,  a  une  aire  équivalente  k  la  somma  des  cercles  suivant 
lesquels  sont  coupés  respectivement  le  cône  et  la  sphère, 

3°  Que  si  l'on  coupe  les  trois  solides  par  deux  plans  parallèles  à  P,  le  volume 
îhtercepté,  entre  ces  deux  plans,  dans  le  cylindre,  est  la  somme  des  volumes  inter- 
ceptés dans  le  cane  et  dans  la  sphère. 

716,  Montrer  que  les  volumes  du  cylindre,  du  cône,  du  tronc  de  cône  et  du 
segment  sphériqiie  satisfont  tous  à  la  relation  : 


.B" 
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h,  U,  B',  B"  désignant,  comme  à l'esereice  575,  la  hauteur  da  solide,  les  aiies  Jes 
deux  bases  (la  base  supérieure  Un  cûiie  étant  nulle)  et  l'aire  de  la  section  menée, 
parallèlement  aux  bases,  à  égale  distance  de  ces  deux  bases. 

717.  Deux  petits  cercles  polaires  Tun  de  l'autre  (ex  669)  sont  tels  que  si  l'on  pre- 
nait  pour  unité  de  longueur  la  longueur  d'un  grand  cercle  et  pour  unité  de  surface 
l'aire  de  la  demi-sphfere,  le  nombre  qui  mesure  la  longueur  de  l'un  serait  égal  ù 
l'unité,  moins  le  nombre  qui  mesure  la  calotte  sphérique  intérieure  à  l'autre. 

718.  Pour  tous  les  polyèdres  circonscrits  à.  une  même  sphère,  le  rapport  du 
volume  à  la  surface  est  le  même. 

719.  L'énoncé  précédent  subsiste  encore  pour  un  cylindre, un  cûne  ou  un  tronc  de 

cône  circonscrits  à  la  sphère  (ou  du  l[u'un  cîlindto,  un  ciîno  ou  un  tronc  de  etine  sont  cir- 
conscrits ftlasplièra,  si;  l°la  surface  cjliadriqno  on  conique  est  circouscrile  à  cette  sphère;  E°  les 
plans  de  bases  sont  tangents  lia  méinc  spliâre);  OU  plus  généralement,  pour  tOUt  SOUde 
limité  par  des  portionsde  surfaces  cylindriques  ou  coniques  circonscrites  et  par  des 
plans  tangents. 

730.  Quel  est  le  rapport  desvolumes  engendrés  par  un  parallélogramme  tournant 
successivement  autour  de  deux  côtés  adjacents  ! 

731.  Construire  (elTeotivement)  un  triangle,  connaissant  les  rayons  des  sphères 
équivalentes  aux  volumes  qu'engendre  ce  triangle  en  tournant  successive  ment  autour 
de  chacun  de  ses  eûtes. 

7S2.  Calculer  le  rayon  d'un  cercle  tracé  sur  une  sphère  de  rayon  II,  sachant  que 
l'aire  de  ce  cercle  est  égale  à  la  différence  descalottes  qu'il  détermine. 

Quelle  est  la  hauteur  du  cône  circonscrit  suivant  ce  cercle  ? 

7Î3.  Trouver,  sur  une  sphère  donnée,  une  calotte  qui  soit  dans  un  rappoit  dûiiné 
avec  l'aire  du  cercle  qui  lui  sert  de  base. 

734.  Couper  une  sphère  par  un  p\an  de  manièreque  l'un  des  segments  aphériques 
(à  ime  base)  obtenus  soit  dans  un  rapport  donné  avec  le  secteur  sphérique  limiié 
par  la  même  calotte. 

7SÔ.  On  prend  un  cercle  d'une  sphère  comme  base  d'un  cûne  qui  a  pour  sommet 
l'un  despûles  du  cercle.  Trouver  le  cercle  de  manière  que  le  volume  du  cûne  soit 
dans  un  rapport  donné  avec  le  segment  sphérique  qui  a  pour  base  unique  le  même 
cercle  et  qui  contient  ie  cône. 

Vers  quelle  limiie  tend  le  rapport  du  cône  au  segment  sphérique,  lorsque  leur 
hauteur  commune  tend  vers  zéroï 


i.  Construire  un  segment  sphérique  appartenant  à  une  sphère  donnée,  con- 
nut son  volume  (égal  à  celui  d'une  sphère  de  l'ajon  donné)  et  l'airn  de  la  îone 
{limite  (égale  à  celle  d'un  cercle  donné). 
Quel  est  le  maximum  du  volume  du  segment,  lorsque  l'aire  de  lazone  est  donnée? 
727.  Tracer,  sur  une  sphère,  trois  cercles  tangents  entre  eux  deux  à  deux,  ayant 
leurs  plans  parallèles  à  une  même  droite,  dont  les  deux  pi'emiers  soient  égaux  entre 
eux  et  divisent   en  quatre  parties  équivalentes  l'une  des  calottes  déterminées  par 
le  ti'oisième. 
738.  Soient  A  le  point  de  contact  de  deux  circonférences  0  et  (y  tangentes  exté- 

circonférences.  Montrer  que  le  volume  compris  entre  le  tronc  de  cûne  engendré  par 
"ÏV  (dans  sa  révolution  autour  de  la  ligne  des  centres)  et  la  sphère  qui  passe  par  les 
cercles  de  bases  de  ce  tronc  de  cône  est  douWe  de  la  portion  de  ce  même  ironc  de  cône 
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IX  sphères  S,  S',  engendrées  par  les  circonférences  données,  et  que  cette 
portion  est  équivalente  à  la  somme  des  anneaux  epbêriques  situés  respectivement 
dans  les  sphères  S,  S',  à  l'extérieur  des  cûnes  engendrés  par  les  cordes  AT,  AT'. 
Exprimer  ces  volumes  à  l'aide  des  rayons  des  circonférences  données. 


PROBLÈMES 

PHOPOSÉS    SUR    Lli   LIVRE   VIII 

729  L  1  t  1  phè  qui  cûupent  deux  sphères  données  suivant 
1     g      1  1      —  Mé  p    blême  lorsqu'il  y  a  trois  sphères  données. 

730  L  d  t  d  phè  qui  sont  coupées  par  deux  (ou  trois)  sphfcres 
dé  t  d     g      d  ce    1 

731  8  1  t  d  1  d  q  tre  sphères  leui-  est  intéileur,  il  est  le  centre 
1         pi       q  co  pé   p       h    une  des  premièj'es  suivant  un  grand  cercle. 

33   L  des  g    é    t         d         tact  des  plans  tangents  menés  par  un  point 

d          1  I    p                â       d     évolution  qui  passent  par  les  cètés  d'un  angle 

I      é  {  è          [            681  par  la  considéi-ation  des  sphères  inscrites  aux 

â  dé     j 

Pai   d  p     t     1           A    B  d'une   sphère,  on  fait  passer  un  petit  cercle 

ir  hl  t  \  p  t  C  (  é  I  grand  cercle  AB,  on  mène  un  grand  cercle 
ta  g    l  ■!  c«  p  1 1         1      Q     1         le  lieu  du  point  T  de  contact  ?  Montrer  qu'on  a 

CT     = -j I     g    nt  par  H  le  rayon  de  la  sphère  et  par  d  la 

d  t  1  t     i  I         d    AB 

33   0     co     d       d        d     tes   rectangulaires   entre  elles,  non  situées  dans 
mèm   pi        t      I  p   p     un  plan  variable,  mais  parallèle  à  un  plan  û\b. 

M  q      I     f  I  è     q         p       points  diamétralement  opposés  les  deux  points 

d'intersection  passe  par  un  cercle  fixe. 

734.  Sur  deux  droites  données  D,  D'  on  prend,  à  partir  de  deux  points  fixes  A,  A' 
deuï  segments  AM,  A'M'  dont  le  rapport  -xtr  soit  égal  à  un  nombre  donné  4,  et 

on  considère  la  sphère  (gx.  065)  lieu  des  points  P  tels  que    p..    =   A. 

Jlontrer  que  si  les  points  M,  M'  varient  sur  leurs  droites  respectives  {de  manière 
que  le  rapport  -,.,■  ■  soit  constamment  égal  à  k),  les  sphères  obtenues,  comme 
il  vient  d'être  dit,  appartiennent  à  l'une  ou  à  l'autre  de  deux  séries  (suivant  les  sens 
dans  lesquels  sont  portés  les  segments  AM,  A'M'),  les  sphères  de  la  première  série 
passant  iout«s  (')  par  un  même  cercle  C),  les  sphères  di'  la  seconde  séiie  passant 
toutes  par  un  même  cercle  C(. 

La  direction  du  plan  du  cercle  Cj,  comme  celle  du  plan  du  cercle  Ci,  est  indé- 
pendante du  choix  des  points  A,  A'  lorsque  lea  droites  1>,  D'  et  le  lappott  k  sont 
donnés.  Lorsque  k  varie,  ces  plans  reateiit  parallèles  a  une  dioite  fixe 

(1)  Il  est  d'obord  nécesasira  ie  prouver  que  doux  sphères  de  la  mâiao  série  se  coupeut. 
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Te  ut  point  ippartenant  a.  un  teiLip  Cj  ou  Ci  est  t  1 
ilioites  donnée'^  soient  entre  elles  da.iis  lo  rapport  / 
tel  que  le  rapport  de  ses  distances  à  D  et  à  D'  soi    éf 
et  un  lercle  Gj 

^%  Étant  données  deuï  fphéres  e(  un  point  P  I 
pni  P  joignant  entre  eux  deu\  points  pris  respec 
et  qui  soit  diïisi'e  par  ces  points  et  le  point  P  d 
cône  II  hase  cutulaire 

Ce  cône  jeut  se  réduire  à  un  plan   Trouver  le  I 

7d6  Le  lieu  des  arêtef  des  dièdies  dioîts  dont  1     î 
pai  deux  droites  concounnles  données  est  un  cûn    à 

737  Le  heu  des  points  tels  que  le  rapport  de  I 
concouianteB  donnéPs  soit  constant  est  un  cône  c 

"î8    Le  lieu  des  bisseLfiioes  des  angles  dont  u 
cuté  deciit  un  plan  llie  (en  passant  constamment  p 
ce  plan  wec  le  premiei  cuté)  es 

1S9  LiPU  des  sommela  d  un  angle  polyèdre  dont  1 
tivt.nient  pai  les  câtes  d  un  quadrilatère  plan  d 
polyèdie  peut  êlie  coupn  [et  500)  suivant  un  re  t 

Même  problème  lors  lu  au  lieu  tetre  un  rectangl 


{      16  ) 

dis  la 
bl 
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d     t 
131] 

(généralem    t    bl  q    )  à  b 


iq 
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Même  problème    lorsqu  on  sait  que  I  angle  polye  1      p        f  pé  t 

cairé  Lieu  du  centie  du  cirie(L.ôneoblit|iia  àbase         I  i    ) 

"40  On  consiiere  un  tionc  de  cône  dans  lequel  1    1     t       est       j         | 
poitioiinelle  eutre  lea  diamètres  des  deux  bases  :  Dé       i       i         i     t 
une  aphèie  (et  719)  à  ce  -iobde  (PI     ex.  13ô). 

Monliei  que  la  surface  lateiale  de  ce  tronc  de  cô  q        1     t    l      II     1 

ceiole  ayant  poui    layin   1  arête  latérale. 

Construiie  les  rayons  des  base^ï   connaissant  la  hauteur  et  l'aréte  latérale. 

711  Crnstmue  tiois  spliËies  pdS'^'int  respectivement  par  les  sommets  d'un 
tiiangle  djnné  tangentes  en  ces  sommets  au  plan  du  triangle  et  tangentes  entre 
elles  deux  à  deu\  Galculei  leiii  tajons  connaissant  les  côtèa  du  triangle. 

743  Sur  la  spheie  céleste  on  considère  les  points  M  tels  que  leur  ascension 
droite  soit  é^ale  à  leur  di'clinaison  (')  ; 

1  Trouver  le  lieu  des  projections  des  points  M  sur  le  plan  de  l'équaleur  : 

2  TrouTer  le  lieu  des  dioitas  AM  A  étant,  sur  l'équateur,  le  point  origine  des 


743  Étant  d 
irBGci 


ispiintsA   B  C   en  ligne  droit! 


etC),c 


,^  d  amètre  un  demi  cercle  auquel  on  mène  la  tangente  AD;  se. 

BD  On  propose  de  déterminer  le  point  M  de  sorte  qu'en  joignant  MC, 
de  AG,  le  volume  engendré  par  le  triangle 


point  de 

MA  et  en  faisant  tDuiner  li  flgi. „„, 

MAC  soit  partagé  dans  le  rapport  donné*  par  la  zone  qu'engendre  l'arc  MB.  Troi 
les  limites  de  A  en  fonction  du  rapport  A  de  OA  à  OB,  0  étant  le  milieu  de 

74i.  On  donne  un  carré  ABCB,  dont  le  câté  est  éga 
point  M  dans  le  plan  de  ce  carré. 
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SUllFAtK  ET  VOLUME  UE  LA  SPHÈRE. 


18''i 


ixbiises  OA, 


l'  Calculer  la  somme  S  des  volumes  engendrés  par  les  triangles  MAB,  MJiC,  MCI), 
HUA  tournant  respecliTement,  le  premier  autour  de  AB,  le  second  autour  de  BC,  le 
troisième  autour  de  CD,  le  quatrième  autou  r  de  DA. 

9°  Démontrer  que  la  somme  S  ne  dépend  que  des  quantités  a  et  d,  en  désignant 
par  d  la  distance  du  point  M  au  centre  du  caixé,  et  trouver  le  lieu  géométrique  du 
point  M  lorsque  ce  point  se  déplace  de  manière  que  la  somme  S  reste  équivalente  au 
volume  du  cônedeliauteur  «et  de  rayon  donné  r. 

3'  Déterminer,  sur  le  lieu  précédent,  les  positions  de  M  pour  lesquelles  le  rapport 
des  volumes  engendrés  par  le  triangle  MAB,  tournant  successivement  autour  de  MA 
et  de  MB,  est  égal  â  un  nombre  donné  m. 

745  &o  t  un  trapèze  OAMBdana  lequel  lecôlé  OB  «at  perpendici 
BM    On  suppose  que  les  sommets  0  et  A  sont  fixes  et 

e  e  somn  et  B  se  déplace  sur  la  droite  fixe  Oy  perpeo- 
d  u  a  e  à  OA.  On  fait  tourner  la  figure  autour  de  Oy. 

l    On  suppose  que   les    volumes  engendrés    par   les 
ang  es  OAB  et  ABM  sont  équivalents  et  on  demande  de 

0  e  dans  le  plan  ÂOy,  le  lieu  géométrique  du  point  M 
a  n    que  e  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  P  des 

agoaa  e   OM  et  AB. 

S  S  ODMC  la  demi-circonférence  tangente  en  0 
à  OA  et  passant  par  M;  on  fait  tourner  la  ligure  autour 
de  Oij  et  on  suppose  que  les  volumes  engendrés  par  le 
triangle  OAB  et  par  la  surface  ODMA  (limitée  par  les 
droites  OA,  AM  et  par  l'arc  de  cercle  ODM)  sont  équivalants. 
Trouver,  dans  cette  deuxième  hypothèse,  le  lieu  décrit  par  M  dans  le  plan  AOi/. 

3-  Déterminer  le  point  U,  sachant  que  les  volumes  décrits  par  les  triangles  OAli 
et  ABM  et  par  la  surface  ODMA  sont  équivalents.  (On  désignera  pat-  a  la  longueur 
donnée  OA.) 
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LIVRE   IX 

COURBES     USUELLES 


CIIAPITHK    PREMIER 

ELLIPSE 

490.  Définition.  —  On  nomme  ellipse,  la  courbe  {fig.  405)  lieu  {') 
des  poinis  M  d'un  plan  tels,  que  la  somme  de  leurs  distances  à  deux 
points  fixes  F,  F'  de  ce  plan,  appelés 
foyers,  soit  égaie  à  une  longueur  donnée. 
Le  triangk  MFF'  montre  évidemment 
que  celle  longueur  MF  +  MF'  doit  être 
supérieure  (^)  à  la  distance  FF'. 

Les    droites    MF,   MF'   sont    dites    les 
rayons  vecteurs  aboutissant  au  point  M. 
KiG.  itii.  Si  les  points  F,  F'  sont  confondus,  les 

distances  MF,  MF'  étant  forcément  égales 
entre  elles,  la  définition  précédente  conduit  évidemment  à  une  cir- 
conférence ayant  pour  rayon  la  moitié  de  la  longueur  donnée.  Ainsi 
ta  circonférence  est  une  forme-limite  d'ellipse. 

Rebiarque,  —  ï'oiite  courbe  homothélique  à  ime  ellipse  est  une 
ellipse,  car  si  /,  f,  m  sont  les  homologues  de  F,  F',  M  dans  une  bo- 
mothélie  déterminée  (de   rapport  de  similitude  k)  on  a  (PL,  141) 

(I)  Il  apparaîtra  par  la  suite  (497)  que  ce  lien  n'est  pas,  en  g-énéral,  une  droite. 
{i)  La  lieu  des  pointa  M  tels  quo  la  somme  MF  +  JJF'  soit  ff/ate  à  FF'  BSt  évidemment  1û 
segment  an  droite  FF'.  Celui-ci  est  donc  une  forme-limite  d'ellipse  de  foyers  F  et  F'. 
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KLLIPSE.  m 

fm  +  fin  —  k  (FM  -|-  F'M),  de  sorte  que  si  EM  -L  F'M  est  coiistaiil,  il 
on  est  de  même  de  fm  +  /""i- 

Dès  lors,   toute  courbe  semblable  à  mte  ellipse  est  une  ellipse. 

491.  Tracé  de  la  cotirbe  par  points. 

D'après  la  déflnilion  que  nous  venons  de  donner,  on  voit  que  l'on 
obtiendra  autant  de  points  del'eilipse  qu'on  voudra  par  (a  construc- 
tion suivante  : 

Désignons  par  2a  la  somme  donnée  des  rayons  vecteurs,  et  divi- 
sons cette  longueur  2a  en  deux  segments  quelconques,  qui  serviront 
de  rayons  respectifs  à  deux  circonférences  décentres  F,  F'  ififfAH^). 
Si  ces  circonférences  se  coupent,  leurs  points  communs  M,  M' appar- 
tiendront à  l'ellipse;  et  il  est  clair  que  tout  point  de  l'ellipse  peut 
être  obtenu  par  ce  moyen. 

En  permutant  les  deux  rayons  —  c'est-à-dire  en  traçant  une 
circonférence  de  centre  F'  et  de  rayon  MF,  ainsi  qu'une  circonfé- 
rence de  centre  F  et  de  rayon  MF'  —  on  aura  deux  nouveaux  points 
Ml,  m!  de  la  courbe. 

Pour  que  les   deux  circonférences 
se  coupent,  la  longueur  2a,  somme  "ky^ 

de  leurs  rayons  étant  supposée  supé-  ,{,- 

rieure  à  FF'  (sans  quoi  nous  savons  .--'; 

qu'il  n'y  aurait  pas  de  courbe),  il  suffit        **        '. 
que    la    différence    de     ces   mêmes 
rayons  soit  inférieure  à  FF'.  --m"- 

En   particulier,   les  circonférences 
seront  tangentes  intérieurement  lors-  j.  ^  ^^,^_ 

que  la  différence  des  rayons  sera  FF', 

On  aura  ainsi  un  point  A  de  la  courbe  situé  sur  FF'  prolongé  au 
delà  du  point  F  si  l'on  suppose  que  le  plus  petit  rayon  soit  celui 
de  la  circonférence  ayant  pour  centre  F,  et  un  point  A'  situé  sur  FF' 
prolongé  au  delà  de  F'  si  l'on  fait  la  supposition  inverse  {fig.  406). 

Soit  2c  la  distance  FF',  on  aura  : 

FA  -l-F'A  =  FA'+  F'A'=2a 
F'A  — FA^FA'  — F'A'  =  2c 
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l/on  remarquera  que  la  distance  AA'  est  égale  âFA  -{-  FA'  ~  FA  -|-  F'A 
et  représente,  par  conséquent,  la  longueur  donnée  la. 

Puisque  la  longueur  AA'  est  égale  à  la  somme  donnée  des  rayons 
vecteurs,  on  peut  représenter  les  rajonsdes  deux  circonférences  qui 
viennent  d'être  considérées  par  PA,  PA'  respectivement,  P  étant  un 
point  du  segment  AA' (fig,  406). 

On  voit  sans  difficulté  que  les  circonférences  se  coupent  ou  ne  se 
coupent  pas,  suivant  que  le  point  P  fait  ou  non  partie  du  segment  FF'. 

492.  Tracé  de  la  courbe  d'un  mouvement  continu. 

Il  est  encore  manifeste  que  si,  lisant  en  F,  F' les  deux  extrémités 
d'un  III  qui  a  la  longueur  2a,  on  tend  ce 
fil  par  une  pointe  {f.g.  407),  cette  der- 
nière décrira  d'un  mouvement  continu 
l'ellipse,  ou  plus  exactement  la  partie 
de  l'ellipse  située  d'un  côté  déterminé 
de  FF'. 

Cette  construction  est  d'un  usage  très 
commode  et  très  fréquent  sur  le  terrain  : 
elle   a   fait  donner  à   l'ellipse    le    nom 
^^_  d'ovale  des  jardiniers. 

Dans  les  tracés  sur  le  papier,  au  con- 
traire, on  n'emploie  ni  cette  construction,  ni  la  précédente  :  les 
méthodes  véritablement  usitées  sont  fondées  sur  des  propriétés 
toutes  différentes  de  l'ellipse  (voir  Compl.,  n"  TAO). 

493.  Axes  et  centre  de  symétrie. 

Si  nous  reprenons  la  construction  par  points  du  n"  491,  nous 
voyons  que  les  points  M,  H'  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  par 
rapport  à  FF',  Chaque  point  de  la  courbe  ayant  ainsi  son  symétrique, 
l'ellipse  admet  la  droite  FF'  comme  axe  de  symétrie. 

D'autre  part,  les  points  F,  F'  sont  symétriques  !'un  de  l'autre  par 
rapport  à  une  droite,  à  savoir  la  perpendiculaire  au  milieu  0  de  FF'. 
Dès  lors,  à  tout  point  M  situé  sur  l'ellipse,  correspond,  dans  la 
symétrie  par  rapport  à  cette  droite,  un  point  M,  qui  appartient 
aussi  à  la  courbe,  puisqu'on  aFM,  =  F'M,  F'M,  =  FM  (il  est  clair 
que  les  points  M  et  M,  ne  sont  autres  que  ceux  qui  sont  désignés 
par  ces  lettres  sur  la  figure  406).  Donc  la  perpendiculaire  au  milieu 
de  FF'  est  encore  un  axe  de  symétrie  de  l'ellipse. 
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Enfin,  les  deux  points  F,  F'  sont  symétriques  l'un  (ïe  l'autre  pai' 
rapport  à  un  point,  h  savoir  le  point  0.  On  voit  évidemment  par  un 
raisonnement  tout  analogue  à  celai  qui  vient  d'être  présenté,  que  k 
point  0  est  centre  de  symétrie  de  l'ellipse.  (Les  points  M,  M',  de  la 
figure  406  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  au  point  0.) 

494.  Nous  avons  trouvé  plus  haut  que  l'axe  FF'  coupait  l'ellipse  en 
deux  points  A,  A'  dont  la  distance  était  égale  à  la  longueur  donnée  ia 
{fig.  406);  il  estd'ailleurs  clair  que  ces  points  sont  symétriques  l'un 
de  l'autre  par  rapport  au  point  0,  de  sorte  qu'on  a  OA  =  OA'  ;^  a. 

Pour  trouver  les  points  oti  la  courbe  est  coupée  par  la  perpendi- 
culaire au  milieu  de  FF',  il  suffit  de  remarquer  que  ces  points  sont 
équidistants  de  F  et  de  F'  èi  que,  par  conséquent,  si  B  est  l'un 

2a 
d'entre  eux,  on  a  :  BF  =  BF'  =  ■-  =  a. 

II  existe  évidemment  deux  points  B,  B'  satisTaisant  à  cette  double 
condition.  On  désigne  par  b  la  valeur  commune  des  distances  OB, 
OB'.  Cetie  longueur  b  est  inférieure  à  a  :  dans  le  triangle  rectangle 
OBP,  on  a 

ÔB^ :=  /.^  =  BF^  —  (5F^  =  a^—.  c\ 
en  désignant  par  c,  comme  précédemment,  la  distance  OF,  moitié 
de  FF'. 

En  raison  de  l'inégalité  b  <^a,  l'axe  W  est  dit  grand  axe,  et  l'uve 
BB',  le  petit  axe  de  l'ellipse. 

Les  quatre  points  A,  A',  B,  B'  sont  les 
sommets  de  la  courbe. 

495.  Cercles  directeurs. 
Théorème.  —  Le  liexi  des  centres  des 

cerchs  tangents  à  un  cercle  donné  et  pas- 
sant par  un  point  donné  intérieur  à  ce 
cercle,  est  une  ellipse. 

Soient  en  elTet  F'  le  centre  du  cercle  ^,^^_  ,^^^ 

donné  {fig.  408),  R  son  rayon,  F  le  point 

donné.   Si  le  cercle  de  centre   M   et  de  rayon  MF  est  tangent  au 

cercle  donné,  le  contact  étant  forcément  intérieur,  on  a  {PI.,  66) 

U  — MF=.M1'' 

MF  +  MF'=K. 
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Ré(;ii>roquuin(inl,  celle  condilion  entraîne  le  contact  des  deux 
cercles. 

C.  Q.  F.  D. 

D'ailleurs,  toute  ellipse  peut  être  considérée  comme  le  lieu  du  centre 
d'un  cercle  langent  à  un  cercle  fixe  et  passant  par  un  point  fixe 
intérieur  à  ce  cercle.  Il  suffit,  pour  cela,  de  prendre,  comme  cercle 
donné,  le  cercle  qui  a  pour  centre  un  des  foyers  et  pour  rayon  le 
grand  axe. 

Un  tel  cercle  est  dit  cercle  directeur  de  l'eUipse.  11  est  clair  qu'il  y 
a  deux  cercles  directeurs,  puisqu'il  y  a  deux  foyers. 

496.  Forme  de  la  courbe.  Points  intérieurs  et  points 
extérieurs. 

L'ellipse  ne  s'élendpas  indéfiniment,  puisqu'elle  est  tout  entière 
intérieure  h  l'un  de  ses  cercles  directeurs. 

L'ellipse  sépare  l'une  de  l'autre  deux  régions  du  plan  :  à  savoir, 
celle  qui  contient  les  points  M  tels  que  MF'-[-MF<2«,  et  celle  qui 
contient  les  points  M  tels  que  MF-f  MF'>2(i. 

La  première  est  dite  intérieure  à  l'ellipse  :  elle  est  évidemment 
limitée  en  tous  sens,  étant  intérieure  àchacun  des  cercles  directeurs; 
la  seconde  est  dite  extérieure  h  la  courbe. 

On  ne  peut  évidemment  passer  de  l'une  de  ces  régions  à  l'autre, 
par  un  chemin  continu,  sans  traverser  la  courbe.  Aucontraire,  chacune 
des  régions  intérieure  et  extérieure  est  dhin  seul  tenant,  c'est-à-dire 
qu'on  peut  passer  de  n'importe  quel  de  ses  points  à  n'importe  quel 
autre  sans  traverser  la  courbe.  Ce  fait,  que  nous  retrouverons 
d'ailleurs  plus  loin,  devient  évident,  si  l'on  part  d'une  autre  défini- 
tion de  l'ellipse,  définition  dont  l'équivalence  avec  la  premiÈre 
sera  démontrée  aux  compléments  (IZZ)  : 

Toute  ellipse  est  la  projection  d'un  cercle  sur  un  plan. 

On  voit  sans  difficulté  (voir  plus  loin,  n"  503)  que  les  points  exté- 
rieurs sont  les  centres  de  cercles  passant  par  l'un  des  foyers  el 
coupant  le  cercle  directeur  qui  a  pour  cenlre  l'autre  foyer,  pendant 
que  les  points  intérieurs  sont  les  centres  de  cercles  passant  par  l'un 
des  foyers  et  sans  point  commun  avec  le  cercle  directeur  qui  a  pour 
centre  l'autre  foyer. 

497.  Intersection  d'une  droite  et  d'une  ellipse. 
Problème.  —  Trouver  Us  poh'ls  de  rencontre  d'une  droite  avec  une 
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ellipse  (celle-ci  n'étant  pas  tracée,  mais  donnée  par  ses  foyers  et 
son  grand  axe). 

Soient  F,  F'  les  foyers  donnés,  G  ie  cercle  directeur  qui  a  pour 
centre  F',  D  la  droite  donnée.  Le  problème  posé  revient   (495)  au 


Tracer  un  cercle  tangent  à  C,  passant  par  F,  pA  ayant  son  centre 
sur  D. 

Mais  cette  troisiÈme  condition  peut,  si  la  droite  D  ne  pt^se  pas 
par  le  foyer  F,  se  remplacer  par  une  autre,  celle  de  passer  par  le 
point  f,  symétrique  de  F  par  rapport  à  D  :  car  tout  cercle  passant 
pai"  F  et  ayant  son  centre  sur  D 
passe  par  ^et,  inversement,  tout 
cercle  passant  par  F  et  /"  a  son 
centre  (')  sur  D.  La  question  est 
donc  celle-ci  : 

Tracer,  par  les  points  F  et  /',  un 
cercle  langent  an  cercle  C. 

Cette  question  a  été  résolue  pré- 
cédemment (PL,  159,  Conslr.  IS). 

D'après  ce   qui  a  été  dit  en  cet 
endroit,  on  devra  {fig.  409)  : 

Faire  passer  par  les  points  F,  /  fic.  '.m. 

un  cercle  qui  coupe  le  cercle  C  ; 

Mener  la  corde  commune  aux  deux  cercles  jusqu'à  rencontre  en  I 
avec  la  droite  F/*; 

Mener,  du  point  I,  les  tangentes  au  cercle  C. 

En  joignant  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  (si  elles 
existent)  au  point  F',  on  aura  deux  droites  qui  couperont  la  droite  D 
aux  centres  des  deux  cercles  cherchés,  c'est-à-dire  aux  deux  points 
d'intersection  de  la  droite  0  avec  l'ellipse  ('). 

Si  la  droite  D  passait  par  te  point  F,  le  point  f  coïnciderait  avec 
F,  et  la  condition,  imposée  à  la  circonférence  cherchée,  d'avoir  son 
centre  sur  D,  ne  pourrait  plus  être  remplacée  par  celle  de  passer 


ne  peut  rSvidemmont   se   ptéBenti 
itjperbola. 
(3)  Cette  darniëre  partie  de  la  B 
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l!li!  GÉOSIÉTUIU:. 

par  F  el  /',  mais  par  celle  d'être  tangente  en  F  à  la  droite  F^  [fU,.  -MO) 

menée  par  ce  point  perpendiculairement  ii  D.  On  serait  donc  ramené 

au  problème  suivant  : 

Tracer  un  cercle  langent  ù  C,  passant  par  F  et  langent  en  ce  point 

à  la  droite  ¥x. 

Ce  problème  est  susceptible  d'une  soliiUon  toute  semblahle  à  la 
précédente.  Les  raisonnemenls 
sur  lesquels  celle-ci  repose 
subsistent,  en  effet,  lorsqu'on 
y  remplace  les  mots  :  circon- 
férence pcmant  par  F  et  /"par  : 
circonférence  tangente  en  F  à 
Yx. 

Mais  il  est  plus  simple,  ici, 
d'intervertir  les  foyers  et  de 
chercher  un  cercle  ayant  son 
centre  sur  D,  passant  par  F'  el 
tangent  au  cercle  directeur  C 
K,o.  -,10,  tjui  a  pour  centre  F  [fig.  410). 

Le  point  de  contact  est  alors 

immédiatement  connu  :  c'iist   l'une   des   extrémités   du    diamètre 

situé  sur  D;  après  quoi,  on  est  ramené  k  la  construction  \'à  du  livre  II 

(PI,  90). 

497  bis.  Discussion.  —  D'après  les  résultats  obtenus  au  u"  159,  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  de  possibilité  est  que  les  points  F,  / 
soient  du  môme  cûté  du  cercle  C. 

Le  point  F  est,  par  hypothèse,  intérieur  à  C.  Donc  : 

Si  le  symétrique  f  de  l'un  des  foyers,  par  rapport  à  la  droite  D,  est 
intérieur  au  cei'cle  directeur  G  qui  a  pour  centre  l'autre  foyer,  celte 
droite  coupe  l'ellipse  en  deux  points. 

Si  le  point  f  est  extérieur  au  cercle  directeur  C,  la  droite  D  n'a 
aucun  point  commun  avec  l'ellipse. 

Enfin,  si  le  point  f  est  sur  le  cercle  C,  i/y  a  un  jmnt  commun  unique, 
que  l'on  doit  regarder  comme  représentant  deux  points  communs 
confondus.  Car  les  tangentes  menées  du  point  If/?^.  409)  au  cercle  C 
soni  alors  confondues  l'une  avec  l'autre. 

On  dit,  dans  ce  dernier  cas,  que  la  droite  D  est  tangente^  l'ellipse. 
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498.  La  di-oitii  D  a  nccessairemeot  certains  de  ses  points  extérieurs 
k  l'ellipse  :  à  savoir,  ceux  qui  sont  extérieurs  à  un  cercle  directeur. 

Si  donc  cette  droite  ne  coupe  pas  l'ellipse,  elle  lui  est  enliÉremeni 
extérieure,  puisqu'on  ne  peut  passer  d'un  point  extérieur  à  un  point 
intérieur  sans  traverser  la  courbe. 

Si,  au  contraire,  la  droite  et  l'ellipse  se  coupent  en  deux  points 
M,  N  [fig.  411),  les  deux  prolongements  de  M  N  sont,  pour  la  même 
raison,  extérieurs  à  l'eilipse. 

Il  résulte  de  là  que  le  segment  de  droite,  qui  a  pour  extrémités  deux 
points  intérieurs  à  tme  ellipse,  est  tout  entier  intérieur  à  cette  courbe, 
car  celle-ci  coupe  la  droite  sur  laquelle  est  situé  le  segment  en  deux 
points  situés  sur  les  prolongements  de  ce  segment. 

On  exprime  ce  fait  en  disant  que  la  région  intérieure  à  l'eUipsc 
est  convexe  ('). 

On  voit,  en  particulier,  que  la  réfiion  intérieure  à  l'ellipse  est  d'an  seul 
tenant,  ainsi  que  nous  l'avons  annoncé  plus  haut. 

Le  segment  de  droite  qui  joint  deux  points  M,  N  [fig.  411)  situés  sur 
l'ellipse  est  également  intérieur  à  la  courbe.  Car  on  peut  prendre,  dans 
le  voisinage  des  points  M,  N,  respective- 
ment, deux   points  Mj,   N[   qui  soient 
inlei  leurs  à  l'ellipse  (il  suffit  de  joindre  .^r 
et  N  X  un  point  intérieur  p  et  de  prendre Mj,  N, 
sui  les  segments  île  droites  Mp,  Np).  Tous  les 
pomts  du  segment  de  droite  M,  Nj  pos- 
sèdent alors  (d'après  ce  que  nous  venons 
de  voir)  la  même  propriété.  Mais,  lorsque 
les   points  Mj,  N;  se  déplacent    conti- 
nûment pour  venir    coïncider  respec-  ^'"^-  ^"■ 
tivement    avec    M,    N,   les   points    du 

segment  MiN,  viennent  sur  ceux  du  segment  MiS,  Ces  derniers 
ne  peuvent  donc  être  extérieurs  ii  l'ellipse  :  ils  lui  sont  intérieurs 
ou  sont  situés  sur  elle,  cette  dernière  hypothèse  ne  se  réalisant 
(d'après  ce  qui  précède)  que  pour  deux  d'entre  eux,  les  points  M 
etN. 
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Ainsi,  si  une  droite  est  sans  point  commun  avec  une  ellipse,  elle  iin 
est  entièrement  extérieure; 

Si  elle  la  coupe  en  deux  points,  le  segment  compris  entre  ces 
deux  points  est  à  l'intérieur  de  l'ellipse;  ses  prolongements,  à  l'exté- 
rieur. 

Eniin  (toiijours  pour  des  raisons  analogues),  si  la  droite  est  tangente 
à  l'ellipse,  tous  ses  points  sont  extérieurs  à  la  courbe,  sauf  le  point  de 
contact. 

L'ellipse  et  la  région  intérieure  d  cette  courbe  sont  tout  entières  d'un 
même  côté  par  rapport  à  une  tangente,  puisque  le  segment  de  droite 
qui  joint  deux  points  situés  sur  la  courbe  ou  intérieurs  à  elle  ne 
peut  couper  la  tangente. 

499.  Nous  allons  faire  voir  que  la  dérmition  qui  vient  d'Ctre  donnée 
(497  bis)  de  la  tangente  à  l'ellipse  concorde  avec  la  définition  géné- 
rale des  tangentes  (PL,  59);  autrement  dit,  que,  si  M  est  un  point 
lixe  d'une  ellipse,  N,  un  point  qui  se  déplace  sur  la  courbe  en  se 
rapprochant  indéfiniment  du  premier,  la  droite  MN  tend  vers  une 
position-limite,  qui  est  tangente  à  l'ellipse,  au  sens  du  u"  497  bis. 

C'est  ce  qui  résulte  tout  d'abord  du  raisonnement  qui  a  été  fait 
plus  haut.  Soient,  en  effet,  comme  précédemment  {fig.  409),  C,  le 
cercle  directeur  qui  a  le  foyer  F'  pour  centre  ;  P,  Q,  les  points  de 
contact  de  ce  cercle  avec  les  circonférences  S,  S„  qui  passent  par  F 
et  qui  ont  pour  centres  respectifs  M,  N  ;  /,  le  second  point  d'inter- 
section de  ces  deux  circonférences  (symétrique  de  F  par  rapport  à 
MN)  ;  I,  le  point  de  concours  des  tangentes  en  P,  Q. 

Lorsque  le  point  N  s'approche  du  point  M,  le  point  Q  s'approche 
du  point  P  et  il  en  est  de  même  du  point  I  ;  mais,  comme  ou  a 

îF  =  iT.  17 

et  que  IF  tend  vers  une  limite  différente  de  zéro,  la  distance  I/'leud 
également  vers  zéro  et  le  point  f  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  P. 

Donc  la  droite  MN  tend  vers  la  perpendiculaire  au  milieu  de  IP, 
laquelle  est  bien  tangente  au  sens  du  n"  497  b^s. 

499  bis.  Nous  allons  étabiir  le  même  fait  directement  ;  nous  pren- 
drons à  cet  effet  le  résultat  à  démontrer  sous  la  forme  suivante  : 
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Théorème.  —  La  tangente  à  l'ellipse  est  bissectrice  de  l'angle  foi'mé 
par  l'un  des  rayons  vecteurs  du  point  de  contact  et  le  prolongement  de 
l'autre. 

Soient  M  un  point  d'une  ellipse  qui  a 
pour  foyers  F,  F'  {fig.  412);  N,  un  autre 
point  de  la  courbe,  voisin  du  premier.  Si 
(comme  nous  le  supposons  pour  fixer  les 
idées)  le  rayon  vecteur  FN  est  plus  grand 
que  le  rayon  vecteur  FM,  le  rayon  vecteur 
F'N  devra  être  inférieur,  de  la  même 
quantité,  au  rayon  vecteur  F'M  :  de  sorte  ^">.  ^n. 

que,  si  on  décrit,  du  point  F  comme  cen- 
tre, une  circonférence  de  rayon  FIV,  jusqu'à  rencontre  en  P  avec  FM 
prolongé  et,   du   point  F'  comme  centre,    une   circonférence   de 
rayon  F'N  jusqu'àrencontre  en  P'  avec  F'M,  on  auraMP  ^  MP'. 

Sur  le  prolongement  de  MP,  prenons  arbitrairement  un  point  p  ; 
menons,  par  ce  point,  la  parallèle  pn  à  la  droite  PN,  jusqu'à 
rencontre  en  n  avec  MN  prolongé  ;  puis,  par  le  point  n,  la  paral- 
lèle np'  à  la  droite  NP',  jusqu'à  rencontre  en  p'  avec  MF',  Les 
segments  Mp,  Mji,  M;)'  étant  évidemment  proportionnels  à  MP,  MN, 
MP',  on  aura  Mp'  :=  Mp. 

Supposons  maintenant  que  !e  point  N  se  déplace  sur  la  courbe  en 
se  rapprochant  indéfiniment  de  M,  les  points  P  et  P'  tendront  égale- 
ment vers  M.  Par  contre,  nous  conserverons  au  point  p  une  position 
fixe  sur  le  prolongement  de  FM  :  alors  p'  restera  également  fixe. 
D'autre  part,  la  droite  pn,  parallèle  à  PN,  sera  perpendiculaire  à  la 
bissectrice  de  l'angle  PFN  (puisque  le  triangle  FPN  est  isoscèle),  et 
tendra,  par  suite,  vers  une  perpendiculaire  à  FM  lorsque  N  tendra 
vers  M.  Un  raisonnement  analogue  s'appliquant  k  p'ti,  on  voit  que 
le  point  n  tend  vers  une  position-limite,  t,  obtenue  par  la  rencontre 
des  perpendiculaires  élevées  à  FM,  F'M  par  les  points  p,  p'  respecti- 
vement. La  droite  Mh  tend  donc  vers  M(. 

Mais  cette  droite  M(  est  bien  bissectrice  de  l'angle  p'Up  :  car  les 
deux  triangles  rectangles  pMl,  p'Mt  sont  égaux,  comme  ayant 
l'hypoténuse  commune  et  un  côlé  de  l'angle  droit  égal(MpT=  Mp']. 

0.  Q.  F.  ». 

L'énoncé  que  nous  venons  de  démontrer  équivaut  bien,  d'ailleurs 
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196  GÉOMÉTRIE. 

à  la  définition  que  nous  avons  donnée  plus  hanl  de  la  tangente  à 
l'ellipse  :  car  la  droite  Mf,  issue  d'un  point  M  de  l'ellipse,  est 
bisseclrice  de  l'aogle  formé  par  le  rayon  vecteur  F'M  et  le  prolon- 
gemeut  de  FM,  le  symétrique  /  du  point  F  par  rapport  à  cette  droite 
s'obtient  en  portant,  sur  F'M  prolongé,  la  longueur  M/"  =  MF  et 
appartient,  par  conséquent,  au  cercle  directeur  de  centre  F';  et, 
d'autre  part,  inversement,  si  le  symétrique  /du  foyer  par  rapport 
à  une  droite  D  appartient  au  cercle  directeur,  cette  droite  n'a,  avec 
l'ellipse,  qu'un  seul  point  M  commun  (497  bis],  celui  qu'on  obtient 
en  la  coupant  par  la  droite  F/  :  l'angle /'MF  a  bien  alors,  pour 
bissectrice,  la  droite  D,  axe  de  symétrie  du  triangle  /'Ml''. 

Corollaires.  —  I.  De  ce  qui  précède  résulte  évidemment  : 
Le  lieu  des  symétriques  d'un  foyer  d'une  ellipse,  par  rapport  à  ses 
tangentes,  est  le  cercle  directeur  qui  a  pour  centre  l'autre  foyer. 

II.  Le  théorème  du  numéro  précédent  donne  la  solution  du  pro- 
blème suivant  : 

Problème.  —  Mener  la  tangente  en  un  point  de  l'ellipse. 

III.  La  normale  à  l'ellipse  (PI.,  60)  en  un  de  ses  points  est  bissectrice 
de  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  en  ce  point,  puisque 
les  bissectrices  de  deux  angles  adjacents  supplémentaires  sont 
perpendiculaires  entre  elles. 

500.  Théorème.  —  Le  lieu  des  projections  des  foyers  d'une  ellipse 
sur  ses  tangentes  est  le  cercle  qui  a  le  grand 
axe  pour  diamètre. 

En  effet,  la  projection  H   {fig.   413)  du 
foyer  F  sur  une  tangente  peut  être  consi- 
dérée comme    le    milieu   du    segment  de 
droite   qui  joint    ce  foyer  F  à  son  symé- 
Fw.  413.  trique  /par  rapport  à  la  tangente.  Le  lieu 

du  point  H,  lorsque  la  tangente  varie, 
est  donc  la  ligne  homolhétique  du  lieu  du  point  f  (c'cst-à-dirc 
du  cercle  directeur  de  centre  F'),  le  centre  d'Iiomothétie  étant  F 
et  le  rapport  d'Iiomothétie  1/2. 

C'est  donc  un  cercle  dont  le  centre  est  le  milieu  de  F  F'  —  c'est-à- 
dire  le  centre  de  l'ellipse  —  et  le  rayon,  égal  au  demi-grand  axe 
(moitié  du  rayon  du  cercle  directeur).  c.  q.  f.  d. 
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l'ellipse  une  tangente  parallèle  à  i 
le  symétrique  /  d'un    i 


RuMARQUES.  —  On  voiL  que  le  lieu  est  le  même,  quel  que  soit  le 
foyer  que  l'on  projette  sur  les  différentes  tangentes. 

Le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre,  lieu  des  projec- 
tions des  foyers  sur  les  tangentes,  est  dit  le  cercle  principal  de 
l'ellipse. 

Réciproque  ment,  si  le  sommet  d'un  angle  droit  décrit  un  cercle, 
pendant  que  Vun  des  côtés  passe  par  un  point  fixe  intérieur  à  ce  cercle, 
l'autre  côté  reste  langent  à  une  ellipse  fixe. 

Car  il  existe  toujours  une  ellipse  (et  une  seule)  ayant  le  cercle 
donné  pour  cercle  principal  et  le  point  donné  pour  foyer.  (L'autre 
foyer  sera  symétrique  du  premier  par  rapport  au  centre  du  cercle 
donné  ;  le  grand  axe,  égal  au  diamètre  de  ce  cercle.) 

501.  Problème.  —  Mener 
direction  donnée. 

La  solution  consiste  k  chercher, 
foyers  F  par  rapport  ii  la  tangente 
cherchée,  soit  la  projection  H  de 
ce  foyer  sur  cette  tangente. 

Adoptons,  par  exemple,  cette 
seconde  méthode  (').  Nous  connais- 
sons deux  lieux  du  point  H,  à,  savoir 
le  cercle  principal  (n°  précéd.)et  la 
perpendiculaire  menée  du  point  F 
sur  la  direction  donnée  {flg.  Hi). 
L'intersection  de  ces  deux  lignes 
fera  connaître  les  projections  de  F 
sur  les  tangentes  cherchées,  les- 
quelles sont,  par  suite,  au  nombre 
de  deux. 

Ces  deux  tangentes  existent  toujours  :  car,  le  point  F  étant  inté- 
rieur au  cercle  principal,  une  droite  issue  de  F  coupe  toujours  ce 
cercle. 

Remarque.  — Deux  tangentes  parallèles  sont  symétriques  l'une  de 
V autre  par  rapport  au  centre  de  l'ellipse. 
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Car,  en  vertu  de  la  symétrie  de  la  courbe  pav  rapport  h  ce  point, 
si  une  droite  est  tangente  à  l'ellipse,  sa  symétrique  l'est  aussi. 

502.  Théorème.  —  J^e produit  des  distances  d'un  foyer  d'une  ellipse 
donnée  à  deux  tangentes  parallèles  quelconques  est  constant  et  égal  au 
carré  du  demi-petit  axe. 

Car  on  voit  immédiatement  que  si  FH,  FHj  sont  ces  deux 
distances  {fig.  414),  le  produit  FH,  FU,  est  égal  à.  la  puissance  de  V 
par  rapport  au  cercle  principal. 

Celui-ci  ayant  son  rayon  OA.  égal  à  «  et  la  distance  OF  étant  égale 
à  c,  la  puissance  en  question  est  c-  —  û^  =  —  b^. 

c,  Q.  TP.  J>. 

Théorème.  —  Le  produit  des  distances  des  foyers  d'une  ellipse  à  une 
tangente  quelconque  est  égal  au  carré  du  demi-petit  axe. 

Cet  énoncé  revient  au  précédent  :  car  les  points  F,  F'  étant  symé- 
triques l'un  de  l'autre  par  rapport  au  centre  0  {/îg.  415),  la  distance 
F'R'  de  l'un  d'eux  à  une  tangente  quelconque  est  égale  à  la  dis- 
tance FH,  de  l'autre  à  la  tangente  parallèle. 

Corollaire.    —  La  différeiKC   des  carrés   des  dislances  du  centre 
d'une  ellipse  à  une   tangente  et  à   sa  parallèle  menée  par  rm  foyer 
est  Égale  au  carré  du  demi-petit  axe. 

Si,  en  effet,  nous  projetons  le  centre 
en  P  sur  la  tangente  etenp,p'{figA\S) 
sur  ses  parallèles  menées  par  les  deux 
foyers,  les  dislances  de  ceux-ci  à  la 
taugeute  sont  respectivement  égales 
h  pP,  p'P,  c'est-à-dire  à  la  somme  et  à 
la  différence  des  distances  OP,  0^. 
Leur  produit  est  donc  égal  Èi  [OP  —  Op) 
(01^  + Op}=ÔP^— dp*  :  d'oEi  résulte 
la  proposition  énoncée. 

i  le  produit  des  dislances  d'une  droite  aux  deux 
foyers  de  l'ellipse  est  égal  au  carré  du  demi-petit  axe  et  que  cette  droite 
laisse  ces  deux  foyers  d'un  même  côté,  elle  est  tangente  à  l'ellipse. 

Car  la  différence  des  carrés  des  distances  du  centre  à  cette  droite 
D  et  à  sa  parallèle  menée  par  le  foyer  est  égale  au  carré  du  demi- 
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petit  axe  (le  raisonnomont  qui  vient  d'être  luit,  pour  démontrer  le 
corollaire  précédent,  étant  encore  applicable). 

Cette  relation  fait  connaître  la  distance  de  la  droite  D  au  centre 
et  montre  qu'elle,  est  la  même  que  celle  de  l'une  des  tangentes  de 
même  direction  menée  à  l'ellipse.  La  droite  D  coïncide  donc  avec 
une  de  ces  tangentes. 

Par  conséquent,  une  droite  qui  varie  dans  un  plan,  de  manière  que 
le  produit  de  ses  dislances  à  deux  points  fixes  {situés  du  même  côté 
par  rapport  à  elle)  soit  constant,  reste  tangente  à  une  ellipse  fixe. 

503.  Problème.  —  Mener  une  tangente  à  une  ellipse  par  wn  point 
donné  de  son  plan. 

Soit  à  mener,  par  un  point  donné  P,  une  tangente  à  une  ellipse  de 
foyers  F,  F'. 

Comme  précédemment,  nous  cliereherons  le  point  f,  symétrique 
du  foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée,  ou  encore  !c  point  H, 
projection  de  F  sur  cette  tangente. 

Adoptons,  par  exemple,  la  première  méthode  (')  :  un  premier  lieu 
géométrique  du  point  f  sera  le  cercle  directeur  de  centre  F' 
ifig.  416). 

D'autre  part,  puisque  la  droite  cherchée  doit  passer  par  le  point 
P,  on  doit  avoir  P/'=  PF.  Ceci  donne  un  second  lieu  dn  point  /",  k 
savoir,  la  circonférence  de  centre  P  et  de  rayon  PF  :  ce  qui  achève 
la  détermination  de  ce  point  f. 

Inversement,  si /'est  un  point  commun  aux  deux  circonférences 
dont  nous  venons  de  parler,  la  perpendiculaire  au  milieu  de  ¥f 
passera  par  P  (puisque  l'on  a  P/"  =  PF)  et  sera  tangente  à  l'ellipse 
{puisque  /'appartient  au  cercle  directeur  de  centre  F'). 

Discussion.  —  Les  deux  circonférences  pouvant  se  couper  en 
deux  points,  le  problème  pourra  avoir  deux  solutions. 

C'est  ce  qui  arrivera  si  l'on  peut  construire  un  triangle  ayant  pour 
côt6s  la  distance  des  centres  des  deux  circonférences  et  leurs  deux 
rayons,  c'est-à-dire  les  longueurs  PF',  PF  et  2»  (grand  axe  de 
l'ellipse). 

Il  faudra,  pour  cela,  et  il  suffira  : 

l"  Que  la  différence  entre  PF  et  PF'  soit  inférieure  à  2a.  Cette 
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condition  est  toujours  remplie,  car,  dans  le  triangle  PFF',  on 
reconnaît  que  la  différence  entre  PF  et  PF'  est  au  plus  égale  h  FF', 
lequel  est  plus  petit  que  2o  ; 
2°  Que  la  somme  PF  +  PF'  soit  supérieure  à  2ft. 
Cette  dernière  condition  est  celle  qui  exprime  que  le  point  P  est 
extérieur  à  l'ellipse.  S'il  en  est  ainsi,  et  alors  seulement,  le  cercle 
décrit  du  point  P  comme  centre  avec  PF  pour  rayon  coupera  le 
cercle  directeur  de  centre  F', 

Par  conséquent,  par  un  point  extérieur  à  une  ellipse,  il  passe  deux 
tangentes  à  cette  courbe;  par  un  point  intérieur,  il  n'en  passe  aucune. 
Enfin,  par  un  point  situé  sur  la  courbe,  passe  une  tangente  unique 
{celle  que  nous  avons  appris  à  cons- 
truire au  a"  499  bis.,  Coroll.  Il)  et  que 
l'on  doit  regarder  comme  représentant 
deux  tangentes  confondues  (puisque  le 
cercle  de  rayon  PF  a,  avec  !e  cercle 
directeur,  deux  points  communs  con- 
fondus). 

y,o.  4iui.;=.  Rematiqub.  —SiPM,'PM,{/igAiG  bis) 

sont  les  tangentes  menées  du  point  P 
à  l'ellipse,  celle-ci  est  tout  entière  intérieure  à  l'anf^le  MPM,  :  car 
elle  est  tout  entière  (498)  d'un  même  côté  de  PM,  celui  oii  est  situé 
le  point  Wj  et  tout  entière  d'un  même  côté  de  PMj,  celui  oii  est  situé 
le  point  M. 

504.  Théorèmes  de  Poncelei.  —  Si,  d'u?i  point  extérieur  à  une 
ellipse,  on  lui  mène  les  deux  tangentes  : 

i°  Ces  deux  tangentes  sont  vues,  deCun 
quelconque  des  deux  foyers,  sous  des 
angles  égaux; 

2"  La  bissectrice  de  l'angle  qu'elles 
forment  est  la  même  que  celle  de  l'angle 
formé  par  les  droites  qui  Joignent  le 
point  donné  aux  foyers. 

Soient  toujours  F,  F'  les  foyers  do 
l'ellipse,  2a  son  grand  axe,  P  le  point  Fm.  ne. 

donné. 

i"  Si,  pour  trouver  les  deux  tangente?  menées  du  point  P 
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ELLIPSE.  201 

courbe,  on  applique  la  construclion  qui  vient  d'être  indiquée,  on 
obtiendra  deux  points  f,  /,  [fig.  416),  symétriques  de  F  par  rapport 
à  ces  deux  tangentes  et  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  la 
droite  PF'  (ligne  des  centres  des  deux  circonférences  qui  ont  servi  à 
les  obtenir).  Les  angles /F'P,  PF'/,  sont  donc  égaux  entre  eux  :  or, 
les  droites  F/,  F'/i  passent  par  les  points  de  contact  M,  Mj  des  deux 
tangentes  considérées; 

2°  Les  points  f,  f^  étant  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à 
PF',  les  angles  /PF  ,  F'P/",  sont  aussi  égaux  entre  eux. 

Soit  alors  Pa;  la  bissectrice  de  l'angle  FPF'  et,  parmi  les  deux  tan- 
gentes PM,  PM,  menées  du  point  P  à  l'ellipse,  supposons,  pour  fixer 
les  idées  ('),  que  PM  soit  celle  qui  est  du  même  côté  de  cette 
bissectrice  que  la  droite  PF. 

L'angle  MP^c  est  alors  égal  à  MPF  (moitié  de  /PF)  plus  Wx 
(moitié  de  FPF)  :  il  est  donc  la  moitié  de  la  somme  /PF  -{-  FPF, 
c'est-à-dire  de  /PF'. 

De  même  l'angle  a;PM,  est  ia  différence  entre  l'angle  FPM,,  moitié 
de  l'angle  FP/i,  etl'angle  FPa;,  moitié  de  FPF  ;  il  est  donc  égal  à  la 
moitié  de  l'angle  F'P/;,  différence  entre  FP/,  et  FPF*. 

Les  angles  /Pr ,  F'P^i  étant  égaux  entre  eux,  les  angles  'UPx, 
3;PM,  lesonl  aussi. 

D'ailleurs  la  droite- Pa^  est  intérieure  à  l'angle  MPM,  :  car  cette 
propriété  appartient  aux  demi-droites  PF,  PF',  puisqu'elles  passent 
à  l'intérieur  de  l'ellipse  (n"  précéd.,  Remarque).  Donc  la  droite  Pa; 
.  est  la  bissectrice  de  l'angle  MPMj. 

c.  Q.  Y.  D. 

Corollaire.  —  L'angle  de  l'une  des  tangentes  avec  la  droite  PF  est 
égal  à  l'angle  de  l'autre  tangente  avec  la  droite  PF'. 

Car  ces  angles  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  la 
bissectrice  Px. 

(I]  Celle  supposilion  n'a  rien  â'isssantiel.  Un  raisonoement  analogue  à  celui  que  nous 
donnons  dans  le  texte  montra,  quelle  ;ue  toil  la  diaposition  des  droiles,  que  l'aDgle  MPiC  est 
moidé  do  fPF^  et  fangla  icPMj,  meitié  de  F'P/,  (Comparer  PI„  103  bis). 
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Théorème. 


GÉOMÉTIilF.. 
-  Le  Heu  des  sommets  des  angles  droits 
circonscrits  à  l'ellipse  est  un  cercle  concen- 
trique à  la  courbe  et  dont  le  rayon  est  égal  à 
Vhypotênuse  du  triangle  rectangle  qui  a  pour 
côtés  les  deux  demi-axes. 

Reprenons,  en  effet,  la  figure  précédente, 
en   supposant  {fig.  417)  que  les  deux  tan- 
"'         '  gentes  PM,  PM[  se  coupent  à  angle  droit- 

Alors  l'angle  /"PF  sera  également  droit  :  car 
étanl  (ainsi  que  nous  l'avons  vu)  double  de  MPa.',  il  est  toujours  égal 
à  MPM|.  Dès  lors,  le  triangle  fPF'  nous  donne 


P/^  +  Pl^'-  — /"F'^ 


et,  d'autre  j 
des  cai 


t,  lyesl  égal  il  FF.  Le  point 
s  de  ses  distances  aux  deux 


Mais  fF'  est  égal  à  2^ 
P  est  donc  tel  que  la 
foyers  soit  égale  à  4a'. 

Inversement,  si  le  point  P  jouit  de  celte  propriété,  le  triangle 
/■PF'  sera  rectangle  et  l'angle  MPM,  sera  droit. 

Or  le  Sieu  des  points  qui  jouissent  de  la  propriété  précédente 
résulte  du  théorème  relatif  à  la  médiane  d'un  triangle  (PI.,  128).  Ce 
théorème  donne  en  effet  ici  (en  appelant  toujours  0  le  centre  de 
l'ellipse  et  c  la  distance  OF)  : 

PF^  +  pF^  =  4fl=  =^  2c=  +  2  ÔP\ 
on  ÔP"  =  '2a'  —  c\ 

Ainsi  le   lieu  cherché  est  une  circonférence  do  centre  0  cl  de 


rayon  égal  à  \''2a^  —  c^. 

Mais  la  quantité  2(i^  —  c'  est  égale  ha^  -r  6^  en  appelant  24  le  petit 
axe  de  l'ellipse  :  car  on  a  (494)  è'  =  «' —  c^  Le  cercle  qui  répond  à 
la  question  a  donc  pour  rayon  yV  -|-  b'. 

Ce  cercîe  a  reçu  le  nom  de  cercle  orthopHqve  de  l'ellipse. 
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EXEBCICES 

746.  La  rÉgioii  exlÉrieiire  à  l'ellipse  est  d'un  seul  tenant,  (Il  suffit  de  remarquer 
que,  par  un  point  extérieur,  on  peut  toujours  mener  une  droite  entièrement 
extérieure.  Pour  joindre  deiis  points  extérieurs  A,  B  par  un  chemin  entièrement 
extérieur,  on  appliquera  à  ciiaoun  de  ces  deux  points  la  remarque  précédeote,) 

747.  Si  une  droite  D  coupe  une  ellipse,  et  qu'on- joigne  à  un  foyer  F  le  symétrique 
f  de  l'autre  foyer  F  par  rapport  à  D,  la  droite  fW  coupe  D  en  un  point  nécessaire- 
ment intérieur  à  l'ellipse. 

Déduire  de  là  le  théorème  du  n"  4996î's  sur  la  tangente  à  l'ellipse. 

748.  Lieu  des  sommets,  lieu  du  point  d'intersection  des  diagonales  et  lieu  du 
point  d'intersection  des  cùtés  non  parallèles  d'un  trapèze  dans  lequel  on  donne  une 
base  en  grandeur  et  position,  l'autre  base  en  grandeur,  et  la  somme  des  côtés  non 
parallèles.  Même  problème  lorsque  c'est  la  somme  des  diagonales  qui  est  donnée. 

748  bis.  Dans  un  trapèie  isoscèle  (P!.,  es. 26),  un  des  c^tés  non  parallèles  est  donné 
en  granileur  et  position,  et  l'on  connaît  la  longueur  commune  des  diagonales.  Lieu 
du  point  d'intersection  de  ces  diagonales.  Montrer:  1°  que  la  tangente  au  lieu  n'est 
autre  que  l'axe  de  symétrie  du  trapèze  ;  9°  que  le  produit  des  longueurs  des  bases 
du  trapèze  est  constant. 

749.  Un  cercle  varie  en  restant  tangent  à  une  droite  fixe  en  un  point  fixe  A.  Lieu 
ilu  point  de  concours  des  tangentes  menées  à  ce  cercle  par  deus  points  B,  C,  pris 
sur  la  tangente  fixe  et  d'un  même  côté  de  A. 

750.  Si  un  angle  droit  pivote  autour  d'un  point  intérieur  à  un  cercle,  les  cordes 
qu'il  intercepte  sont  tangentes  à  une  ellipse  fixe  (PI.,  ex.  aoi). 

75L  Déduire  de  la  construction  de  la  tangente  à  l'ellipse  la  solution  de  l'exercice 
963  de  la  géométrie  plane,  en  admettant  qu'il  y  a  une  position  qui  correspond  au 
minimum,  et  que  cette  position  est  intérieure  au  triangle. 

759.  Lieu  des  points  où  les  rayons  Yecteurs  aboutissant  à  un  point  d'une  ellipse 
rencontrent  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  tanftenle. 

753.  Le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle'  qui  a  pour  sommets  un  point  quel- 
conque M  d'une  ellipse  donnée  et  les  deux  foyers,  divise  dans  un  rapport  eonstant, 
le  segment  de  normale  compris  entre  M  et  le  grand  axe. 

75i.  I,a  projection  du  segment  de  normale  considéré  à  l'exercice  précédent  sur  l'un 
des  rayons  vecteurs  du  point  M  est  constante. 

755.  Mener  une  normale  à  une  ellipse  par  un  point  de  l'axe  focal.  Dans  quelle 
région  de  celui-ci  doit  se  trouver  le  point  en  question  pour  que  le  problème  ait  une 
solution  (autreque  l'axe  lui-même]? 

Lieu  du  pied  de  la  normale  lorsque  l'ellipse  varie,  ses  foyere  restant  fixes. 

756.  Mener  une  tangente  commune  à  une  ellipse  et  à  un  cercle  ayant  son  centre 

Trouver  les  points  d'intersection  des  deux  courbes. 

757.  Les  quatre  rayons  vecteurs  qui  joignent  les  foyers  d'une  ellipse  à  deux  points 
M,  M'  de  la  courbe  sont  tangents  à  un  même  cercle.  Ce  cercle  a  pour  centre  le  point 

!5  tangentes  en  M  et  en  M'. 
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204  (JEOHETRIE. 

758.  Déduira  la  saconil  théorpnie  de  Poncelel  (504)  du  théorème  du  n'  B02. 

759.  Menef  par  un  point  donné  A,  une  droite  laissant  deux  points  donnés  B,C 
d'un  mêma  côté  et  telle  que  le  produit  des  distances  iJe  ces  deux  points  à  cette  droite 
BOitm 


760.  Dans  une  ellipse,  la  portion  d'une  tangente  mobile  comprise  entre  deux 
tangentas  flses  est  vue  du  loyer  sous  un  angle  constant. 

Cas  oii  les  deux  tangentes  sont  menées  aui  extrémités  A,  A'  du  grand  axe. 

761.  La  circonrérence  qui  a  pour  diamètre  le  segment  TT  d'une  tangente  quel- 
conque compris  entre  les  tangentes  AT,A'T'  menées  aux  extrémités  du  grand  aïe, 
passe  par  les  foyers. 

1,6  produit  des  segments  AT,  A'ï'  est  constant. 

76Î.  Deux  tangentes  fixes,  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  au  petit  axe 
de  l'ellipse,  sont  coupées  par  une  tangente  mobile  en  deux  points  qui  sont,  avec  les 
foyers,  sur  un  même  cercle. 

763.  Lieu  du  centre  d'une  ellipse  égale  aune  ellipse  donnée  et  qui  reste  tangente  à 
deux  droites  rectangulaires  fixes. 

76*.  Dans  quelle  région  du  plan  sont  situés  les  points  d'où  l'on  voit  «ne  ellipse 
sous  un  angle  aigu? 

765.  Il  existe  une  infinité  de  triangles  circonscrits  à  une  ellipse  et  inscrits  au 
cercle  directeur  qui  a  pour  centre  un  des  foyers.  Le  point  de  rencontre  des  hauteurs 
de  chacun  de  ces  triangles  est  le  second  foyer  de  la  courbe{Pl.,ex.70).  Les  triangles 
considérés  ont  également  tous  le  même  centre  de  gravité, 

765.  F  étant  un  foyer  d'une  ellipse,  il  existe  une  droite  D  {appelée  direclrice] 
telle  que  la  distance  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe  à  cette  droite  soit  dans 
un  rapport  constant  avec  la  distance  du  même  point  au  foyer  F. 

(Otte  droite  est  l'axe  radical  du  point  F  et  du  cercle  directeur  ayant  pour  centre 
l'autre  foyer  F".  On  appliquera  à  ce  cercle  directeur,  au  cercle-point  F  et  au  point  M, 
l'exercice  118  de  la  géométrie  plane.) 

67  lu  m  ut  on  considère  te  lieu  des  points  d'un  plan  tels  que  le  rapport  de 
l  d  tan  à  un  point  ilxe  et  4  une  droite  fine  de  ce  plan  soit  égal  à  un  nombre 
d         A  M  Qt      q  e,  si  /e  est  plus  petit  que  1,  ce  lieu  est  une  ellipse. 

68  M  P       n  foyer  d'une  ellipse,  une  droite  coupant  la  courbe  sous  un 
gl    d      é  M     m  m  de  cet  angle. 

69  0  è  d  i  foyer  d'une  ellipse,  la  droite  qui  coupe  chaque  tangente  sous 
un  ngl  d  é  Le  lieu  du  point  d'intersection  est  un  cercle.  Ce  cercle  est 
t    g    t  à  1  11  p       n   chacun  de  ses  points  communs  avec  elle,  lesquels,  s'ils 

XI  te  t        l  ymét  ques  l'un  de  l'autre  par  rapport  au  petit  axe. 

70  In  m  t  la  droite  menée  par  un  point  quelconque  d'un  cercle  et  faisant 
un  angle  constant  avec  la  droite  qui  joint  ce  point  à  un  point  inttirieur  fixe,  est 
tangente  à  une  ellipse  fixe. 

771.  Lieu  du  pohit  de  concours  des  tangentes  menées  en  deux  points  SI,  M'  d'une 
ellipse,  tels  que  FM  soit  parallèle  à  F'M'  {F  et  F'  étant  les  foyers). 

Plus  généralement,  trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  menées 
à  une  ellipse  donnée,  de  foyers  F  et  F',  en  deux  points  11,  M'  de  la  courbe  tels  que 
F'M  et  FM'  fassent  entre  eux  un  angle  donné. 
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506.  Définition.  —  On  nomme  hyperbole,  le  lieu  des  poinls  M  d'un 
plan  tels  que  la  différence  de  leurs  dislances  à,  deux  points  fixes 
F,  F'  do  ce  pîiin,  appelés  foyers,  soit  égale  à  une  longueur  donnée. 

Il  n'est  pas  fait  de  distinction  relativement  au  sens  dans  lequel 
doit  être  prise  cette  différence  :  on  considérera  comme  appartenant 
à.  la  même  hyperbole  les  poinls  pour  lesquels  la  différence  donnée 
est  obtenue  en  retranchant  le 
rayon  vecteur  MF  de  MF'  et  ceux 
pour  lesquels  elle  est  obtenue  en 
retranchant  MF' de  MF. 

On  voit  par  là  que  l'hyperbole 
se  compose  de  deux  parties  ou 
branches,  lesquelles  sont  entière- 
ment séparées  l'une  de  l'autre  : 
car  on  ne  peut  aller  d'un  point  de 
l'une  (pour  lequel  MF  est  inférieur 
à  MF')  à  un  point  de  l'autre  (pour 
lequel  MF  est  supérieur  à  MF') 
sans  passerparunesériedepoints  Fir,.  us. 

tels  que  la  diflférence  de  leurs  dis- 
lances à  F  et  à  F'  soit  moindre  que  """--.-^,  ,-r"""""" 
la  longueur  donnée,  et  qui  ne  font            _„,.-''  "-—,., 
pas  partie  de  l'hyperbole.  On  voit,   ■                       pj^  ,,<, 
en  particulier,  que  les  deux  bran- 
ches sont  séparées  l'une  de  l'autre  par  la  perpendiculaire  an  milieu 
de  FF'  {fig.  4i8),  lieu  des  poinls  également  distants  de  F  et  de  F'. 

Pour  que  la  courbe  existe,  il  faut  que  la  différence  donnée  soit 
moindre  que  FF'.  Si  cette  différence  devenait  égale  à  FF',  le  lieu  se 
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composerait  évidemment  des  deux  prolongements  de  celte  droite, 
auxquelles  viendraient  respectivement  se  réduire  les  deux  branches 
de  l'hyperbole  {[ig.  419)  ('). 

Si,  au  contraire,  la  différence  donnée  devient  nulle,  le  lieu  se 
réduit  (^)  à  la  perpendiculaire  au  milieu  de  FF'. 


:  hyperbole  est   < 


Remarque.  —   l'oute  courbe  semblable  i 
hyperbole. 

Pour  consU'uire  la  courbe  par  points,  il  suflit  de  tracer,  des  points 
F,  F'  comme  centres,  deux  cercles  tels  que  la  différence  de  leurs 
rayons  soit  égale  à  la  longueur  2a.  L'intersection  de  ces  deux 
"cercles  fournira  deux  points  de  Tune  des  branches  de  la  courbe,  et 
en  permutant  les  rayons,  on  aura  deux  points  de  l'autre  branche. 
Pour  qu'il  y  ait  intersection  (la  différence  2a  étant  supposée  infé- 
rieure à  Sa  distance  2c  des  foyers),  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
des  deux  rayons  soit  supérieure  à  2c,  On  voit  que  rien  n'empêche 
de  prendre  ces  rayons  aussi  grands  qu'on  le  veut  ;  par  conséquent 
les  deux  branches  de  l'hyperbole  s'étendent  indéfininent  (/tg.  418). 

I«i  valeur  minima  de  la  somme  des  rayons  correspond  à  deux 
cercles  tangents  extérieurement.  On  obtient  ainsi  deux  points  A.,  A' 
situés  sur  le  segment  FF',  et  dont  les  distances  aux  foyers  sont 
respectivement  égales  à  c  -{-  a, 
c  —  a.  On  verra,  comme  pour 
l'ellipse,  que  la  distance  AA'  est 
égale  il  la  longueur  donnée  2«. 

Ou  pourrait  imaginer  une  construc- 
tion permettant  de  tracer  la  courhe 
{ou,  plus  exactement,  une  portion  de  la 
courbe)  d'un  mouvement  conlinu.  On 
emploierait,  à  cet  elfel,  nue  règle 
l/ig.HSbis)  dont  une  estrémilé  serait 
fixée  au  point  F  et  un  fli  dont  une  extré- 
mité serait  fixée  ait  point  F',  l'autre  en 
un  point  P  du  bord  de  la  règle.  Si, 
de  F,  on  tend  le  flI  par  une  pointe,  en 
L   MP  soit  appliquée  le  long  de  la  règle, 


faisant  pivoter  la  règle  aiitou 
un  point  M  tel  que  la  portic 


ue  prend  uno  hyperbolr^  dùa^  I 


jelloladijrcit 
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le  point  M  décrira  une  pûrlion  d'hyperbole  ()a  diffiireiice  entre  MF  et  M[''' 
étant  égale  à  la  différence  entre  la  longueur  FP  et  la  longueur  du  fil). 

507.  Axes  et  centre  de  symétrie. 

On  verra,  comme  pour  l'ellipse,  que  l'hyperbole  a  un  centre  de 
symétrie,  le  milieu  de  FF',  et  deux  axes  de  symétrie,  la  droite  FF'  et 
la  perpendiculaire  en  son  milieu.  Le  premier  coupe  l'hyperbole  en 
deux  points,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  :  on  lui  donne  le  nom  d'nxe 
(ransverse  et  les  points  d'intersection  sont  dits  les  sommets.  Le 
second,  au  contraire,  n'a  évidemment  aucun  point  commun  avec  la 
courbe.  Toutefois,  par  analogie  avec  ce  qui  a  lieu  pour  l'ellipse 
(494),  on  désigne  sous  le  nom  de  longueur  de  l'axe  non  Iransverse, 
une  longueur  dont  la  moitié  b 
est  donnée  par  la  relation  (') 


On  ne  doit  d'ailleurs  pas  per- 
dre de  vue  que  cette  analogie 
n'est  pas  complète.  Alors  que 
la  relation  b^  =  a^  —  c^,  ob- 
tenue pour  l'ellipse,  donnait 
a'  =  c^  -|-  b^,  la  relation  actuelle 
donne 

a^-_c'  —  b\ 

qui  diffère  de  la  première  en  ce 
que  b''  est  changé  en  —  b^. 

Une  hyperbole  pour  laquelle 
b  est  égal  à   «  (autrement   dit  F.t.  nn. 

c^  à  2a*)  est  dite  êquilatère. 

Deux  hyperboles  sont  dites  conjuguées  lorsque  l'une  a  pour  axe 
transverse,  en  grandeur  et  direction,  l'axe  non  transverse  de  l'autre, 
et  réciproquement  [fig.  420). 

508.  Cercles  directeurs. 

Théorème.  —  Le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  un  cercle 
donné  et  jiassant  par  un  point  donné  exiéi-ieur  à  ce  cercle,  est  une 
hyperbole. 


(I)  Rappek 


it  plus  gtai 
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Soient  F  le  point  donné,  F'  le  centre  du  cercle  donné,  R  son 

rayon.  Il  existera  deux  sortes  de  cercles  passant  par  F  et  tangents 

au  cercle   donné;   le   contact   peut,  en   effet,   être    extérieur  ou 
intérieur. 

Soit  M,  le  centre  d'un 
cercle  passant  par  F  et 
tangent  extérieurement 
au  cercle  donné  [fig.  4'21). 
La  somme  R  +  M,F  étant 
égale  à  M,F',  la  diffé- 
rence M|F'  ~  MjF  sera 
égale  à.  R,  et  réciproque- 
ment, cette  condition  est 
suffisante  pour  le  contact 
extérieur. 
Soit  Mj  le  centre  d'un  cercle  passant  par  F  et  auquel  le  cercle 

donné  est  tangent  intérieurement  :  ce  sera  la  différence  MjF  —  M^F' 

qui  sera  égale  à  R,  et  réciproquement  cette  condition  est  suffisante 

pour  le  contact  intérieur. 

Les  points  M,,  M^  font  donc  bien  partie,  ainsi  que  nous  voulions 

le  démontrer,  d'une  même  hyperbole  de  foyers  F,  F'.  On  voit  même 

que  le  lieu  du  point  M,  est  la  branche  voisine  du  point  F,  le  lieu  du 

point  Mj,  la  branche  voisine  du  point  F'. 
Le  passage  entre  les  cercles  à  contact  extérieur  et  les  cercles  à 

contact  intérieur  se  fait  par  l'intermédiaire  des  deux  droites  FT, 

FT'  ifig.  421)  menées  par  le  point 

F     tangentiellement     au    cercle 

donné  et  que  l'on  doit   considé- 
rer  comme    des    cercles    ayant 

leurs  centres  rejetés    à    l'infini 

(PI-,  90)  sur  l'hyperbole. 


de  FF',  l'aulra  plus  éloigné  {fis.  4Î2),  l'angle 
'Ftj  F'  est  obtna,  l'angla ïv^  1"  sigu,  ainsi  qu'il 

diouloiro  au  milieu  de  F(,  coupo  la  rayon  F'(, 

prolongé  au  delà    du  point  (,,  tandis  que    la   porpendi 

rayon  V'I^pTrAcngf,  au  delS  du  point  F'.  Les  points  (,. 
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HYPERBOLE.  aO) 

Réciproquement,  toute  hyperbole  peut  être  considérée  comme  le 
lieu  du  centre  d'un  cercle  tangent  à  un  cercle  fixe  et  passant  par  un 
point  fixe  extérieur  à  ce  cercle.  Le  point  fixe  sera  l'un  des  foyers,  le 
cercle  fixe  aura  pour  centre  l'autre  foyer  et  pour  rayon  l'axe 
transverse. 

Un  tel  cercle  est  dit  cercle  directeur  de  l'hyperbole.  Celle-ci  a  donc 
deux  cercles  directeurs. 

509.  Points  ïntérjears  et  points  extérieurs. 

Un  point  est  dit  extérieur  à  l'hyperbole  si  la  différence  de  ses 
distances  aux  deux  foyers  est  moindre  que  l'axe  transverse. 

Un  point  est  dit,  au  contraire,  intérieur  k  la  courbe  si  îa  différence 
de  ses  distances  aux  foyers  est  plus  grande  que  l'axe  transverse. 

II  est  clair  qu'il  y  a  deux  sortes  de  points  intérieurs  :  ceux  qui 
sont  plus  près  de  F  que  de  F'  (qu'on  peut  appeler  intérieurs  à  la 
branche  de  courbe  voisine  de  F)  et  ceux  qui  sont  plus  près  de  F'  que 
de  F  {intérieurs  à  la  branche  de  courbe  voisine  de  F').  Ces  deux  sortes 
de  points  forment  évidemment  deux  régions  {numérotées  2  et  3  sur 
la  fig,  418)  entièrement  séparées  l'une  de  l'autre  et  entre  lesquelles 
on  ne  peut  tracer  de  chemin  continu  sans  traverser  :  1°  les  deux 
branches  de  la  courbe  ; 
2°  entre  ces  deux  bran- 
ches,    la    région     des 
points  extérieurs.  ^^  _  /  '■,    /' 

Au  contraire,  on  cons-  ■     'i^N  y 

tate  (Voir  exercices  772, 
775)  que  les  trois  ré- 
gions que  nous  venons  de 
définir  sont  chacune  d\m 
seul  tenant  (496)  et  que 
les  deux  intérieures  sont 
même  c 


510.    Soit  P  un  point  j,,^.   ^^.j 

du  plan  {fy.  423).  Pour 
que  le  cercle  de  centre  P  et  du  rayoji  PF  coupe    le  cercle  direc- 
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tour   de  centre  F',  il   faut  el  il  sufnt  que  Ton  puisse  former  un 

triangle  ayant  pour  ciJtésPF',  Pl'\  2f(,  autrement  dit  : 

1°  Que  la  somme  PF  +  PF'  soit  supérieure  à  2a.  Cette  condition 
est  toujours  remplie,  car  la  somme  PF  -\-  PF'  est  au  moins  égale  à 
FF',  lequel  est  plus  grand  que  2(/  ; 

2°  Que  la  différence  entre  PF  et  PF'  soit  inférieure  à  2a  :  condition 
qui  exprime  que  le  point  P  est  extérieur  à  l'hyperbole. 

Ainsi  les  points  extérieurs  à  la  courbe  sont  centres  de  cercles 
passant  par  le  foyer  F  et  sécants  au  cercle  directeur  de  centre  F', 
Les  points  intérieurs  sont  centres  de  cercles  passant  par  F  et  sans 
point  commun  avec  le  cercle  directeur  de  centre  F', 

Si  le  point  P  est  intérieur  à  la  branche  voisine  de  F,  on  a 
PF'  _  PF  >  2a  ou  PF'  >  PF  +  2a  :  /e  cercle  de  centre  P  et  de  rayon 
PF  et  le  cercle  directeur  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre. 

Si  le  point  P  est  intérieur  à  la  branche  voisine  de  F',  on  a 
pp  _  PF'  >  2a  ou  PF'  <  PF  —  2a  :  le  cercle  de  centre  P  et  de 
rai/on  PF  comprend  le  cercle  directeur  à  son  intérieur. 

511.  Intersectiou  d'une  droite  et  d'uue  liyperliole. 

Problème.  —  Trouver  les  points  de  rencontre  d'une  droite  avec  une 
hyperbole  (celle-ci  n'étant  pas  tracée, 
mais  donnée  par  ses  foyers  et  son  axe 
transverse). 

Même  solution  que  dans  le  cas  de 
l'ellipse  (497),  le  problème  revenant 
encore  à  faire  passer,  par  le  foyer  F  et 
par  son  symétrique  /'relatif  à  la  droite 
donnée  D,  une  circonférence  tan- 
gente au  cercle  directeur  de  centre  F' 
(fuj.  424). 
Discussion.  —  Le  point  F  étant  ici  extérieur  lai  cercle  directeur, 
il  devra  en  être  de  même  du  point  f. 

Ainsi,  si  le  sxjmétrique  f  du  foyer  F  par  rapiport  à  une  droite  D  est 
intérieur  au  cercle  directeur  de  centre  F',  la  droite  n'a  aucun  point 
commun  avec  l'hyperbole. 

Si,  au  contraire,  le  point  /est  extérieur  au  cercle  directeur,  il  y 
aura  deux  circonférences  C,  G'  tangentes  à  ce  dernier  et  passant  par 
Fet/'. 
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Si  aucune  de  ces  circonférences  ne  se  réduii  à  une  droite,  leurs 
centres  doûneront  deux  points  de  rencontre  de  la  droite  et  de  l'hy- 
perbole. 

Eofm,  si  le  point  f  est  situé  sur  le  cercle  directeur,  il  y  aura  une 
seule  circonférence  tangente,  et  par  conséquent  (si  cette  circonférence 
ne  se  réduit  pas  à  une  droite]  un  point  commun  (représentant  deux 
points  coni7nuns  confondus). 

On  dit  alors  que  la  droite  D  est  tangente  à  l'hyperbole. 

512.  L'une  des  circonférences  G,  G  se  réduira  h  une  droite,  si  le 
point  T'appartient  à  l'une  des  tangentes  FT,  FT',  menées  de  F  au 
cercle  directeur  de  centre  F'  [fig.  A2'à), 
c'est-à-dire   si    la   droite    D  [perpendi- 
culaire à  F/)   est  parallèle  à   l'iiu  des 
rayons  F'T,  F'T'.  Dans  ce  cas,  la  droite 
n'a    plus    qu'un    point   commun   avec 
l'hyperbole,  l'autre  point  commun  de-       f" 
vant   être    considéré   (d'après    ce    que 
nous  avons  vu)  comme  rejeté  à  l'inlini 
fet  non  comme  confondu  avec  le  pre- 
mier,  ainsi  qu'il  arrivait  dans  le  cas  où 
la  droite  était  tangente)  ('). 

Les  directions  F'T,  FT  sont  dites  directions  asymptoliques  de 
l'hyperbole. 

Les  deux  circonférences  G,  G'  se  réduiront  &  la  droite  FT  lorsque 
le  point  f  viendra  coïncider  avec  T,  et  alors  seulement  (puisque  G  et 
C  ne  peuvent  se  confondre  l'une  avec  l'autre  que  si  le  point  /  est 
sur  le  cercle  directeur).  Alors  les  deux  points  communs  de  la  droite  D 
avec  l'hypei-bolc  sont  rejelés  à  l'infini  (^). 

Une  telle  droite,  perpendiculaire  au  milieu  H  de  FT  ou  au 
milieu  H'  de  FT'  {fig.  423)  passe  manifestement  par  lu  centre  de 
l'hyperbole. 

On  donne  le  nom  d'asymptotes  à  ces  droites  menées  par  le  centre 
de  l'hyperbole  perpendiculairement  à  FT,  FT'  et,  par  conséquent, 


(S)  Oo  pouiTait  i 

iti'etent 

0  â'étendi'o 

îpointF,înloraa 
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FT  et  do  f: 

n  de  U 
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belles  que  les  deux  poinls  de  rencontre  de  chacune  d'elles  avec  la 
courbe  soient  rejetés  à  riofini. 

513.  Dans  le  triangle  rectangle  FOH,  riiypolénuse  est  égale  à 
c  et  un  côté  de  l'angle  droit,  OH,  à,  a  :  l'autre  côté  de  l'angle  droit 
est^  dès  lors,  égal  à  la  longueur  b  du  demi-Jixe  non  transverse,  défini 
au  n"  507. 

Si  donc,  par  le  point  A,  extrémité  de  l'axs  transverse  [fig.  426), 
nous  menons  une  perpendiculaire  à  cet  axe,  sur  laquelle  nous  pren- 
drons une  longueur  AC  égale  à  l'autre  demi-axe  b  {ou,  ce  qui  revient 
au  même,  si  nous  définissons  le  point  C  par  la  rencontre  de  cette 
perpendiculaire  avec  une  perpendiculaire  menée  à  l'extrémité  d'un 
segment  OB  ayant  la  longueur  et  la  direction  du  demi-axe  non  trans- 
verse}, le  triangle  OAC  sera  égal  h  OHF,  de  sorte  que  l'angle  COA 
sera  égal  à  HOF,  et  que  la  droite  OC  aura  la  direction  de  l'asymptote 
,  OH. 

Par  conséquent,  les  asymplotes  de  l'/uj- 

perbole  sont   les   diagonales   du  rectangle 

GC'C,  C'i  {fy.  426)  construit  sur  les  axes. 

Il  en  résulte  que  deux  hyperboles  con- 

•'  juguées   (507)    ont  les    mêmes  asymptotes 

».  420). 

Si  l'hyperbole  est  équilatère ,  et  dans  ce 
cas  seulement,  le  rectangle  GC'G|C'i  est  un 
carré  et  les  asymptotes  sont  rectangulaires. 
Remarque.  —  11  est  clair  qu'on  aurait  encore  pu  construire  le 
point  C  par  l'intersection  de  la  perpendiculaire  AC  avec  une  circon- 
férence ayant  0  comme  centre  et  OF  comme  rayon  {/îg.  426). 

514.  On  démontrera,  comme  pour  l'ellipse  (499),  que  la  définition 
donnée  plus  haut  (511)  de  la  tangente  à  l'hyperbole  concorde  avec 
la  définition  générale  des  tangentes,  et  que  l'on  a  les  théorèmes 
suivants  : 

Théorëme.  —  La  tangente  à  l'hyperbole  est  bissectrice  de  l'angle  des 
deux  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  au  point  de  contact  {'). 

Corollaire.  —   La  normale  à  l'hyperbole  en  un  de  ses  points  est 
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hissectrici:  dt;  l'angle  formé  pur  un  des  rayons  vecteurs  qui  aboulissenl 
en  ce  point  et  par  le  prolongement  de  l'autre. 
Théorème.  — Le  lieu  des  symétriques  d'un  foyir  d'une  hyperbole 


par  rapport  avec  tangentes  est  le  cercle  directeur  qui  a  pour  centre 
l'autre  foyer. 

Toutefois,  pour  l'exactiLude  complète  de  cette  dernière  proposi- 
tion, il  est  nécessaire  de  considérer  les  asymptotes  de  la  courbe 
comme  des  tangentes  (puisque  les  symétriques  du  foyer  F  par 
rapport  à  ces  droites  sont  les  points  T,  T'  {fig.  429),  situés  sur  le 
cercle  directeur  de  centre  F')  ;  et,  de  fait,  une  asympiaie  est  la 
limite  d'une  tangente  dont  le  point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment 
iur  la  courbe.  En  effet,  un  point  M  très  éloigné  sur  l'hyperbole  est  le 
centre  d"un  cercle  passant  en  F  et  qui  touche  le  cercle  directeur  de 
centre  F  en  un  point  P  {fîg.  429)  très  rapproché,  soit  de  T,  soit  de 
ï'.  La  perpendicuiaive  au  milieu  de  FP  sera  la  tangente  à  la  courbe 
en  M,  et,  lorsque  P  tendra  yers 
T,  cette  tangente  tendra  vers  la 
perpendiculaire  au  milieu  de 
FT,  c'est-à-dire  vers  l'asjmp- 
tote. 

D'ailleurs,  un  grand  nombre  de 
raisonnements    relatifs   aux   tan- 
gentes   s'appliquent    aux  asymp-  Fm.  «"■ 
totes.    C'est,    par  exemple,  le  cas 
du  raisonnement  donné  au  n°  499,  relativement  à  la  tangente  à  l'ellipse. 

Autrement  dit  (t),  soit  encore  P  le  point  de  contact  du  cercle  directeui 


i5[ili!rés  ( 
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qui  a  poiircenl.reF'  avec  un  cercle  S  (/îg.  429) ayant  poni'  contre  un  point  M 
très  éloigné  sur  l'hyperbole.  Le  point  de  rencontre  I  de  la  tangente  l''ï  avec 
la  tangente  commune  aux  deux  cercles  en  P  tend  vers  T  en  même  temps 
que  P  ;  et  l'on  démontrera,  exactement  comme  au  n'  499,  qu'il  en  est  de 
inème  du  point  f  (autre  que  l<')  où  la  circonférence  S  rencontre  FT.  Or  la 
perpendiculaire  au  milieu  A  de  F/' passe  en  M,  de  sorte  que  la  distance  ftH 
(H  désignant,  comme  précédemment,  le  milieu  de  FT)  représente  la 
dîstanee  du  point  M  à  l'asymptote.  Donc  cette  distanee  lend  vers  zéro  lorsque 
le  point  M  s'éloigne  indéfiniment,  puisque  le  point  f  tend  vi^rs  T  et,  par 
conséquent,  le  point  h  vers  H. 


515.  Dans  le  c 


s  de  l'ellipse,  le  centre  était  intérieur  ù  ia  courbe 
et,  par  conséquent,  toute  droite 
menée  par  ce  point  était  sécante. 
Il  n'en  est  pas  de  même  ici.  En 
effet,  lorsque  la  droite  D  tourne 
autour  du  centre  0  {fig.  430),  le 
point  /■,  symétrique  de  F  par  rap- 
port à,  cette  droite,  décrit  le  cercle 
qui  a  FF'  pour  diamètre  (puisque 
l'on  a  constamment  0/=  OF).  Or, 
ce  cercle  est  divisé  par  les  points 

T,  T'  en  deux  arcs,  l'un  (celui  qui  contient  le  foyer  F)  extérieur 

au  cercle  directeur  de  centre  F',   l'autre  intérieur  à   ce  cercle. 
La  droite  D  ne  coupera  l'hyperbole  que  si  le  point  f  est  sur  l'arc 

extérieur,  c'est-à-dire  si  elle  passe  dans  l'angle  HOH'  et  dans  sou 

opposé  par  le  sommet. 
Donc,  des  quatre  angles  que  forment  entre  elles  les  asymptotes,  deux 

[opposés  par  le  sommet  l'un  à  l'autre)  contiennetit  à  eux  seuls  toute  la 

courbe  :  ce  sont  ceux  qui  contiennent  les  foyers. 
516.  Les  deux    théorèmes  suivants   se   démontrent   exactement 

comme  pour  l'ellipse  : 

Théorème.  —  Le  lieu  des  projections  des  foyers  d'une  hyperbole  sur 
ses  tangentes  est  le  cercle  (dit  cercle  principal)  décrit  sur  l'axe  trans- 
verse comme  diamètre. 

Réciproquement,  si  le  sommet  d'un  angle  droit  décrit  un  cercle, 
pendant  qu'un  des  côtés  passe  par  un  point  fixe  extérieur  à  ce  cercle, 
l'autre  côté  reste  langent  à  une  hyperbole  fixe. 
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517,  Problème.  —  Mener  à  l'Iiypn-ùolc  une  langenie  parallèle  à  une 
direction  donnée. 

Comme  dans  le  cas  de  l'ellipse  (501),  on  cherchera  soit  le  symé- 
trique f  du  foyer  F  par  rapport  k  la  taugente  cherchée,  soit  la 
projection  du  même  Toyer  sur  cette  tangente. 

Adoptant,  par  exemple,  la  première  méthode,   le   point  f  sera 
déterminé  {fig.  431)  par  l'intersec- 
tion du  cercle  directeur  de  centre 
F'  avec   la  perpendiculaire  menée 
de  F  sur  la  direction  donnée. 

Discussion.  —  Contrairement  h.  ce 
qui  arrivait  pour  l'eliipse,  le  pro-  ri- 
blème  n'est  pas  toujours  possible. 
La  condition  de  possibilité  est  que 
la  perpendiculaire  à  la  direction 
•  donnée  menée  par  F  coupe  le  cercle 
directeur  de  centre  F';  ou,  ce  qui  pi^  ,3, 

revient  au  même,  que  le  point  f^  où 

cette  perpendiculaire  rencontre  le  cercle  décrit  sur  FF'  comme 
diamètre,  et  qui  est  la  projection  de  F'  sur  cette  perpendiculaire, 
soit  intérieur  au  cercle  directeur. 

Mais  (515)  ie  point  f,  est  symétrique  de  F  par  rapport  à  la  droite 
D  menée  par  le  ceulre,  parallèlement  k  la  direction  donnée;  et,  si  ce 
point  est  intérieur  au  cercle  directeur,  c'est  que  la  droite  D  ne 
coupe  pas  l'hyperbole. 

Donc,  on  ne  peut  mener,  â  l'Ityperèole,  une  tangente  parallèle  à  une 
direetion  déterminée  que  si  la  parallèle  à  cette  direction  menée  par  le 
centre  est,  par  rapport  aux  asymptotes,  dans  l'angle  qui  ne  comprend 
pas  (a  courbe. 

518.  Théorème.  —  Le  produit  des  distances  d'un  foyer  d'une  hyper- 
bole donnée  à  deux  tangentes  parallèles  quelconques  est  constant  et 
égal  au  carré  du  demi-axe  non  transverse. 

Théorème.  —  Le  produit  des  distances  des  foyers  d'une  hyperbole 
à  une  tangente  quelconque  est  égal  au  carré  du  demi-axe  non  Irans- 


Corollaire.  —  La  différence  des  carrés  des  distances  du  centre  d'une 
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parallèle  menée  par  un  foyer  est  égale 
au  carré  du  demi-axe  non  trans- 
verse. 

Mêmes  démonstrations  [fig.  43*2) 
que  pour  l'etlipse  (502],  Toutefois, 
conlrairement  à  ce  qui  arrivait  pour 
3se  : 
Un     foyer    d'une    hyperbole    est 
extérieur  à  deux  tangentes  paral- 
lèles quelconques  (/îj.  432). 
Une  tangente  quelconque  laisse  les  deux  foyers  de  part  et  d'autre. 
La  dislance  du   centre  à  une  tangente   est  plus  petite   que  la 
distance  du  mêmi  point  a  la  paiallèli'  a  celte  tan^enlc,  meno>'  par 
le  foyer. 

Ces  dissemblances  correspondent  manifKstfmpnt  a  ce  fait  que  b^,  qui 
représente  (pour  ne  prendre  que  la  dernière  des  trois  propositions)  la 
différence  des  carrés  des  distances  du  centre  à  la  tangente  et  â  sa 
parallèle  menée  par  le  foyer,  esl  chanj^é  (507)  en  —  l/^.  Il  n'es!  pas 
étonnant  que  cette  différence  <.hanf,'e  de  sens,  jmisiiuc  la  quantité  qui  Id 
représente  change  de  signe. 

Réciproquement,  lorsiju'ime  droite  varie  de  manière  que  le  produit 
de  ses  distances  à  deux  points  fixes  soit  constant  et  qu'elle  laisse  ces 
deux  points  de  part  et  d'autre,  elle  est  tangente  d  wîie  hyperbole  fixe 
ayant  ces  points  pour  foyers. 

319.  Problème.  —  Mener  %(ne  lanr/enic  à  l'hyperbntc  p-n  vn  pninl 
donné  du  plan. 

Même  solution  que  pour  l'ellipse  (503). 

Il  faut  et  il  suffit,  pour  que  le  problème  soit  possible,  que  le 
cercle  qui  a  pour  centre  le  point  donné  et  qui  passe  par  F  coupe  le 
cercle  directeur  de  centre  F',  c'est-à-dire  (510)  que  le  point  donné 
soit  extérieur  à  l'hyperbole. 

On  démontrera,  comme  pour  l'ellipse  (504)  : 

Théorèmes  de  Poncelet. —  Si,  d'un  point  extérieur  à  une  hyper- 
bote,  on  lui  mène  les  deux  tangentes  .■ 

1°  Ces  deux  tangentes  sont  vues,  de  l'un  quelconque  des  deux  foyers, 
sous  des  angles  égaux  ; 

2°  /m  bissectrice  de  l'angle  qu'elle.'^  forment  est  In  même  que  celle  de 
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l'angle  formé  par  les  droites  qui  joignent  le  point  donné 
ou  lui  est  perpendiculaire  (^). 

L'angle  formé  par  l'une  des  tangentes  avec  la  droite 
qui  joint  le  point  donné  «  l'un  des  foyers  est  égal  à 
l'angle  formé  par  l'autre  tangente  avec  la  droite 
aboutissant  â  l'autre  foyer,  ou  supplémentaire  de 
cet  angle. 

520.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  dus  sommets 
des  angles  droits  circonscrits  à  l'hyperbole. 

On  démontrera,  comme  pour  l'ellipse  (505),  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  tangentes  menées  d'un  point  P 
à  riiyperboio  soient  reclangukires  est  que  l'on  ait 

ÔP^  =  2«^  —  c\ 

La  quaniité  2a-  —  f^  esl  ici  égale  h  a^  —  ft^,  puisque  î'on  a  &- = 

Si  a  est  plus  grand  que  ft,  le  lieu  cherché  est  un  cercle  (cercle 
orthoptique)  concentrique  à  l'hyperbole  et  de  rayon  égal  à  \/a^  —  6'  ; 
sinon,  il  n'existe  aucun  point  possédant  ta  propriété  demandée. 

Dans  la  lig.  426  du  n"  513,  la  condition  n  >  6  exprime  que  l'angle 
COA,  du  triangle  rectangle  OAC^,  est  plus  petit  que  45°.  Donc  le  lieu 
n'existe  que  si  l'angle  formé  par  les  asymptotes  et  comprenant  la 
courbe  est  aigu  :  ce  qui  était  évident  a  priori  (517). 

Si  a  =  b,  le  centre  est  le  seul  point  d'où  l'on  voie  la  courbe  sous 
un  angle  droit:  cet  angle  est  l'angle  des  asymptotes  (513). 


EXERCICES 


773.  La  l'égioti  extérieure  à  l'hyperbole  est  d'un  seul  tenant  {comparer  er.  7i6). 

713.  Quelles  sont  les  droites  qui  coupent  une  hyperbole  en  deux  points  d'unt 

même  branche,  et  quelles  sont  celles  qui  la  coupent  en  deux  points  situés  sur  de: 

[()  Dane  l'hyperbole.  la  bisseolriea  do  i'anglo  formé  pat  les  droites  qui  vont  ans  foyers 
loilt  en  faisant  des  snj^l'.E  êaaux  avec  les  deux  langontes,  peut  (/ig.  i33)  uo  pas  être  compriai 
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branches  différentes?  (Ou  chereliera  dans  quelles  régions  du  plan  doit  se  trouver, 
dans  l'un  ou  l'autre  cas,  le  symétrique  d'un  foyer  par-rapport  à  la  droite). 

Si  une  liroite  coupa  les  deux  branches  d'une  hyperbole  le  segment  interceptt', 
entre  les  points  d'intersection,  su         ' 
prolongements,  à  l'intérieur.  L'in- 
d'une  même  branche. 

174.  Dans  quelles  régions  du  plan  sont  situés  les  points  tels  que  les  points  de 
contact  des  tangentes  menées  par  l'un  d'eux  à  l'hyperbole,  soient  sur  des  Ijranclies 
difTërentesî 

775.  Les  régions  intérieures  à  l'hyperbole  sont  convexes. 

[La  méthode  donnée  pour  l'ellipse  (498)  s'applique  moyennant  \'e\.  77a). 

776.  Étendre  à  l'hyperbole  la  solution  des  esercicea  754  à  758,  763,  76i,  768, 
769,  771. 

Moyennant  quelle  modification  l'exeruice  747  a'etend-il  a  l'hyperbole? 

777.  Que  devient  l'exercice  tiS  lorsque  c'est  la  dillereace  des  cfllés  non  parallèles 
ou  des  diagonales  dôtrapèîe  qui  est  constante,  et  non  leur  somme;  —  l'exercice  749, 
lorsque  les  points  B  et  G  sont  de  part  et  d'autre  de  A  sur  la  tangente  fixe;  —  les 
exercices  750,  770,  lorsque  le  point  fixe  est  extérieur  au  cercle  fixe? 

778.  Dans  un  trapèie  isoscéle,  deux  sommets  opposés  restent  fixes,  et  la  longueur 
commune  des  côtés  non  parallèles  reste  constante.  Trouver  le  lieu  du  point  de  ren- 
contre de  ces  côtés  non  parallèles.  Démontrer,  i-elativement  i  ce  lieu,  les  propriétés 
énoncées  à  l'exercice  7J8  6;*. 

779.  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  deux  cercles  lionnés. 

780.  Lieux  géométriques  du  second  foyer  et  du  contre  d'une  ellipse  qui  a  un 
foyer  fixe  et  passe  par  deux  points  donnés. 

Klême  lieu  lorsque,  au  lieu  d'une  ellipse,  on  considère  une  hyperbole. 

78i.  Lieu  du  second  foyer  (et  lieu  du  centre)  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  dont 
on  connaît  un  foyer  et  deux  tangentes.  Distinguer  la  portion  du  lieu  qui  correspond 
à  une  ellipse  et  celle  qui  correspond  à  une  hyperbole. 

782.  Même  problème  lorsqu'on  connaît  un  foyer,  un  point  et  une  tangente. 

783.  S'il  existe  une  ellipse  ayant  pour  foyers  les  points  F,  F'  et  tangente  en  G,  G' 
respectivement  aux  droites  OG,  OG',  il  existe  une  hyperbole  ayant  pour  foyer»  G,  6' 
et  tangente  en  F,  F'  respectivement  aux  droites  OF,  OF'.  Quelle  est  la  réciproque? 

784.  Lieux  des  points  de  contact  des  i-ayons  secteurs  aboutissant  en  un  point  M 
d'une  ligne  hyperbole  avec  le  cercle  inscrit  au  triangle  formé  par  ces  rayons 
vecteurs  et  l'axe  Iransverse. 

Quel  est  le  problème  analogue  pour  l'ellipse  ? 

78n.  Une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocates  —  c'es^à -dire  qui  ont  les  mêmes 
foyers  —  se  coupent  à  angle  droit. 

786.  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  G,  mener  par  A  une  droite  du  plan  ABC, 
laissant  B  et  G  de  part  et  d'autre  et  telle  que  le  produit  des  distances  de  ces  deux 
derniers  points  à  cette  droite  soit 

787.  Étendre  à  l'hyperbole  la  se 
Le  segment  d'une  tangente  mobile  compris  entre  les  asymptotes  est  vu  d'un  foyer 

sous  un  angle  constant.  Ses  eiti'éniités  sont,  avec  les  deux  foyers,  sur  un  même 
uerclp. 
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HÏPEHIiOLE.  alO 

788.  ÉiioncGi'  les  ihéorèmes  de  Poncslet  (519)  pour  le  cas  oii  l'une  ilos  langeiifes 
considérées  devient  une  asymptote. 

Montrer  que  les  démonstrations  données  dans  le  texte,  pour  le  cas  général, 
s'appliquent  à  ce  cas  limite. 

■789.  Les  asymptotes  d'une  hyperbole  (telles  qu'elles  ont  été  obtenues  au  n°  512) 
sont  les  seules  droites  telles  que  la  distance  d'un  point  de  la  courbe  à  l'une  d'elles 
teude  vers  zéro,  lorsque  ce  point  s'éloigne  indéfiniment.  (Cela  revient  à  dire  que 
lorsqu'une  parallèle  à  or»e  droite  .D  tend  vers  D,  l'un  de  ses  poinis  d'intersection 
avec  la  courbe  ne  peut  s'éloigner  indéflniment  que  si  D  est  une  asymptote.) 

7B0.  Deux  hyperboles,  telles  que  l'angle  des  asymptotes  qui  comprend  la  courbe 
ait  même  grandeurde  part  et  d'autre,  sont  semblables. 

Construire  une  hyperbole,  connaissant  les  asymptotes  et  un  point;  —  connais- 
sant les  asymptotes  et  une  tangente. 

791.  Étendre  à  l'hyperbole  l'exercice  766. 

Quel  est  le  lieu  des  points  d'un  pian  tels  que  le  rapport  de  leurs  ilistances  à  un 
point  fixe  et  à  une  droite  fixe  de  ce  plan  soit  égal  à  un  nombre  donné,  plus  grand 
que  un? 

79a.  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés  sont  respectivement 
tangents  à  deux  ellipses  (ou  à  deui  hyperboles,  ou  à  une  ellipse  et  à  une  hyperbole) 
données,  homofocales  entre  elles,  est  une  circonférence. 

Inversement  si  le  sommet  d'un  angle  droit  décrivant  une  circonférence,  un  côté 
reste  tangent  à.  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole  fixe  concentrique  au  cercle,  il  en  est 
de  même  de  l'autre  cùté. 
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CHAPITRE    m 


521.  Définition.  —  On  nomme  parabole  la  courbe  {fig.  434)  Heu 
les  points  M  d'uo  plan  également  distants  d'un   point  F  (appelé 
foyer)  et  d'une  droite  D  (appelée  direc- 
trice) donnés  dans  ce  plan. 

Si  le  point  F  était  situé  sur  la  droite 
D,  le  lieu  se  composerait  évidemment 
de  la  droite  F^  (fig.  43b),  perpendicu- 
laire à  D  (et  d'elle   seule,   puisque  la 


perpendiculaire  menée  sur  D  par  un  point  M  extérieur  à  ¥x  serait 
plus  courte  que  la  droite  MF,  oblique  à  D).  Cette  droite  est  donc 
une  forme  limite  de  parabole.  Il  sera  d'ailleurs  sous-entendu,  dans 
ce  qui  va  suivre,  que  le  foyer  sera  pris  extérieur  à  la  directrice.  La 
distance  FL  {fig.  434)  du  foyer  à  la  directrice  es!,  dite  le  paramètre 
de  la  parabole. 

Toute  courbe  semblable  à  une  parabole  est  une  parabole. 

Pour  tracer  la  courbe  par  points,  il  est  clair,  d'après  la  définition, 
qu'il  suffira  do  décrire  (^'^.436)  :  1°  une  circonférence  de  centre.Fet 


y  Google 


de  rayon  quelconque  ;  2"  une  parallèle  à  la  directrice,  à  une  distante 
de  cette  directrice  égale  au  rayon  de  la  cir- 
conférence, autrement  dit,  menée  par  un  point 
m  pris  sur  la  perpendiculaire  FL  dont  il  vient 
d'être  question,  et  tel  que  Lm  soit  égal  à  ce 
rajon. 

Un  point  commun  aux  deux  ligues  ainsi  ob- 
tenues est  un  point  de  ia  parabole,  et  tout  point 
de  la  parabole  peut  être  obtenu  de  cette  façon. 

Pour  qii'un  tel  point  commun  existe,  il  faut  ^,^^  ^^^ 

et  il  suffit  que  le  rayon,  c'est-à-dire  Lm,   soit 
supérieur  à  Fin  :  par  conséquent,  que  le  "point  m  soit  du  même  côté 
que  F,  par  rapport  au  milieu  A  de  FIj- 

La  parabole  n'a  donc  aucun  point  situé  du  côté  de  la  directrice  oà 
n'est  pas  le  foyer. 

Le  point  de  la  courbe  le  plus  rapproché  de  la  directrice  est  le 
point  A.  Ce  point  est  dit  le  sommet  de  la  parabole.  Par  contre,  le 
point  m  peut  s'éloigner  autant  qu'on  le  veut  au  delà  de  F,  de  sorte 
que  laparabole  s'étend  indéfiniment. 

On  pourrait  décrire  la  parabole  (ou  du  moins  une  portion  de  parabole), 
d'ail  niouvemenL  continu  à  l'aide  d'une  règle  fisée  suivant  la  directrice 
d'une  équerre  dont  un  côté  serait  appliqué  contre 
celte  règle  [jig.  437)  et  d'un  fll,  de  longueur  égale 
à  l'autre  côté  de  l'équerre  et  dont  une  extrémité 
!•  serait  attachée  au  sommet  libre  de  celle-ci, 
l'autre  extrémité  étant  fixée  au  foyer.  L' équerre 
glissant  le  ioug  de  la  règle,  on  tendrait  constam- 
ment le  fil  pai'  une  pointe  M  de  manière  à  appli- 
ipier  la  partie  PM  sur  le  côté  de  i'équerre.  Le 
point  M  décrirait  manifestement  la  parabole. 

Les  deux  points  d'intersection  d'une  paral- 
lèle à  la  directrice  et  d'une  circonférence  de 
centre  F  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  par 
rapport  à  la  perpendiculaire  FL  abaissée  du 
i  :  de  sorte  que  la  courbe  admet  celte  droite 


foyer  sur  la  directric 
comme  axe  de  symétrie. 


523.    La  définition 
celle-ci  : 


de   la   parabole   équivaut  i 
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S32  GÉOMÉTRIE. 

La  poraliole  est  le  Heu  des  centres  des  cercles  passant  par  le  foyer  et 
tangents  à  la  directrice  [fig.  434). 

La  parabole  sépare  l'une  de  l'aulre  deux  régions  du  plan  :  l'une 
est  formée  des  points  plus  rapprochés  du  foyer  que  de  la  directrice  : 
ces  points  sont  dits  intérieurs;  ils  sont  centres  de  cercles  passant 
par  le  foyer  et  sans  point  commun  avec  la  directrice  ;  l'autre 
comprend  les  points  extérieurs,  plus  rapprochés  de  la  directrice  que 
du  foyer  et,  par  conséquent,  centres  de  cercles  passant  par  le  foyer 
et  coupant  la  directrice.  On  ne  peut  passer  de  l'une  de  ces  régions  h 
l'autre  sans  traverser  la  courbe.  Au  contraire,  chacune  des  régions 
ainsi  obtenues  est  d'un  seul  tenant  (Voir  n"  524,  exercice  793). 

523.  Intersection  d'ane  droite  et  d'une  pai-abolc. 

Problème.  —  Trouver  les  points  de  rencontre  d'une  droite  et  d'une 
parabole. 

Soit  f  le  symétrique  du  foyer  F  par  rapport  à  la  droite  donnée. 
Le  problème  reviendra  à  faire  passer  par  les  points  F,  /'une  circon- 
férence tangente  h  la  directrice. 
Nous  savons  (PI.,  159)  qu'on  devra  pro- 
d\  longer  F/  jusqu'à,  rencontre  en  I  avec  la 

\  \        directrice  et  reporter  sur  ceîie-ci,  de  part 

\  ;'        et  d'autre   de   I,   une  longueur  égale  à  la 

_,-'VV--"/T"'      moyenne  proportionnelle   de  IF   et   de   I/" 

.;-'"'  Y--''  ;  {fy-  438).  On  obtiendra  ainsi  le  point  de 

T'   ;  contact  d'un  cercle  répondant  à  la  question 

\   ;  et  en  élevant  en  ce  point  de  contact  une 

Y  perpendiculaire  h  la  directrice  jusqu'à  ren- 

\  contre  avec  la  droite  donnée,  on  aura  un 

des  points  de  rencontre  demandés. 

La  soluLion  doit  être  modifiée  lorsque  la 
droite  donnée   D    passe  par  le  foyer.    La 
'--,,  condition  imposée  à  la  circonférence  incon- 

nue de  passer  par  le  point  f  est  alors  rem- 
placée par  celle  d'être  tangente,  en  F,  à  la 
perpendiculaire  à  D.  On  prolongera  cette  perpendiculaire  jusqu'à 
rencontre  en  I  avec  ia  directrice  et  on  prendra  sur  celle-ci,  de 
part  et  d'autre  du  point  I,  une  longueur  égale  à  IF.  11  est  clair 
que  cette  solution  n'est  qu'un  cas  limite  de  la  précédente. 
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Si  la  droite  Ffest  parallèle  à  la  (tirecbrice  (c'est-à-dire  s 
D  est  parallèle  à  l'axe),  le  point  I  est   rejeté  à   Cinfinî 
de»   points    de    contact,    l'autre    étant   évidem- 
ment  à  l'iotersection  de  la  directrice    avec   1) 
[fy.  43S  a,}. 

Ainsi  l'axe  est  ime  direction  asymptotique  de  la  para- 
bole. C'est  d'ailleurs  la  seule.  D'auti-e  part,  comme  i) 
n'arrive  jamais  que  les  deux  points  d'iulerseclioii 
soient  rejetés  à  l'infini,  la  parabolen'a  pas  d'asymplote. 

Cette  proposition  est  également  vraie  lorsqu'on  dé- 
définit  une  asymptote  comme  une  droite  telle  que  la 
distance  d'un  point  de  l.i  courbe  à  cette  droite  tende 
vers  zéro  lorsque  le  point  s'éloigne  indéfiniment  : 
c'est  ce  que   l'on  verra   en  imitant  la  marche    indiquée  à   l'ex.    789). 

Si  les  points  F  et  /■  sont  de  part  et  d'autre  de  la  directrice, 
le  problème  est  impossible  ;  et  il  n'y  a  pas  d'autre  condition  do 
possibilité  (PI.,  159,  Constr,  •14).  Ainsi  une  droite  coupe  ou  ne  coupe 
pas  une  parabole,  suivant  que  te  foyer  et  son  symétrique  par  rapport 
à  cette  droite  sont  ou  non  du  même  côté  de  ta  directrice. 

Enfin,  si  le  point  f,  symétrique  du  foyer  par  rapport  à  la  droite 
donnée ,  est  sur  la  directrice  ,  les  deux  poiuts  communs  sont 
confondus  :  nous  dirons  que  la  droite  est  tangente. 


524.  Si  la  droite  donnée  D  n'est  pas  parallèle  à  l'a\e,  un  point  M 
pris  très  loin  [dans  un  sens  ou  dans  l'autre)  sur  cette 
droite  est  nécessairement  extérieur  à  la  parabole.  Car 
soient  i  le  point  ofi  D  coupe  la  directrice,  M' la  pro- 
jection de  M  sur  la  directrice  (/ig.  439):  Mi  est  plus 
grand  que  MM'  et  la  différence  Mi —  MM' augmente 
indéfiniment  t  mesure  que  M  s'éloigne  (puisqu'elle 
est  proportionnelle  ii  Mî,  le  triangle  MM'i  restant 
constamment  semblable  à  lui-même),  tandis  que  la 
,  Kio.  435.  différence  Mi  —  MF  (si  tant  est  que  Mi  soit  supérieur 

à  MF)  est  moindre  que  la  longueur  fixe  VF.  Donc,  si 
le  point  M  est  suffisamment   éloigné  du   point  i,  dans  un  sens  ou 
dans  l'autre,  MF  sera  supérieur  b.  MM'. 
D'après  cela,  on  peut  appliquer  à  la  parabole  les  raisonnements 
au  n"  493,  relativement  à  l'ellipse  et  conclure  : 
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9Î4  GÉOMÉTIHC. 

La  région  intérieure  à  une  parabole  est  convexe. 

Si  une  droite  est  sans  point  commun  avec  une  parabole,  elle  lui  est 
entièrement  extérieure. 

Si  elle  la  coupe  en  deux  points,  le  segment  compris  entre  ces  deux 
points  est  à  l'intérietir  de  la  parabole;  ses  prolongements,  à  l'exté- 
rieur. 

Si  la  droite  est  tangente,  tous  ses  points  sont  extérieurs  à  la  para- 
bole, sauf  le  point  de  contact.  La  parabole  et  sa  région  intérieure  sont 
alors  tout  entières  du  mèm£  côté  de  la  droite. 

On  voit  aisément  que,  si  une  droite  est  parallèle  à  l'axe  et,  par 
conséquent  (numéro  précédent),  coupe  la  courbe  en  un  seul  point, 
elle  est  divisée  par  ce  point  commun  en  deux  demi-droites,  dont 
l'une  (celle  qui  contient  le  poiot  de  renconlre.de  la  droite  avec  la 
directrice)  est  tout  enliève  exlérieure  à  la  parabole  ;  l'autre,  tout 
entière  intérieure. 

525.  Nous  aurons,  comme  précédemment,  à  prouver  que  la  déli- 
nition  donnée  tout  à  l'heure,  de  la  tangente  à  la  parabole, 
concorde  avec  celle  que  l'on  déduirait  de  la  définition  générale  des 
tangentes. 

C'est  ce  que  nous  ferons  par  des  raisonnements  tout  semblables  à 
ceux  qui  ont  été  employés  pour  l'ellipse  (499,499  bis)  et  l'hyperbole 
M  étant  un  point  de  la  parabole,  c'est-à-dire  le  centre  d'un  cercle 
passant  par  F  et  tangent  à  la  directrice  en  M',  soit  N  un  second 
point  de  la  courbe  voisine  du  premier,  le  cercle  de  centre  N  et  de 
rayon  NF  étant  tangent  à  la  directrice  en  N'.  Ces  deux  cercles  ont 
un  secoud  point  d'intersection  f,  symétrique  de  F  par  rapport  ii 
MN,  et  la  droite  Ff  coupe  la  directrice  au  mdieu  I  de  M'N' 
ih-  -iSS). 

Lorsque  le  point  N'  tend  vers  M',  il  en  est  de  même  du  point  I. 
Gomme  ou  a,  d'autre  pari,  IM'^  =  IP.  1/',  et  que  IF  tend  vers  une 
limite  différente  de  zéro,  la  distance  If  tend  vers  zéro.  Le  point  f 
tend  donc,  lui  aussi,  vers  M'  et  la  droite  MN  tend  vers  la  perpen- 
diculaire au  milieu  de  M'F,  laquelle  est,  par  conséquent,  !a  tangente 
cherchée. 

Le  triangle  isoscèle  M'MF  montre,  d'ailleurs,  évidemment  que  ce 
résultat  <'?quivaut  au  suivant  : 

Théorème.  —  La  tangente  'i  la  parabole  divise  en  dmix  parlien 
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égales  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  de  point  du  contact  et  la 

perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  directrice. 

Nous  pouvons,  d'un  autre  cfité,  démontrer  cette  même  proposition 

en  imitant  le  raisonnement  du  n"  499  bis.  Si,  pour  fixer  les  idées,  le 

rayon  vecteur  FN  est  piuspetitque  FM  {fig.  440), 

la  distance  NN'  du  point  N  à  la  directrice  devra 

être  plus  petite,  —  et  cela  de  la  même  quantité, 

—  que  la  distance  analogue   MM'.   Autrement 

dit,  si,  du  point  N,  nous  abaissons  la  perpendi- 
culaire NP  sur  MM' {de manière  que  M'P=N'N) 

et  si,  du  point  N  comme  centre,  avec  FIS'  comme 

rayon,  nous  décrivons  un  arc  de  cercle,  jusqu'à 

rencontre  en  Q  avec   le  rayon  vecteur  FM,   on 

auraMP  =  MQ. 

Prenons    alors,  sur  MP   prolongé,   un   point 

déterminé,  par  exemple  le  point  M'  :  !a  parallèle 
à  PN  menée  par  ce  point  ne  sera  autre  que  la  directrice.  Si,  par  le 
point  t  où  cette  directrice  coupe  la  droite  MN  prolongée,  nous 
menons  une  parallèle  à  NQ,  cette  parallèle  interceptera  sur  MF  un 
segment  égal  à  MM',  puisqu'elle  formera  avec  les  droites  MM',  M'i, 
MF  une  (igure  semblable  à  MNPQ  {')  :  autrement  dit,  elle  passera 
par  le  point  F.  D'autre  part,  lorsque  le  point  N  tend  vers  M,  l'angle 
de  NQ  avec  MF  tend  vers  1  dr.  (');  donc  la  droite  Fi  tend  vers  la 
perpendiculaire  FT  élevée  en  F  à  FM,  et  la  droite  H(,  vers  la  droite 
MT  qui  joint  le  point  M  au  point  T  où  la  perpendiculaire  en  ques- 
tion coupe  la  directrice. 

D'ailleurs,  cette  droite  MT  est  bien  bissectrice  de  l'angle  M'MF,  en 
vertu  de  l'égalité  des  triangles  rectangles  (')  MM'T,  MFT. 

Corollaire.  —  La  normale  à  la  parabole  est  bissectrice  de  l'angle  que 
forme  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  avec  le  prolongement  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  directrice  ('), 
526.  De  ce  qui  précède  résulte  : 

Théorème.  —  Le  lieu  des  symétriques  du  foyer  d'une  parabole  par 
rapport  à  ses  tangentes  est  la  directrice. 
Par  suite,  aussi  : 
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ne,  —  Le  lieu  des  projections  du  foyer  d'une  parabole  sur 
aes  tangentes  est  la  tangente  au  sommet. 

En  effet,  ce  lieu  est  (comparer  500)  homo  thé  tique 

(lu  précédent  par  rapport  au  point  F,  avec  1/2  comme 

rapport  d'iiomothétie. 

C'est  donc  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu   A 

^     de  la  droite  FL  distance  du  foyer   à  la  directrice, 

{fig.   ^i41)  :  autrement  dit,  la  tangente  au  sommet. 

Inversement.  —   Si   le    sommet  d'vii   angle  droit 

décrit  une  droite,  pendant  qu'un  des  côtés  passe  pat' 

un  point  fixe,  l'autre  côté  reste  langent  à  une  parabole  fixe  :  celle 

qui  a  le  point  donné  pour  foyer  et  la  droite  donnée  pour  tangente 

au  sommet. 

527.  Problème.  —  Mener  à  la  parabole  une  tangente  parallèle  à 
une  direction  donnée. 

Le  symétrique  du  foyer  par  rapport  à  la  tangente  cherchée  se 
trouve  à  l'intersection  de  la  directrice  avec  la  perpendiculaire  ii  la 
direction  donnée,  menée  par  le  foyer. 

Il  y  a  toujours  une  solution  (et  une  seule)  sauf  quand  la  direction 
donnée  est  parallèle  à  l'axe  (la  perpendiculaire  étant  alors  parallèle 
à  la  directrice  et  la  tangente  rejelée  à  t'infïni). 

528.  Problème.  —  Mener  une  tangente  d  la  parabole  par  tm  point 
de  son  plan. 

Soit  à  mener,  à  une  parabole  de  foyer  F  {/tg.  442)  une  tangente 
par  un  point  donné  P.  Le  symétrique  /  du  point  F  par  rapport  à 
cette  tangente  se  trouvera  :  1"  sur  la  directrice;  2°  sur  la  circonfé- 
rence de  centre  P  et  de  rayon  PF, 

Inversement,  tout  point  commun  à  ces  deux  lignes  sera  le  symé- 
trique du  foyer  par  rapport  h  une  tangente  répondant  à  la  question. 

Le  problème  est  possible  si  la  circonférence  de  centre  P  et  de 
rayon  PF  coupe  la  directrice,  c'est-à-dire  si  le  point  P  est  extérieur 
h  la  courbe. 

Si  le  point  P  est  intérieur,  il  n'y  a  aucuae  solution;  si  le  point  P 
est  sur  la  courbe,  une  solution  unique,  la  tangente  en  ce  point, 
représentant  deux  tangentes  confondues. 

Remarque.  —  De  même  que  l'ellipse,  la  parabole  est  comprise 
tout  entière  dans  l'angle  formé  par  deux  tangentes. 
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PARABOLE. 

529.  Théorèmes.  —  Si,  d'unpoinl,  on  m 
tangentes  : 

1°  Ces  tangentes  sont  vues  du  foyer  soiis  des  angles  égaux; 

2°  Leurs  projections  sur  la  directrice  sont  égales  ; 

3°  L'angle  qu'elles  forment  a  même  bissectrice  que  l'angle  formé  par 
la  droite  qui  joint  le  point  donné  au  foyer  et  par  la  demi-droite  menée 
parallèlement  à  l'axe,  vers  l'intérieur  de  la  parabole. 

1°  Reprenons  la  figure  du  n»  précédent  et  soient  f,  f,  les  symé- 
triques du  foyer  par  rapport  aux  deux  tangentes;  M,  M,  les  points 
de  contact,  lesquels  s'obtiennent  en  coupant  les  tangentes  par  les 
perpendiculaires  à  la  directrice.  Nous  voulons  démontrer  que  l'on  a 
m¥  =  M,FP. 

Or  l'angle  MFP  est  égal  M/P,  puisqu'il  est  son  symétrique  par 
rapport  à  PM  ;  de  même  l'angle  M,FP  est  égal  à  M/jP, 

Mais  les  angles  M/P,  M/jP  sont  égaux  entre  eux,  car  ils  sont 
évidemment(Pl.,  62)  symétriques  l'un ■ 
de  l'autre  par  rapport  à  la  perpendi- 
culaire Pp  abaissée  du  point  P  sur  la 
directrice;  la  proposition  est  donc 
démontrée. 

2°  Les  projections  des  deux  tan- 
gentes sur  la  directrice  sont  les  seg- 
ments pf,  jjfi,  manirestement  égaux 
entre  eux. 

3"  Soient  Pj:  la  parallèle  il  l'axe, 
menée  vers    l'intérieur   de   la    para-  Fis.  iis. 

bole    (c'est-à-dire,    suivant    les    cas, 

la  demi-droite   P^;    ou  son  prolongement);    P^^   la  bissoctri 
l'angle  FPa:. 

On  montrera,  comme  au  n°  504,  que  l'angle  ^PM  est  la  r 
l'angle  xPf  et  l'angle  yPM,,  la  moitié  de  l'angle  xPf. 

Hais  les  angles  xPf,  xPf,  sont  égaux  entre  eux  :  donc  la  droite  P^ 
fait  des  angles  égaux  avec  les  deux  tangentes.  Elle  est  d'ailleurs 
intérieure  à  leur  angle,  puisque  les  deux  droites  PF,  Px  sont 
intérieures  à  cet  angle  (n°  précéd.,  Rem.)  :  elle  en  est  donc  la 
bissectrice. 


Mtié  de 
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530.  Théorème.  —  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits 
à  la  parabole  est  la  direclrice. 

En  effet,  dans  la  figure  précédente,  si  l'angle  MPm,  =  MPF  + 
FPMj  est  droit,  la  somme  des  angles  /'PF,  FP^,  respectivement 
doubles  de  MPF,  FPM[  est  égale  à  deux  droits,  de  sorte  que  le 
point  P  est  sur  la  droite  /y,,  et  réciproquement. 

531.  La  déflnition  donnée,  en  premier  lieu,  de  la  parabole  est 
très  différente  de  celles  qui  ont  été  données  de  l'ellipse  et  de  l'hy- 
perbole ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  celle  qui  lui  a  été 
substituée  au  n"  522,  laquelle  est  évidemment  analogne  aux  défi- 
nitions de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  données  aux  n°'  495.  508.  Cette 
analogie  se  retrouve  dans  les  théorèmes  qui  viennent  d'être 
démontrés.  Elle  peut  être  précisée  par  le  théorème  suivant. 

Théorème.  —  La  parabole  est  la  limite  d'une  ellipse  [ou  dhine  hi/per- 
bole)  dont  un  foyer  et  le  sommet  voisin  restent  fixes,  pendant  que 
l'autre  foyer  s'éloigne  indéfiniment  sur 

Soient  F  le  foyer  d'une  parabole, 
A  le  sommet,  de  sorte  que  la  direc- 
trice est  la  perpendiculaire  à  FA  me- 
née par  le  point  L,  symétrique  de  A 
par  rapport  h  F  (fy.  443).  Considé- 
rons une  ellipse  E  ayant  pour  foyers 
le  point  F  et  un  point  F'  situé  sur  AF 
prolongé  au  delà  de  F,  Le  cercle 
directeur  G  qui  a  F'  pour  centre  passe 
par  le  point  L  (puisque  celui-ci  est 
situé  sur  le  prolongement  de  F'  A  et 
tel  que  AL  =  AF)  et  est  tangent  en  ce 
^"^-  *"■  point  à  la  directrice  de  la  parabole. 

Un  point  M  de  la  parabole  {autre  que  le  sommet)  est  ext&iieny  à  toute 
ellipse  telle  que  E.  Car  il  est  le  centre  d'un  cercle  c  passant  par  F  et 
touchant  la  directrice,  lequel  doit,  par  conséquent,  couper  le  cercle 
C,  puisque  celui-ci  passe  entre  le  point  F  et  la  directrice. 

11  est  clair  que  le  même  raisonnement  s'appliquerait  à  un  point 
extérieur  à  la  parabole. 
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Au  contraire,  soit  M'  un  point  intérieur  à  la  parabole,  mais 
d'ailleurs  aussi  voisin  de  la  courbe  quon  le  voudra.  Je  dis  que  l'on 
poun-a  trouver  sur  l'axe  un  point  F'„  tel  que,  pour  toute  position 
du  point  F'  située  au  delà  de  F'„,  l'ellipse  E  comprenne  le  point  H'  à 
son  intérieur. 

En  effet,  le  cercle  c'  de  centre  M'  et  de  rayon  M'F  n'a  aucun  point 
commun  avec  la  directrice.  On  peut,  dès  lors,  trouver  un  cercle  C„, 
ayant  pour  centre  un  point  F'j,,  situé  du  môme  côté  du  point  L  que 
F,  tangent  en  L  à  la  directrice  et  auquel  c'  soit  tangent  intérieu- 
rement (*).  Un  cercle  C,  tangent  à  Cj,  et  ayant  pour  centre  un  point 
F'  de  l'axe  situé  au  delà,  de  F'„,  comprendra  à  son  intérieur  le  cercle 
Co  et,  par  suite,  le  cercle  c'.  Par  conséquent,  le  point  M'  sera  bien 
intérieur  à  l'ellipse  E  qui  aura  F  et  F'  pour  foyers,  C  pour  cercle 
directeur. 

Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  voir  que  si  M  est  un  point 
quelconque  de  la  parabole,  M'  un  point  intérieur  à  la  courbe,  naais 
aussi  voisin  qu'on  le  veut  de  M,  l'ellipse  E,  lorsque  son  second  foyer 
F'  sera  suffisamment  éloigné,  traversera  le  segment  de  droite  MM'. 
En  un  mot,  l'ellipse¥,,  toujours  intérieure  à  laparabole,  s'en  rapproche 
indéfiniment  à  mesure  que  le  point  F'  s'éloigne  sur  l'axe. 

Soit  de  même  une  hyperbole  H  qui  a  pour  foyers  le  point  F  et 
un  point  F'  de  l'axe,  situé,  par  rapport  à  la  directrice,  du  cûté  où 
n'est  pas  le  point  F,  le  cercle  directeur  G  de  centre  F'  étant  tangent 
en  L  à  la  directrice  {fig.  444).  Nous  considérerons  plus  spécialement 
la  branche  de  cette  hyperbole  voisine  de  F,  branche  dont  le  sommet 
n'est  autre  que  le  sommet  A  de  la  parabole  (^). 

Tout  point  M  pris  sur  la  parabole  ou  à  son  intérieur  est  intérieur  à 
la  branche  d'hyperbole  :  car  le  cercle  c  de 
centre  M  et  de  rayon  MF  est  sans  point 
commun  avec  C,   ces  deux  lignes    étant 
de  part  et  d'autre  de  la  directrice. 
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Au  contraire,  toutpoint  M'  exiérie 
à  l'hyperbole  lorsque  le  point  F'  est  s 


r  0  la  parabole  devient  extérieur 
■iiffisamment  éloigné.  En  effet,  le 
cercle  c'  de  centre  M'  et  de 
rayon  M'F  a  des  points  P 
du  côté  de  la  directrice  où 
n'est  pas  le  point  F.  On  peut 
donc  choisir  le  point  F'  de 
manière  que  le  cercle  C, 
ayant  ce  point  pour  centre 
et  passant  en  L  coupe  c'  (il 
suffit  de  faire  passer  le  cer- 
cle C  par  un  point  P,  à  l'aide 
de  la  constr.  13,  liv.  II, 
n"  90).  Si  F",  est  la  position 
ainsi  trouvée  du  point  F', 
tous  les  cercles  C  dont  les 
centres  sont  situés  au  delà 
de  F'o  couperont  également 

c',  puisqu'ils  passent  entre  C„  et  la  directrice.  Les  hyperboles  qui 

auront  ces  cercles  pour  cercles  directeurs  et  F  pour  foyer  laisseront 

donc  le  point  M'  à  l'extérieur. 
II  en  résulte,  comme  tout  à,  l'heure,  que  les  hyperboles  H,  tout  en 

étant  extérieures  à  la  parabole,  s'en  rapprochent  indéfiniment  à 

mesure  que  le  point  F'  s'éloigne. 

Les  trois  courbes  (ellipse,  hyperbole,  parabole),  dont  nous  avons 
constaté  l'analogie,  ont  été  réunies  sous  la  dénomination  commune 
de  coniques.  La  raison  de  cette  dénomination  est  donnée  plus 
loin  (720). 

532.  Diamètres  de  la  itarabolp. 

Théorème.  —  Le  lieit  des  milieux  des  cordes  d'tme  parabole  parallèles 
à  une  même  direction  est  une  parallèle  à  Faxe  (ou,  plus  exactement,  la 
portion  de  cette  parallèle  située  à  l'intérieur  de  la  courbe). 

Reprenons,  en  effet,  la  (igure  du  n'  523.  Lorsque  la  droite  D  se  déplace 
en  restant  parallèle  à  une  direction  fixe,  le  point  f,  symétrique  du  foyer 
par  rapport  à  D,  décrit  une  perpendiculaire  à  cette  direction  passant  par 
le  point  F,  et  le  point  I,  intersection  de  ¥f  avec  la  directrice,  reste  fixe. 

Or,  si  M,N  sont  les  deux  points  d'intersections  de  D  avec  la  parabole, 
M'  et  N',  leurs  projections  sur  la  directrice   {fig.  438),   le  point  I  est  le 
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milieu  de  M'N'.  I.o  miliRu  de  MN  est  donc  sur  la  parallMe  !i  l'axe  menée 
par  I,  laquelle  est  fixe  aiQsi  que  nous  venons  de  le  voir. 

Inversement,  tout  point  pris  sur  la  parallèle  à  l'axe  mené  par  I  et  à 
l'inlériettr  de  la  parabole  sera  le  milieu  de  la  corde  interceptée  par  la 
courbe  sur  la  parallèle  à  D  menée  par  ce  point. 

La  droite,  lieu  des  milieus  des  coi-des  interceptées  par  la  parabole  sur 
les  droites  parallèles  à  une  même  direction,  est  dite  le  diamètre  conjugué 
de  cette  direction. 

Hemaroub.  —  I.  Il  est  clair  que  le  diamètre  conjugué  d'wxe  direetion 
coupe  la  parabole  au  point  de  eonlaet  de  la  tangente  parattèle  à  celte  diree- 
tion :  ceci  n'est  que  l'application  du  raisonnement  précédent  au  cas 
où  les  points  M  et  N  sont  coafondus. 

II.  —  Il  y  a  une  direction  [et  une  seule)  h  laquelle  ne  correspond  aucun 
diamètre  ;  c'est  celle  de  Trt.r^  de  ht  parabole,  puisqu'une  parallèle  à  l'axe  no 
coupe  la  courbe  qu'en  un  point  à  distance  finie. 

332  hif.  Théorème.  —  Le  point  de  concours  des  tangentes  meniez  à  la 
parabole  aux  extrémités  d'une  corde  quelconque  est  sur  le  diamètre  conjugué 
do  la  direction  de  celte  corde. 

Nous  avons  vu  en  effet  (529),  que  si,  d'un  point  P  du  plan,  on  mène  les 
tangentes  PM,  P M,  à  la  parabole,  ces  tangentes  ont  leurs  projections 
pf,  pf^  (fig.  443)  sur  la  directrice  égales,  de  sorte  que  le  point  p  est  le 
milieu  de  ff^.  Dès  lors  il  est  clair  que  !a  parallèle  à  l'axe,  menée  par  le 
point  P,  passe  par  le  milieu  de  MMj. 

533.  Définitions.  —  Soient  données  dans  un  plan  deux  droites 
concourantes  Ox,  Oy  (fig.  44S),  dites  axes  de  coordonnées,  leur  point 
commun  0  étant  dit  origine  des  coordonnées. 
Un  point  M  quelconque  étant  pris  dans  le  plan,  U 

menons,  par  ce  point,  la  parallèle  Mm  à  l'axe  ^./ 

0^^,  Le  segment  Om  intercepté  par  celte  droite  I .yy! 

sur  l'axe  Oj;  est  dit  Xabscisse  du  point  M  et  le  J^       1 

segment  jnM,  l'ordonnée  du  même  point.  /o      "m    "V 

Si   l'on  faisait  jouer  à  l'arc  Ox  le  rôle  de  l'axe  Fio.  m. 

Oy  et  inversement,  c'est-à-dire  si  l'on  menait  par 

M  une  parallèle  Mm'  à  l'axe  Ox  jusqu'à  rencontre  en  m'  avec  Oy,  cela 
reviendrait  à  intervertir  l'abscisse  et  l'ordonnée,  ainsi  que  le  montre  le 
parallélogramme  OwMm'. 

L'abscisse  et  l'ordonnée  d'un  point  en  sont  dites  les  coordonnées. 
Leur  connaissance  détermine  complètement  la  position  du  point, 
si  l'on  a  soin  d'indiquer  le  sens  dans  lequel  chacune  d'elles  doit  être 
portée  :  savoir,  si  le  segment  Om  doit  être  porté  d'un  côté  ou  de 
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l'antre  du  poinL  0  et  le  segment  «iM,  d"nn  côté  ou  de  l'autre  du 
point  m.  On  convient,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  en  Géométrie 
plane  (PI.  185, 186)  et  en  A.lgèbre  {Leçons  de  M.  BourJet,  eh.  I,  II), 
d'indiquer  le  sens  par  le  signe  que  l'on  donne  à  chacune  des  coor- 
données :  l'abscisse  Om  étant  comptée  positivement  dans  le  sens 
Ox ,  négativement  dans  le  sens  opposé,  l'ordonnée  mM  étant 
comptée  positivement  lorsqu'elle  est  de  même  sens  que  la  demi- 
droite  Oy,  négativement  dans  le  cas  contraire. 

Par  le  point  M,  soit  tracée  une  courbe  admettant  en  ce  point  une 
tangente.  Si  T  est  le  point  où  cette  tangente  coupe  l'axe  Ox,  le 
segment  Tm  est  dit  la  sous-tangente  de  la  courbe  en  M. 

De  même,  on  appelle  sous-normale  le  segment  iatercepté  à  partir 
du  point  m,  sur  Ox,  par  la  normale  à  la  courbe. 

Théorème.  —  La  parabole  étant  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente 
au  sommet,  la  sous-tangente  en  mi  point  quelconque  est  double  de 
l'abscisse  du  point  de  contact. 

Soient  M  un  point  de  la  parabole,  m  sa  projection  sur  Taxe,  M'  sa 
projection  sur  la  directrice,  T  le  point  de  rencontre  de  l'axe  avec  la 
tangente  en  M  ;  le  foyer,  le  sommet  et  la  projection  du  foyer  sur  la 
directrice  étant  toujours  désignés  par  F,  A,  L  {/ig.  446),  Nous  avons 
il  montrer  que  le  point  A  est  le  milieu  de  Tm. 

Or  le  triangle  MFT  est  isoscèle.  Car  les  angles  MTF  ^  TMM'  et 
TMF  sont  égaux  ;  donc  on  aFT  :=  FM  =  MM'=hiL.  Donc  le  segment 
AT  =  FT  —  FA  est  égal  au  segment  Am  =  Lm  —  AL. 

534-  Théorème.  —  La  parabole  étant  rapportée  à  son  axe  et  à  la 
tangente  au  sommet,  la  sous-normale  est 
constante  et  égale  au  paramètre. 
"^^<\  Reprenons,  en  effet,  la  figure  précé- 

'-'^  /  j  \  dente  et  menons  la    normale   MN,   la- 

,_/       1     \  quelle  est  parallèle  à  FM',  puisque  cette 

F       m       n  dernière  droite  est  perpendiculaire  à  la 

tangente.  Le  parallélogramme  M'M  FN 
iii,  ;'.ii,  montre  que  l'on  a  FN  =  MM'  =  n»L  el, 

par  conséquent,  le  segment  mN,  diffé- 
rence entre  LN  el  Ln(,  est  égal  au  paramètre  LF,  qui  est  la  diffé- 
rence entre  LN  et  FN. 
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535.  Théorème.  —  Ui  parabole  étant  rapportée  à  son  axe  et  à  la 
tangente  au  sommet,  le  carré  de  l'ordonnée  d'un  point  de  la  courbe  est 
proportionnel  à  l'abscisse. 

En  effet,  dans  le  triangle  rectangle  TMN,  la  droite  Mm  est  la 
hauteur  :  ou  a  donc 

M^''="^'.^  =  -2  Am-FL  (533,534). 

Ainsi,  l'ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  double  de 
l'abscisse  et  le  paramètre. 

Inversement  : 

Si  l'abscisse  d'un  point  {situé  du  même  côté  de  la  tangente  au  sommet 
que  le  foyer),  multipliée  par  le  double  duparamèire,  est  égale  au  carré 
de  l'ordonnée,  ce  point  est  sur  la  parabole. 

Cette  proposition  résulte  de  la  précédente  :  si,  par  le  point  consi- 
déré M,  on  mène  une  parallèle  à  l'axe,  cette  parallèle  coupe  la 
parabole  en  un  point  qui  coïncide  forcément  avec  M  (comparer  502, 
réciproque)  parce  qu'il  n'existe,  sur  cette  parallèle,  qu'wn  seul  point 
satisfaisant  à  ia  condition  précédente. 

La  parabole  est  donc  le  lieu  des  points  satisfaisant  A  cette 
condition. 

Par  conséquent  aussi,  étant  donnés  deux  axes  rectangulaires,  le  lieu 
des  points  tels  que  leurs  abscisses,  toutes  de  même  sens,  multipliées  par 
une  longueur  constante  Ip,  donnent  des  produits  égaux  aux  carrés  de 
leurs  ordonnées,  est  une  parabole. 

Ceci  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  (Comparer  500,  Réc), 
en  vertu  de  ce  fait  qu'il  existe  une  parabole  ayant  pour  axe  et  pour 
tangente  au  sommet  les  axes  donnés  et  pour  paramètre  la  longueur 
p  (c'est  celle  qui  aura  poiip  foyer  le  point  situé  sur  l'axe  et  d'abcisse 

^  et  pour  directrice  la  parallèle  à  la  tangente  au  sommet,  menée 

par  le  point  symétrique  du  foyer  par  rapport  à   celle-ci).  Cette 
parabole  est  le  lieu  cherché. 

'536.  Plus  généralement,  supposons  la  parabole  rapportée  «  un  diawàtre 
et  à  la  tangente  à  l'extrémilé  de  ce  diamètre. 

Théorème.  —  La  parabole  étant  rapportée  à  im  diamètre  et  d  la  Imigenle 
à  l'extrémité  de  ce  diamètre,  la  sous-tangente  est  double  de  l'abscisse  du  point 

de  confaH. 
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t  Ojî  lo  diamètre,,  O^y  Ja  tangente  à  son  extrémité  Ifig.  447)  ;  M,  un 
point  de  la  courbe,  dont  l'abcisse  est  Om  et 
l'ordonnfe  mM.  I^  tangente  en  M  coupe  Oy 
en  P  et  Oœ  en  T. 

Le  diamètre  qui  passe  en  P,  c'e^t-à-dire  la 
parallèle  à  Ox  menée  par  ce  point,  passant  au 
"        .  "'        "         milieu  de  OM  i532  6j»),  le  triangle  MOT  mon- 
tre que  le  point  P  est  \p  milieu  de  MT,  d'où 
résulte,    dans  le  triangle  TmM,    que    le   point  0  est  le  milieu  de   Tm. 

Théorème.  —  La  parabole  étant  rapportée  à  tm  iham^lie  et  à  la  tangente 
à  Vemtrémité  de  ce  diamètre,  le  carré  de  loidonnée  est  proportionnel  à 
l'abcisse. 

Ox  et  Oy  ayant  la  même  signification  que  laii^ 
la  figure  précédente,  soit  M  un  point  de  1 1  lourb'', 
dont  l'abcisse  est  Om  et  l'ordonnée  mM,  sa  projec 
lion  sur  la  directrice  étant  M'  {fig.  448). 

Si  f  est  le  symétrique  du  foyer  F  par  rapport  à 
Mm,  la  droite  Ff  passe  (523)  par  le  point  I  où  Ox 
rencontre  la  directrice  et  Ton  a 

Mais  puisque  f  est  le  symétrique  de  F  par  rapport  à  Mm,  I  le  symé- 
trique de  F  par  rapport  h  Oy  (526),  la  disfance  If  est  (PI.,  102  bis)  double 
de  la  distance  OK  {fig.  448)  des  deux  parallèles  Oy,  niM,  tandis  que  IM'  est 
égal  à  la  distance  MH  des  deux  parallèles  Oa),  MM'.  L'égalité  précédente 
peut  donc  s'écrire 


MH^  = 


20K-1F. 


Enfin,  si,   par  le  point  F,  nous  menons  la   parallèle  à  Oy,    jusqu'à 
rencontre  en  G  avec  Ox,  les  trois  triangles  MHm,  OKni,  IFG  sont  semblables 


L'égalité  MH^  =^  30K  •  IF  étant  homogène  par  rapport  à  MH,OK,IF, 
nous  pouvons  remplacer  ces  quantités  par  leurs  valeurs  proportionnelies 
et  il  vient 

Mm'  —  20m.  IG, 

ce  qui  démontre  le  théorème  ;  ci 
point  M  sur  la  courbe. 

La  droite  0;/,  parallèle  à  FG,  divis 
du  triangle  IFG,  le  point  0  est  le  mi 
de  10  (ou  encore  du  rayon  vecteur  t 


IG  est  indépendant  de  la  position  du 


en  deuï  parties  égales  le  côté  IF 
n  de  IG.  La  longueur  IG  est  double 
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Iimersemmil,  si  le  carré  de  l'ordonnée  d'un  point  est  égal  au  double  de 
l'abscisse  du  même  point,  multiplii  par  IG,  ce  point  est  sur  la  parabole  {du 
moins  s'il  est  du  même  côté  qu'elle  par  rapport  â  Oj/). 

Ceci  résulte  (comparer  n»  précéd.,  n"  502)  de  ce  que,  sur  une  parallèle 
à  Oa;,  il  n'existe  qu'un  point  satisfaisant  à  la  condition  précédente. 

Par  conséquent  aussi,  étant  donnés  deux  axes  quelconques  Qx,  Oy,  le 
lieu  des  points  situés.,  par  rapport  à  Oy,  du  même  eûlè  que  la  demi-droite  Ox 
et  tels  que  les  cairés  de  leurs  ordonnées  soient  égaux  à  leurs  abscisses,  multi- 
pliée par  une  longueur  constante  2p',  est  iine  parabole.  Il  suffit,  pour  le  voir, 
de  montrer  qu'il  existe  une  parabole  tangente  à  Oy  en  0,  ayant  son  axe 
parallèle  â  0,i:  et  telle  que  la  lonpneur  désignée,  dans  le  raisonnement 
précédent,  par  IG  soit  égale  à  p'.  Or  on  obtiendra  une  telle  parabole 
en  portant,  sur  Ow  prolongé  au  delà  du  point  0,  une  longueur  01  égale 
à^  et  prenant  pour  directrice,  la  perpendiculaire  en  T  à  Ox,  pour  foyer, 
le  symétrique  de  I  par  rapport  à  Oy. 


EXERCICES 


163,  La  région  exlérieiire  à  la  parabole  est  d'un  seul  tenant  (comparer  lifi). 
791.  Toutes  les  paraboles  sont  semblables  entre  elles. 

795.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  ou  la  difféi-ence  do  leurs  dis- 
tances à  un  poiat  donné  et  k  une  droite  donnée  soit  constante. 

796.  Mener  une  normale  à  une  parabole  par  un  point  de  son  axe.  Dans  quelle 
région  de  celui-ci  doit  se  trouver  le  point  donné  pour  que  le  problème  ait  une 
solution  [autre  que  l'axe)? 

Lieu  du  pied  de  la  normale,  lorsque  la  parabole  varie  de  manière  à  ce  que  son 
foyer  et  ia  direction  de  son  axe  restent  fixes. 

797.  Deux  paraboles  homofoeates,  c'est-à-dire  qui  ont  même  foyer  et  même  direc- 
tion d'axe,  ne  peuvent  se  couper  qu'à  angle  droit. 

798.  M  étant  un  point  quelconque  du  plan,  on  décrit,  sur  la  droite  qui  joint  ce 
point  à  un  point  fixe  A,  comme  diamètre,  une  cii-conférence,  à  laquelle  on  mène  une 
tangente  IV  parallèle  à  une  droite  donnée  D.  Lieu  du  point  M  tel  que  sa  dislance  à 
la  droite  D' soit  constante. 

799.  La  tangente  en  un  point  G  d'une  hyperbole  de  foyers  F  et  F'  coupe  une 
asymptote  en  0.  Montrer  qu'il  existe  une  parabole  de  foyer  G'  tangente  en  F  et 
F-  à  OF  et  à  OF'. 

Réciproque.  —  Montrer  que  cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  do  l'exer- 
cice 783. 

800.  Étendre  à  la  parabole  l'exercice  760. 

La  portion  d'une  tangente  variaWeà  une  parabole,  comprise  entre  deiij;  tangentes 
tlxes,  est  projetée  sur  la  directrice  suivant  un  segment  de  loûgaeui'  c 
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801.  Si  im  point  parcourt  une  tangente  fixe  à  une  parabole,  l'angle  du  rajon  vec- 
teur joignant  ce  point  au  foyer  avec  la  seconde  tangente  menée  du  même  point  à  la 
courbe  est  constauc. 

80a.  Si  P  est  l'iniei-section  des  tangentes  menées  en  M  et  M,  à  une  parabole  de 
foîer  P, 

1°  La  distance  PF  est  moïenne  proportionnelle  entre  FM  et  F'Mj , 

a»  Le  rapport^  est  égal  à  (|^)! 

803.  Construire  une  parabole,  connaissant  : 

1°  Le  foyer  et  deux  points; 

8'  La  directrice  et  deux  points.  Condition  de  possibilité.  (Les  deux  points  elanl 
donnés  tout  d'abord,  il  faut  que  la  directrice  ne  coupe  pas  un  certain  cercle.  Lors- 
qu'elle est  tangente  à  ce  cercle,  il  y  a  deujt  solutions  confondues.  Monirer  que  les 
tangentes  menées  par  les  deux  points  donnés  à  la  parabole  obtenue  sont  alors 
rectangulaires). 

3'  Le  foyer  et  deux  tangentes; 

i°  La  directrice  et  deux  tangentes; 

5°  Le  foyer,  un  point  et  une  tangente.  Condition  de  possibilité  ; 

6*  La  directrice,  un  point  et  une  tangente.  La  tangente  et  la  directrice  étant 
d'abord  données,  dans  quelles  régions  doit  se  trouver  te  point  pour  que  le  prolilèina 
soit  possible  î 

7"  Deux  tangentes  et  leurs  poinl^s  de  contact  (appliquer  532  his)  ; 

8*  La  direclion  d'axe  et,  trois  points . 

am.  Le  lieu  dos  foyers  des  paraboles  (angentes  à  (rois  droites  données  est  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  ces  trois  droites  {ex.  801  ou  PI,,  ex.  7i). 

Monirer  [PI,,  exercice  373)  que  les  directrices  des  paraboles  en  question  passent 
par  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle. 

805.  Construire  la  parabole  tangente  à  quatre  droites  données. 

806.  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  dontles  c6tés  sont  i-espectivement  tangents 
à  deux  paraboles  homofocales  (ex.  797)  données. 

807.  Si  d'un  point  P,  on  mène,  à  une  parabole  de  foyer  F,  les  tangentes  PM,  PM„ 
le  centre  0  du  cei-cle  PMM,  est  sur  le  cercle  PFFj,  et  le  segment  OP  est  vu  de  F 
sous  un  ai^le  droit. 

808.  Deux  tangentes  d'une  parabole  sont  divisées  par  trois  autres  tangentes 
quelconques  en  partie  proportionnelles.  Cas  où  les  deux  premières  tangentes  sont 
^ales  entre  elles. 

809.  Réciproquement,  si  cinq  droites  sont  telles  que  deux  d'entre  elles  soient 
divisées  semblablement  par  les  trois  autres,  elles  sont  en  général  tangentes  à  une 
même  parabole  (ex.  805).  Quels  sont  les  cas  d'exception  7 

Déduire  de  là  l'exercice  358  de  la  Géométrie  plane, 

810.  Dans  l'exercice  214  de  la  Géométrie  plane,  chaque  droite  de  la  figure  mobile 
reste  tangente  fi  une  parabole  fixe. 

811.  Deux  tangentes  d'une  parabole  étant  données,  si  on  leur  m^ne  des  parallèles 
par  un  point  1  de  la  corde  deconlajit,  la  diagonale  du  parallélogramme  ainsi  formé 
qui  ne  passe  pas  par  le  point  I  est  tangente  à  la  courbe. 

812.  Si,  d'un  point  de  la  base  d'un  triangle,  on  abai^e  des  perpendiculaires  sur 
les  deux  autres  côtés,  la  droite  qui  joint  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  est  tan- 
gente b.  une  pavabole  fixe   (ex.  809;.   Le  foyer  de  cette  parabole  est  le  pied  de  la 
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hduteur  da  triangle.  La  directrice  est  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  ileux  autres 
hauteurs  (appliquer  530). 

813  Dans  un  triangle  rectangle,  ie  sommet  de  l'angle  droit  est  fi.te.  un  autre 
sommet  paicourt  une  droite  fixe,  pendant  que  l'hypoténuse  reste  perpendiculaire  à 
cette  droite  fixe.  Lien  du  troisième  sommet. 

Plus  généralement,  les  côtés  d'un  angle  droit  pivotent  respectivement  autour  do 
lieux  pOLUla  fiies.  Lieu  de  l'intersection  de  l'un  de  ces  côtés  avec  la  perpendiculaire 
à  une  droite  fixe,  menée  àson  point  de  rencontre  avec  l'autre  côté. 

SU.  Lieu  des  projections  du  foyer  d'une  parabole  sur  les  normales. 

815.  Le  lieu  des  points  obtenus  en  multipliant  les  coordonnées  de  chaque  point 
d'une  parabole  par  des  nombres  constants  est  une  nouvelle  parabole. 

816.  Lieu  de  l'intersection  des  normales  rectangulaires  à  une  parabole. 
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537.  Définitions.  —  Soit  une  courbe  plane  (G)  {fig.  449)  telle  que 
l'on  puisse  définir  la  longueur  d'uu  arc  quelconque  de  cette  courbe 
(PI.,  179,  Note).  C'est  ce  qui  arrive,  en  particulier,  dans  le  cas  où  la 
courbe  (C)  est  un  cercle.  Nous  pouvons,  de  ))lus,  démontrer,  dans 
ce  cas,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  rapport  d'un  arc  à  sa  corde  lend  vers  l'unité 
lorsque  l'arc  tend  vers  zéro. 

Il  résulte,  en  effet,  du  n°  179  qu'un  arc  de  cercle  (plus  petit  qu'une 
demi-circonférence)  est  compris  entre  sa  corde  et  la  somme  des 
tangentes  menées  à  ses  extrémités  et  terminées  à  leur  point  d'inter- 
section :  le  rapport  de  la  corde  h  l'arc  est  donc  plus  petit  que  1, 
mais  plus  grand  que  le  rapport  de  la  corde  à  la  somme  des  tangentes 
aux  extrémités;  or  il  résulte  du  n"  177  que  ce  dernier  rapport  tend 
vers  1  lorsque  l'arc  tend  vers  zéro  ('), 

Nous  venons  de  faire  le  raisonnement  pour  un  arc  de  cercle;  mais 
il  subsiste  (en  vertu  des  remarques  faites  n"  179,  Note)  pour  tous  les 
arcs  de  courbes  dont  on  peut  définir  la  longueur. 

Prenons,  d'autre  part,  une  droite  indéfinie  0,x,  {fig.  449),  sur 
laquelle  nous  aurons  choisi  un  sens  positif.  Nous  pourrons  faire 
correspondre  à  chaque  point  de  (C)  un  point  de  Oja:,,  de  manière 
que  l'arc  compris  entre  deux  points  quelconques  de  (G)  soit  égal  à 
la  distance  des  deux  points  qui  leur  correspondent  sur  la  droite. 

Pour  cela,  nous  prendrons  sur  (G)  un  point  0  et,  sur  0,x^,  un 
point  0,,  que  nous  ferons  correspondre  l'un  àl'autre. 

Nous  nommerons  abscisse  curviligne  d'un  point  M  de  la  courbe, 

(1)  Voir  aussi  BouRLET,  Trij/onamél'-k.  n'  SS,  p.  ]l(i. 
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velaLive  à  l'origine  0,  la  longueur  de  l'arc  OM ,  prise  posî  livement  dans 

un  certaio   sens  (par    exemple, 

celui   qui  est    marqué   par   une  -.— ^ 

(lèche  sur  la  figure  449),  négati-         /y^'^     - — i     _  ^    . — „—  . , 

vemenl  dans  le  sens  opposé.  /o 

Nous   ferons    correspondre,  à  ^.^^    ,.,j 

chaque  point  M  de  (C),  le  point 

M,  de  la  droite  0,3:,  dont  l'aSscme  rectiligne  OiM,  est  égale,  en  gran- 
deur et  signe,  à  l'abscisse  curviligne  de  M. 

Si  la  courbe  (C)  est  indéfinie  dans  les  deux  sens,  on  a  ainsi  associé 
à  chaque  point  de  cette  courbe  un  point  déterminé  de  la  droite 
0,a;„  et  inversement. 

Supposons,  au  contraire,  que  la  courbe  (C)  soit  fermée  [fig.  4S0) 
et  soit  /  sa  longueur.  Les  abscisses  compri.ses  entre  0  et  /,  —  autre- 
ment dit,  les  points  de  la  droite  compris  entre  le  point  0,  et 
l'extrémité  d'un  segment  0,  0',  =  l  porté  dans  le  sens  positif  ■ — , 
correspondront  aux  différents  points  de  la  courbe,  l'abscisse  / 
correspondant,  comme  l'abscisse  0,  au  point  0  lui-même. 

Pour  les  abscisses  supérieures  à  l,  nous  adopterons  la  convention 
usitée  en  trigonométrie  ('),  savoir  : 

S'il  s'agit  d'une  abscisse  comprise  entre  l  et  11,  égale,  par  exemple 
kt  -{-h{h  étant  une  longueur  comprise  entre  0  et  /),  nous  la  consi- 
dérerons comme  étant  la  somme  d'un  arc  égala/ (arc  dont  l'extrémité 
sur  (C)  est  le  point  0.  comme  nous  venons  de  le  voir)  et  d'un  arc 


OM  =  h  :  l'abscisse  l~\-k  correspondra  donc  au  même  poiut  M  de  (C) 
que  l'abscisse  k;  et  par  conséquent,  le  point  M',  de  O^x^  tel  que 
M,M',  ^/  {fig.  480)  correspondra  au  même  point  de  (C)  que  M,. 
L'abscisse  2/  correspondra  encore  au  point  0. 

S'il  s'agit  d'une  abscisse  comprise  entre  2J  et  3/,  égale  à  21 -^-k 
{Il  étant  compris  entre  0  et  /),  nous  la  considérerons  comme  somme 
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d'imai'cégalà'^/,  arc  dont  l'extrémité  est  le  point  0,  et  d'un  arc  cga! 
à  h.  Le  point  correspondant  do  (C)  sera  donc  lu  même  que  pour 
l'abscisse  h  ; 

Et  ainsi  de  suite. 

Des  considérations  toutes  sembla])Ies  s'appliqueront  d"ailhnu-s  [') 
aux  abscisses  négatives. 

D'après  ces  conventions,  nous  voyons  qu'un  point  de  la  droite  0,x, 
correspondra  à  un  point  parfaitement  déterminé  de  (C),  mais  qu'a  un 
point  de  (C)  co7-respondront  une  infinité  de  points  M,,  M^,  H",  ..., 
MIJI,  M('j'),  ...  [fig.  4d0)  de  0,^,,  séparés  les  uns  des  autres  par  des 
intervalles  égaux  à  l. 

538.  Soient  un  cylindre  droit,  ayant  pour  base  une  courbe  quel- 
conque (C),  et  une  génératrice  Oy  de  ce  cylindre,  coupant  la  courbe  (C) 
en  un  point  0,  qui  sera  dit  l'origine  des  coordonnées  curvilignes 

Ifuj.mi). 

Pour  définir  un  point  M  sur  la  sur- 
face du  cylindre,  il  suffira  de  se  don- 
ner : 

]"  Le  point  m  où  la  génératrice  me- 
née par  M  coupe  la  courbe  (C),  ce  qui 
se  fera,  en  se  donnant  l'abscisse  cur- 
FiG.  «i,  Fm.  iji  bh.         viligne  Om  de  ce  point,  rapportée  à 

l'origine  0  ; 
2°  Le  segment  de  génératrice  mU,  qui  sera  dit  l'ordonnée  de  M. 
Cette  ordonnée  sera  prise  avec  le  signe  -|-  ou  avec  le  signe  — , 
suivant  le  sens  dans  lequel  elle  devra  être  portée,  un  sens  positif 
ayant  été  indiqué  sur  la  direction  des  génératrices  du  cylindre. 

L'abscisse  curviligne  et  l'ordonnée  d'un  point  en  seront  dites  les 
coordonnées  sur  le  cylindre. 

Soient,  d'autre  part,  dans  un  plan,  deux  axes  rectangulaires  O^x,, 
0,i/i.  Nous  ferons  correspondre,  au  point  M  du  cylindre,  le  point  M, 
du  plan  qui  aura,  par  rapport  aux  axes  O^x,,  0,»/,,  mêmes  coor- 
données que  le  point  M  sur  la  surface  cylindrique. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  numéro  précédent,  si  la  courbe 
(C)  est  indéfinie,  le  point  M[  ainsi  défini  sera  unique;  si,  au  contraire, 

(I)  BoDBJ-ET,  leçons  de  Tngoiuimélne,  cli.  I.  n"  13  cl  suiv. 
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la  courbe  (C)  est  fermée  et  de  longueur  l,  un  poinl  M  du  cylindre 
correspondra  à  une  infinité  de  points  M,, 
M'j,...  du  plan,  situés  sur  une  même  pa- 
rallèle à  Ox,  à  des  intervalles  égaux   à  ' 
IJIg.  iSi).  -S 

Une  figure  F  étant  donnée  sur  le  cylin- 
dre, son  développement  sera  la  figure 
plane  F,  formée  des  points  M,  qui  cor- 
respondent, ainsi  qu'il  vient  d'être  dît,  aux  différents  points  M  de  F. 

Inversement,  etirovkr  sur  le  cylindre  une  figure  plane  F,,  ce  sera 
construire  la  figure  F  correspondante. 


i  apparaîtra  si  I 
■'...  (/iff.  433).  Cor 


I  substitue  n 


itruisons,  dans 


539.  La  raison  d'être  de  c 
cylindre  considéré  un  pnsme. 

Soit  donné  un  prisme  ABCD... 
un  plan  : 

Un  parallélogramme  A^lt^  Aj  B^,  égal  iY  la  face  AB  A'B'  ; 

(in  parallélogramme  B|C,  B^C^,  égal  (')  à  la  face  BC  B'C  et  adjacent  à 
A|B,  A'jBJ  suivant  le  côlé  commun  lî^B',  ; 

Un  parallélogramme  0,0,  C;d'|,  égale  à  CLI  CD'  et  adjacent  à  Ëfi^  B',r.|' 
suivant  le  côté  commun  C,C'^  ; 
et  ainsi  de  suite. 

Nous  aurons  ainsi  étalé  sur  lo   plan  l'aire   latérale  du  priame.    Or  lu 
cotistructioti  précédente  revient  ii  i.Ucdoppfii-  cette  aire  latérale,  au  sens 


^L^ ■ 


du  n°  précédent,  le  rôle  de  la  ligue  de  base  (C)  étant  joué  par  une  section 
droite  quelconque  abcd...  {fig.  433)  du  prisme.  C'est  ce  dont  ou  se 
convaincra  facilement  eu  remarquaut  que  les  différents  eûtes  «6,  bc,  cd,... 
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de  celte  section  droite  se  transforment  en  seyiiieiits  Kj^/Ij,  h^c,,...  tous  en 
prolongement  Jes  uns  des  autres. 

Pour  définir  le  développement  dun  eylindie,  on  fourrait  remplacer  ce 
cylindre  par  un  prisme  insuit,  déielopper  ce  deiniei  comme  il  vient  d'Être 
dit,  puis  passeï  a  la  limite  en  supposant  que  le  nombre  des  c6tés  du 
polygone  de  base  augmente  indëliniment  de  manière  que  chacun  d'eus 
tende  vers  zéro  II  est  clan,  d  après  les  remarques  précédentes,  qu'on 
retomberait  am'n  sui  le  développement  tel  qu  d  i  nté  défini  au  n°  pré- 
cédent. 

540.  Pour  définir  le  déTeloppemont  F,  d'une  ligure  cylindrique  1-', 
nous  avons  dû  nous  donner  sur  le  cylindre  :  1"  une  génératrice  0»/  ; 
2°  une  courbe  de  base  (C).  Mais  on  remarquera  que  la  forme  de  la 
figure  F,  ne  changerait  pas  si  l'on  substituait  à  la 
génératrice  Oy  une  autre  génératrice  O'y'  {flg.  454) 
ou  à  la  courbe  de  base  (C)  une  autre  section  droite 
(C)  du  même  cylindre. 

Le  premier  changement  revient,  en  effet,  à  aug- 
menter toutes  les  abscisses  d'une  même  quantité,  il 
savoir  l'arc  O'O  et  par  conséquent,  h  faire  subir  à  la 
figure  F,  une  translation  parallèle  à  0,x,  et  égale  à 
FiQ.  431.  celte  quantité  O'O. 

Le  second  changement  revient  de  même  à  aug- 
menter toutes  les  ordonnées  d'une  quantité,  à  savoir  la  distance 
des  deux  plans  parallèles  qui  contiennent  les  lignes  (C)  et  (C)  :  ou, 
par  conséquent,  à  l'aire  Hui>ir  à  la  ligure  F,  une  Iranslalion  parallèle 
à  0,»/,. 

Au  reste,  la  remarque  que  nous  venons  de  faire  serait  évidente  si  l'on 
considérait  iè  développement  comme  obtenu  par  le  procédé  indiqué  au 
n°  précédent. 

541.  On  nomme  hélice  la  ligne  obteouc  en  enroulant  sur  nn 
cylindre  une  ligne  droite. 

Si  cette  ligne  droite  est  parallèle  à  la  direction  0,,yi  {fig.  452)  qui 
correspond  aux  génératrices  du  cylindre,  elle  se  transformera,  par 
l'enroulement,  en  une  de  ces  génératrices. 

Si,  au  contraire,  la  ligne  droite  donnée  est  parallèle  à  l'axe  des 
abscisses  0,3;,,  elle  se  transformera  en  une  section  droite  (C). 

Les  sections  droites  et  les  génératrices  sont  donc  des  cas  particu- 
liers d'hélices.  Toutefois,  dans  ce  qui  va  suivre,  lorsque  l'on  parlera 
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d'hélice,  il  sera  souvent  sous-entondu  que  ees  deux  cas  limites  sont 
exclus. 

542.  Puisque  (540)  la  forme  du  développement  d'une  figui'e  est 
indépendante  du  elioix  de  la  courbe  de  base  et  de  l'origine  0  des 
coordonnées,  nous  pourrons  toujours  supposer  que  cette  origine  est 
sur  l'hélice.  C'est  ce  que  nous  ferons  désormais. 

Dans  ces  conditions,  nous  aurons  le  théorème  suivant. 

Théorème.  —  L'ordonnée  d'nn  point  de  l'hélice  est  proportionnelle 
à  son  abscisse  curviligne.  ^ 

Ce  théorème,  d'après  la  définition  de  l'hélice,  revient  au  suivant  ; 

Dans  un  plan  0[a;,  i/j,  l'ordonnée  d'un  point  d'une  droite  passant 
par  l'origine  0^  est  proportionnelle  à  son  abscisse. 

Or  soient  M„  N,  {fig.  4S5)  deux  points  de  la  droite,  ayant  pour 
abscisses  0,m„  0,n^  et  pour  ordonnées  m,Mi,  HiNj.  Les  triangles 
semblables  0|m|Mj,  0,H|N,  montrent  bien  que  l'on  a 


i(,M, 


K.N, 


543.  ïangrente  à  l'hélice. 

La  courbe  de  base  (G)  étant  supposée  admettre  une  tangente  en 
chacun  de  ses  points,  nous  allons  démontrer  qu'il  en  est  de  même 
pour  l'hélice,  et  trouver  la  position  de  cette  tangente. 

Théorème.  ■ —  La  langenle  à  l'hélice  fait  avec  l'arête  du  cylindre  un 
angle  constant. 


Soient  (fig.  456}  0  l'origine,  M  un  point  de  l'hélice  obtenue  en 
enroulant  sur  le  cylindre  la  droite  OiM,  {fig.  455j,  et  correspondant 
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au  point  Mj  de  celte  droite.  Soient  encore  N  un  point  de  l'iiélico 
voisin  de  M  et  correspondant  au  point  N,  de  la  droite  OiM,  ;  m,  ii,  les 
projections  des  points  M,  N  sur  le  plan  de  base  ;  m,,  «j,  les  projec- 
tions de  M,,  N,  sur  l'axe  O^x,;  I,  le  point  oîi  MN  coupe  le  plan  de 
base.  Menons  la  parallèle  NH  h  mn,  jusqu'à  rencontre  en  H  avec  mM, 
et  la  parallèle  NiH,  à  m^n„  jusqu'à  rencontre  en  H,  avec  m,Mj.  On  a 
évidemment  NH^=  m»,  N[H,  =  ni,nj.  Déplus  le  segment  MH,  étant 
égal  à  la  différence  des  ordonnées  mM,  wN,  est  égal  au  segment  MiH,, 
différence  des  ordonnées  m,M„  ïi,N,. 
Or  les  triangle^  semblables  IMra,  MiSH  donnent 

ml  _WH  _  mn 
Mm~HM~HM 

et  les  triangles  semblables  0,M,mi,  H|N,H,, 


d'oti,  par  division  (puisque  Mi»  —  Miîk,;  HM  =  HiM,) 


Mais  m,i?j  n'est  autre  que  l'arc  mn  de  la  courbe  (C).  Son  rapport 
au  segment  de  droite  mn  tend  donc  vers  l'unité  lorsque  le  point  n  se 
rapproche  indéfiniment  de  m.  Donc  le  rapport -r — tend  aussi  versl 
et  le  segment  ml  tend  vers  0,m,. 

La  direction  ml  ayant  pour  limite,  dans  les  mêmes  conditions,  la 
tangente  mT  à  la  courbe  (C)  en  m,  le  point  I  tend  vers  le  point  T 
obtenu  en  portant  sur  cette  tangente  une  longueur  mï  :=  0,m,. 

La  sécante  MI  tendant  vers  la  position  MT  lorsque  le  point  N  tend 
vers  M,  la  droite  MT  est  la  tangente  à  l'hélice  en  M. 

L'angle  que  fait  cette  tangente  avec  la  génératrice  Mm  est  égal  à 
0|M|m|,  car,  du  moment  que  l'on  a  Mm  ^=  M,)»,,  vi'ï  =  0,m,,  les 
triangles  rectangles  MmT,  M,)ii,Oj  sont  égaux.  Cet  angle  est  donc 
constant  et  égal  à  MjOiyi 

c.  Q.  F.  D, 
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Corollaires.  —  I.  L'hélice  fait  avec  les  différents  plans  de  sections 
droites  ttn  angle  constant,  complémentaire  de  celui  qu'elle  fait  avec 
les  génératrices. 

II.  On  appelle  sous-tangente  à  riiélice  la  projeclion  ml,  sur  le  plan 
de  base,  de  la  portion  de  tangente  MT  interceptée  entre  ce  plan  et 
le  point  de  contact. 

On  ToiL  que  la  sous-tangente  à  l'hélice  est  égale  à  Cabscisse  curvi- 
ligne du  point  de  contact  :  on  a  mT  =  O^m,  ^=  arc  Dm. 

544.  Plus  généralement,  soit  une  courbe  quelconque  MN  traciie 
sur  le  cylindre,  laquelle  aura  pour  développement  une  courbe  M,N, 
{fig.  457)  et   non  une  droite.   Donnons    aux  lettres  m,  n,  m^,   n„ 
I   le   même    sens    qu'au   numéro    précédent 
et   soit  1,  le  point  où  la  droite   M|N|  coupe  / 

l'axe  0.  ce,.  »■  ^j/**- 

En  raisonnant  comme  tout   k   l'heure,    on  -y'/^   \ 

ven-a   que   le   rapport — —   tend  vers  lunilc        X      A  i^ 

lorsque  le  point  N  se  rapproclie  indéfiniment  j-jr.,  4^7. 

de  M. 

Mais  si  la  courbe  MiN,  a  une  tangente  en  M,,  le  point  I,  tend  vers 
l'intersection  T,  de  cette  tangente  avec  0,  '■>:,,  et  ^i  l,  tend  vers  m,  T[. 
Le  segment  ml  tend  donc  aussi  vers  m,  T,  et  la  droite  MI  tend  vers 
une  position  limite,  obtenue  en  portant,  sur  la  tangente  à  (C)  en  m, 
un  segment  mT  =  mj,  et  joignant  mT.  Cette  position  limite  MT 
est,  dès  lors,  la  tangente  à  la  courbe  MN.  Elle  fait  {ainsi  qu'on  le 
verra  comme  au  n°  précédent)  avec  Mm  un  angle  égalàTiMim,. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  L'angle  que  fait  une  ligne  tracée  sur  le  cylindr.e 
avec  ta  génératrice,  qui  passe  par  un  de  ses  points  est  égal  à  l'angle 
que  fait  le  développement  de  cette  ligne  avec  Vordonnêe  coirespon- 
dante. 

Corollaire.  —  L'angle  de  deux  lignes  tracées  sur  le  cylindre  est  égal 
à  l'angle  de  leurs  déoeloppements.  Car  i'angle  des  deux  lignes  cylin- 
driques est  égal  h  la  somme  ou  à  la  différence  des  angles  qu'elles 
font  avec  la  génératrice  qui  passe  en  leur  point  commun  (puisque 
leurs  tangentes  sont  dans  un  même  plan  avec  cette  génératrice) 
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[fifj.  4Î38)  et,  par  conséquent,  à  la  somme  ou  à  la  différence  des 


angles  que  font  les  développements  avec  l'ordonnée  correspondant 
à  cette  génératrice. 

545.  On  nomme  déoeloppante  d'une  courbe  (C)  le  lieu  des  points 
T  obtenus  en  portant,  sur  la  tangente  en  un  point  quelconque  M  de 

(C)  {fig.  459),  un  segment  MT  égal  à  l'abscisse 
curviligne  OM  (rapportée  à  une  origine  0  prise 
snr  la  courbe},  ce  segment  étant  porté  en  sens 
contraire  de  celui  qui  correspond  à,  OM,  c'est-à- 
dire  du  c6té  de  M  oti  se  trouvent  les  projections 
des  points  de  la  courbe  voisins  de  M  et  qu'on 
FiG.  430.  rencontre  en  cheminant  de  M  vers  0. 

C'est  le  lieu  que  décrirait  l'extrémité  libre  d'un 
fil  primitivement  enroulé  sur  la  courbe,  ayant  son  autre  extrémité 
fixée  en  un  point  de  cette  courbe,  et  qu'on  déroulerait  en  ayant 
soin  de  le  maintenir  toujours  tendu. 

Il  résulte  du  corollaire  II  du  n"  543  que  le  Heu  des  iraces  des  tan- 
gentes à  l'hélice  sur  le  -plan  de  base  est  une  développante  de  la  courbe 
de  base. 

546.  Les  conditions  précédentes  s'appliquent,  quelle  que  soit  ia 
courbe  de  base  (C). 

Supposons  maintenant  que  celle-ci  soit  fermée,  et  soit  /  sa 
longueur.  Alors,  si  nous  portons  sur  l'axe  0,  a^,  une  longueur 
0(0,'  ^  /  et  que,  par  le  point  o[,  nous  menions  une  parallèle  o\  y,  a 
0,!/i,  nous  savons  (537,  538)  que  la  bande  plane  comprise  entre  les 
parallèles  0,i/„  o[y',  vient  recouvrir,  après  enroulement,  le  cylindre 
entier,  la  droite  oji/,  venant  sur  la  même  génératrice  Oy  que  la 
droite  O^y^ 
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iiM|,  mjM,  k  0,^1,  siluées  à 
ivant  la  même  génératrice 


L'ne  droite  issue  dupoiiiL  05  et  coupant  u[i/,eii  un  point  0^  (/i'ç.  460) 
s'enroulera  suivant  une  hélice  issue  du  point  0  et  revenant  couper 
la  génératrice  0;/  en  un  point  o'  tel  que 

oo'  =  o;o;. 

Si  nous  menons  à  0,^,  les  parallèles 
o'î  y",  o['y'l' ,  etc.,  situées  à  la  distance  / 
les  unes  des  autres  et  dont  la  première 
est  située  à  la  distance  /  de  0\y[,  nous 
aurons  ainsi  partagé  le  plan  en  bandes 
qui,  après  enroulement,  viendront  toutes 
recouvrir  la  première  :  deux  parallèles  m 
une  distance  /  l'une  de  l'autre,  venant  s 
du  cylindre, 

Si  M;,  M'i  sont  les  points  oii  ces  deux  parallèles  coupent  la  droite 
0|0Î,  la  différence  m\Vi\  —  m^,  est  constante  et  égale  à  o',0[,  comme 
on  le  voit  en  menant  la  parallèle  M, H,  &  O,»;,,  jusqu'à,  rencontre  en 
H,  avec  m,  Mj,  et  remarquant  que  les  triangles  M|H,M|,  OiO^O,  sont 
égaux,  puisqu'ils  sont  équiangles  et  ont  le  coté  M,Hi  =  l  =  OjoJ- 

Donc  les  points  Mp  Mi  viendront  s'enrouler  suivant  deux  points 
M,  M'  situés  sur  la  même  génératrice  et  séparés  par  une  distance 
MM'  —  o[0',. 

On  appelle  spires  les  portions  d'hélice  suivant  lesquelles  viennent 
s'enrouler  les  segments  OiO'„  O'fl'î,  0"0'",...  déterminés  sur  la  droite 
0,0'j  par  les  parallèles  o[  y[,  o'^y'^,  o'"y"',  précédemment  tracées. 

Toutes  les  spires  sont  égales  entre  elles  :  elles  se  déduisent  les  unes 
des  autres  par  une  translation  parallèle  aux  génératrices  et  de  gran- 
deur égale  à  o\0\  :  car  à  chaque  point  M  d'une  spire,  obtenu  par 
enroulement  d'un  point  M,  de  la  droite,  correspond  un  point  M'  de 
la  spire  suivante,  obtenu  par  enroulement  d'un  point  Mj,  et  tel  que 
le  segment  MM'  soit  situé  sur  une  génératrice  et  égal  à  o[0\. 

La  longueur  o'jO)  est  dite  \&pas  derbétiee. 

547.  Hélice  circulaire. 

Supposons,  enfin,  que  la  courbe  (C)  soit  itn  cercle  et,  par  consé- 
quent, le  cyhndre  donné  un  cylindre  de  révolution. 
Alors  un  point   quelconque   M  de  l'hélice  peut   être  considéré 
I  obtenu  en  faisant  tourner  le  point  0  autour  de  l'axe  du 
indre,  d'un  angle  quelconque,   ce    qui  donnera  un  point   m  du 
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cercle  de  base,  puis  transporlanl  ce  point,  paralièlemeiit  à  l'axe, 
d'une  longueur  proportionnelle  h  l'arc  Om,  par  conséquent  propor- 
tionnelle à  l'angle  dont  le  point  0  a  tourné. 

Autrement  dit,  un  point  quelconque  de  l'hélice  se  déduit  du  point  0  par 

un  déplacement  hélicoïdal  dans  lequel  la  translation  et  l'angle  de  rotation 

sont  dans  un  rapport  constant  ('). 

Mais  on  peut  dire  plus  :  un  tel  déplacement  hélicoïdal  non  seulement 

transforme  !e  point  0  eu  un  autre  pointM  de  l'hélice, 

mais  encore  transfoitM  tout  autre  point  P  de  eelk-ci  en. 

un  point  Q  également  silué  sur  la  courbe;  il  fait  glisser 

l'hélice  sur  elle-même. 

En  effet,  des  deuï  opérations  dont  se  compose  le 
déplacement  hélicoïdal,  la  première,  à  savoir  la  rota- 
tion, a  pour  effet  d'augmenter  l'abscisse  curviligne  Op 
du  point  P  d'une  quantité  pg  (jtff.  461)  égale  à   Om, 
j,j^    jji  le  point  P  venant  alors  en  H  sans  que  l'ordonnée  soit 

changée;  la  seconde  ^-  la  translation  —  d'augmen- 
ter l'ordonnée   (sans  changer  l'abscisse)  d'une  quantité  iiQ  =  y(J  —  ;il' 
égale  à  niM. 
0  î'P  _         rnii 

abscisse  Oj)  ~  abscisse  Om 
puisque  les  points  M  et  P  sont  sur  l'hélice.  La  valeur  commune  de  ces 

rapports  est  égale  à  '     "y       '  c'est-à-dire  à  ~-  Le  point  Q  est  donc  bien 

un  point  de  l'hélice. 

Ce  qui  précède  fait  comprendre  l'origine  de  la  locution  dépkicemmd 
Itélieoidal  :  on  voit  qu'un  tel  déplacement  a  la  propriété  de  faire  gHsser 
sur  elle-même  une  hélice. 

Hemarques.  —  I.  Si  l'on  admettait  que  l'hélice  a  une  tangente,  le 
théorème  du  n'  543  serait  évident  pour  l'hélice  tracée  sur 
le  cylindre  de  révolution.  Si,  en  effet,  M  et  P  sont  deux 
points  de  cette  hélice  {p,g.  462),  le  déplacement  hélicoïdal 
qui  a  même  axe  que  le  cylindre  et  qui  amène  le  point  M 
sur  P  fait  glisser  l'hélice  sur  elle-même  et,  par  consé- 
quent, amène  la  tangente  en  M  sur  la  tangente  en  P.  Ces 
deux  tangentes  doivent  donc  faire  le  même  angle  avec  la 
direction  des  génératrices  du  cylindre,  puisque  celle-ci  n'a 
pas  changé  dans  le  déplacement  hélicoïdal  en  question. 

II.  L'hélice  est  une  courbe  gauche,  c'est-à-dire  non  plane  : 
nul  arc  MN  de  cette  courbe,  si  petit  qu'il  soit,  n'est  contenu 
dans  un  plan.  Pour  le  démontrer,  du  moins  dans  le  cas  de  l'hélice 


le  cylindre  de  révolution,  on  prendra  si 


■c  MNquatre  points  R,R',  R",  S, 
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que  l'on  pourra  toujours  supposer  situés  sur  nr 
quera  :  1°  que,  si  uu  plan  P  cooEenait  tout  l'a 
déré  comme  déterminé  par  les  trois  points  R, 
n  ligne  droite  (exercice  629}  ;  2»  que, 
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même  spire,  et  l'on  remar- 
MN,  il  pourrait  être  consi- 
l',  R",  ceuï-ci  n'étant  pas 
points  H',  11"  ont  été  pris 


suffisamment  rapprochés  de  R,  le  déplacement  hélicoïdal  qui  amène 
R  sur  S  amène  ces  points  R',  R"  en  des  positions  S',  S"  également  inté- 
rieures à  l'arc  MN,  de  sorte  que  le  plan  S  S'  S"  coïnciderait  forcément 
ayec  le  plan  P,  si  celui-ci  existait.  On  est  alors  ramoné  à  l'exercice  o93  ('). 

548.  Sens  de  l'bêtice. 

Soit  un  point  M  qui  se  meut  sur  l'hélice  de  manière  que  sa  projec- 
tion sur  l'axe  du  cylindre  se  déplace  dans  le  sens  positif  {//()'.  463). 
Alors,  l'abscisse  curviligne  Om  de  ce  point  variant  tou- 
jours dans  le  même  sens,  le  point  m  décrira  le  cercle  ■ 
de  base  dans  un  sens  déterminé.  Si,  pour  un  observa- 
teur placé  suivant  l'axe  du  cylindre  de  manière  que  le 
sens  positif  soit  celui  qui  va  de   ses  pieds  à  sa  tête 
(sens  marqué  par  une  flèche  sur  la  figure 463),  le  point 
m  parait  se  mouvoir  dans  le  sens  direct,  l'hélice  sera 
dite  directe  ou  sinùtrorsum  {fig.  463)  ;  dans  le  cas  con-         Fm.  mz. 
traire,  l'hélice  sera  dite  rétrograde  ou  dexlrorsum. 

Le  sens  d'une  hélice  ne  dépend  pas  du  sens  positif  choisi  sur  l'axe  d'u 
cylindre.  Si,  en  effet,  on  changeait  ce  sens  positif,  il  faudrait 
changer  le  sens  dans  lequel  se  déplacé  le  point  M  sur  l'hélice  et,  par 
conséquent,  le  sens  dans  lequel  se  déplace  le  point  m  sur  le  cercle. 
Mais,  en  même  temps,  on  devrait  changer  le  sens  dans  lequel  est 
placé  l'observateur  sur  l'axe  du  cylindre,  de  sorte  que  cet  observa- 
teur continuerait  à  voir  le  point  m  tourner  dans  le  même  sens. 

On  voit  par  là  que  deux  hélices  tracées  sur  des  cylindres  égaux  et 
ayant  le  même  pas  ne  sont  cependant  pas  superposables,  si  elles  sont 
de  sens  différents.  C'est  évidemment  le  cas  de  deux  hélices  symé- 
triques l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un  plan  ou  à  un  point. 

549.  Problème.  —  Construire  la  projection  de  Vliélice  sur  un  plan 


Nous   nous   baserons    sur  le    principe    suivant   de    Géométrie 
)tive  : 


X  foiwa  li,«iw,  {541]  0",  i' 
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La  projection  verticale  dhin  point  de  l'espace  se  trouve  sur  la  per- 
pendiculaire à  ligne  de  teiTC  menée  par  la  projection  horizontale  du 
même  point,  à  une  distance  de  cette  ligne  de  terre  égale  à  la  cote. 

Nous  appliquerons  ce  principe  en  prenant,  pour  plan  vertical,  le 
plan  donné  et  pour  plan  horizontal,  le  plan  de  base  :  ce  qui  est 
possible,  puisque  ces  deux  pians  sont  perpendiculaires. 

1°  Hélice  quelconque.  —  L'hélice  sera  projetée  horizontalement 
suivant  la  courbe  de  base  (C)  [fig.  464).  Un  point  m  quelconque 


de  cette  courbe  servU'a  de  projection  horizontale  à  un  point  de 
l'hélice  dont  on  pourra  (d'après  le  principe  qui  vient  d'ôlre  invoqué) 
trouver  la  projection  verticale  si  l'on  connaît  sa  cote.  Mais  cette  cote 
(distance  au  plan  horizontal)  n'est  autre  que  ce  que  nous  avons 
appelé  jusqu'ici  Vordonnèe  du  point.  Si  l'on  s'est  donné,  dans  le  plan 
O^x^y^  {fig.  464),  la  droite  0,M,  dont  l'enroulemeot  produit  l'hélice, 
on  portera,  sur  l'axe  0^x^,  une  longueur  0,™,  égale  à  l'arc  Om, 
abscisse  curviligne  du  point  m,  et  l'ordonnée  du  point  m„  Umitée  en 
M|  à  la  droite  donnée,  sera  la  cote  cherchée.  On  n'aura  plus,  pour 
trouver  la  projection  verticale  nt',,qu'à  abaisser  du  point  m  la  per- 
pendiculaire mfL  sur  la  ligne  de  terre  et  à  porter  sur  cette  droite  un 
segment  {^m'  égal  à  nt,M,. 

Pour  trouver  la  tangente  à  la  projection  en  m',  il  suffira  de 
remarquer  que  la  trace  de  la  tangente  à  l'hélice  sur  le  plan  hori- 
zontal est  connue  :  elle  s'obtient  en  portant,  sur  la  tangente  en  m  à 
(C],  un  segment  niT  égal  à  l'abscisse  curviligne  Om,  Le  point  T,  qui 
a  la  cote  0,  est  projeté  verticalement  en  un  point  t'  {fig.  464)  de  la 
ligne  de  terre  et  m't'  est  la  tangente  cherchée. 

2°  Cas  de  l'hélice  circulaire.  —  La  construction  précédente  ne  peut, 
s'effectuer    que   par  approximation,  le   problème   de 
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trouYCr  UQ  segment  de  droite  égal  à  un  arc  de  courbe  donué  n'él 
pas  de  ceux  que  l'ou  sait  résoudre  avec  la  régie  et  le  compas  :  ci 
nous  le  savons,  ce  qui  arrive  lors- 
que la  courbe  (C)  est  un  cercle. 

Dans  ce  dernier  cas,  toutefois, 
on  peut  tourner  la  difficulté  en 
supposant  qu'on  se  donne,  non  pas 
fa  droite  dont  l'euroulement  en- 
gendre l'hélice,  mais  le  pas  de  cette 
dernière.  On  peut  alors  construire, 
avec  la  règle  et  le  compas,  non  pas 
un  point  quelconque  de  l'hélice  pro- 
jetée, mais  (ce  qui  revient  pratique- 
ment au  même)  une  série  de  points 
de  celte  courbe,  aussi  rapprochés 
qu^on  le  veut  les  xins  des  au/res. 

A  cet  effet,  nous  inscrirons,  dans 
le  cercle  (C)  de  base,  un  polygone 
régulier,  par  exemple  un  octogone 
{ftg.  465),  ayant  un  sommet  à  l'ori- 
gine 0.  Si  le  pas  est  donné,  nous 
saurons  trouver  les  ordonnées  des 
points  projetés   aux    sommets   de  f,g.  iw. 

ce  polygone.   Si,  paa-   exemple,  m 
(fig.  465}  est  l'extrémité  du  troisième  côté  à  partir  du  point  0,  l'arc 

Om  est  les  '-  de  la  circonférence  :  l'ordonnée  du  point  m  est  donc 

3 
les  -  du  pas  (celui-ci  étant  1  ordonnée  qui  correspond  à  une  abscisse 

curviligne  égale  à  la  circonférence  entière). 

Comme  on  sait  inscrire  dans  la  circonférence  des  polygones  régu- 
liers d'un  nombre  de  côtés  aussi  grand  qii'on  veut,  on  peut  ainsi 
obtenir,  comme  nous  l'avions  annoncé,  les  projections  de  points  de 
l'hélice  aussi  rapprochés  qu'on  le  veut  les  uns  des  autres. 

Il  est  toutefois  essentiel  d'observer  que  la  difficulté  reparaîtrait  si 
l'on  voulait  trouver  la  droite  dont  l'enroulement  donne  l'hélice,  ou 
encore  si  l'on  voulait  {ainsi  qu'il  a  été  expliqué  tout  à  l'heure) 
trouver  !a  tangente  en  un  point  de  la  courbe  projetée.  Ces  deux 
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constructions  nécessitent  la,  connaissance  de  la  longueur  des  arcs 
pris  sur  la  cii'conférence  de  base  :  elles  ne  peuvent  donc  pas  s'efl'ec- 
tuer  exactement,  du  moins  au  point  de  vue  théorique. 

Pratiquement,  la  question  ne  se  pose  pas  de  même.  Nous  avons 
signalé  (PI.,  exercices  188,  189)  deux  constructions  approchées 
de  la  longueur  d'une  circonférence  :  La  seconde  de  ces  construc- 
tions donnerait,  pour  la  longueur  d'une  circonférence  de  10  centi- 
mètres de  rayon, une  erreurd'environ  j--r  de  millimètre:  erreur  beau- 
coup plus  petite  que  celles  qui  s'introduisent  dans  l'emploi  de  la 
règle  et  du  compas. 

550.  La  projection,  ainsi  obtenue,  de  i'iiélice  circulaire  sur  un 
plan  parallèle  à  l'axe,  est  une  courbe  connue  sous  le  nom  de 
sinusoïde.  On  voit  aisément  (voir  ex.  833)  qu'elle  admet  pour  centre 
de  symétrie  tout  point  p'  où  elle  coupe 
la  projection  de  l'axe.  lien  résulte  qu'en 
un  pareil  point  il  y  a  inflexion,  c'est-à- 
dire  que  la  courbe  traverse  sa  tangente. 
En  effet,  à  tout  point  q' ,  pris  sur  cette 
courbe  et  voisin  de  p\  correspond  un 
point  )■',  symétrique  de  q'  par  rapport  à  p',  et  il  est  clair  :  1"  que 
le  point  r'  s'approche  indéfiniment  de  p'  en  même  temps  que  q' ; 
2"  que  ces  deux  points  sont  de  côtés  différents  de  la  tangente  en  j/. 
Le  point  ji,  dont  il  est  question  au  n°  précédent,  ne  peut  pas 
s'éloigner  indélinîment  :  il  est  évidemment  compris  entre  les  points 
d'intersection  [j:.,,  (j.^  de  la  ligne  de  ten-e  avec  les  tangentes  [j-,  m,, 
ij;^  m.^,  menées  k  (0)  perpendiculairement  à  cette  ligne.  La  projection 
verticale  de  l'hélice  —  comme  d'ailleurs  la  projection  verticale 
de  toute  figure  tracée  sur  le  cylindre  —  est  donc  comprise  entre 
deux  droites  parallèles  î^if/',,  t^a^'a-  projections  de  deux  généra- 
trices du  cylindre  et  qui  en  forment  le  eontom'  apparent. 

La  projection  verticale  de  l'hélice  a  d'ailleurs  des  points  sur  ces 
droites  de  contour  apparent  :  en  un  quelconque  de  ces  points  elle 
est  tangente  au  contour  apparent,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  immédia- 
tement en  appliquant  la  construction  de  la  tangente  indiquée  au 
n"  précédent  ('). 

(L)  D-iiiie  façon  générale,  «no  courlis  qnelconqi.a  (L)  trao^e  mv  Lo  cjUiidre  of  qi.i  coui>e  ,ji,o 
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EXERCICES 

817-  L'hélice  trutée  sur  un  oslindre  lie  révolution  admet  comme  axe  de  symélrie 
la  perpendieulaLre  abaissée  de  l'un  quelconque  de  sespoints^sur  l'ave  du  cylindre. 

En  conclure  que  la  pi'ojeelion  de  la  courbe  sur  un  plan  parallèle  à  l'axe 
admet  comme  centre  de  svméti'ie  tout  point  où  elle  rencontre  la  projection  de 

818.  De  chaque  point  d'une  hélice,  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  l'axe  du  cylindre.  Lieu  des  symétriques  d'un  point 
donné  de  l'espace  par  rapport  i'i  ces  droites  (ou  des  projections  d'un  point  donné 
sur  ces  droites). 

81S.  Sur  la  tangente  en  chaque  point  d'une  hélice,  on  prend  une  longueur  cons- 
tante l.  Montrer  que  le  lieu  de  l'extrémité  de  cette  longueur  est  l'une  ou  l'autre  de 
deux  hélices  (suivant  le  sens,  dans  lequel  est  portée  la  longueur  l).  Déterminer  l 
de  manière  que  la  tanjcente  à  l'hélice  ainsi  obtenue  fasse  avec  l'axe  du  cylindre  un 
angle  donné  ;  ou  encore,  de  manière  k  ce  qu'elle  fasse  avec  la  tangente  au  point 
correspondant  de  l'hélice  primitive  un  angle  donné. 

Quelle  relation  y  a-t-it  entre  deux  valeurs  de  l,  lorsqu'on  sait  que  les  hélices 
obtenues  à  l'aide  de  ces  deux  valeurs  ont  leurs  tangentes  aux  points  correspondants 
perpendiculaires  entre  elles  ? 

830.  Étant  données  deux  hélices  tracées  sur  un  même  cylindre,  dont  la  base  est 
une  courbe  fermée,  il  existe,  sur  le  même  cylindre,  une  infinité  d'autres  hélices  qui 
passent  par  les  points  communs  auï  deuï  premières. 

Si,  en  un  point  commun,  on  mène  les  tangentes  à  toutes  ces  hélices,  trois  consé- 
cutives  de  ces  tangentes  forment  avec  la  tangent*  à  la  section  droite  du  cylindre 
un  faisceau  harmonique. 

830  bis.  Par  la  tangente  eu  un  point  M  d'une  hélice,  on  mène  un  plan  parallèle  à 
la  tangente  en  un  autre  point  M'  de  la  courbe.  Trouver  la  position  limite  (plan  oscil- 
lateur) du  plan  ainsi  mené,  lorsque  le  point  M'  se  rapproche  inijéfiniment  du 
point  M,  celui-ci  re  tan  f 

821.  On  coupe  un   yldl  Itp  flqlq  (.  j 

devient  la  section  ai         bt  I    sq  ié     I  pp   1      yl    d 

Montrer  qu'il  exist  h  1        t      é  yl    d       i  11 

blement  choisi,  dont  1    f    j    t  pi      p      11  I    à  1  1  yl    d 

(549,  2')  est  égale  à  C 

Réciproquement,  I    p    j    t       d         1  éll  I  )  i      p      111    à 

l'axe  du  cylindre  délt  IqlU       tlé         l       f 

courbe  plane,  si  on  1  I  yl    d     d  I  t      d    1 1         tl      d     l 

ait  une  longueur  ég  I        i      d   1  bel 

823.  Une  figure  té  yl    i-e    1  1  t  ) 

développement. 

[irojeotion  do  la  gândratrice,  sauf  flaoa  lo  cas  où  la  tangente  ù  (l,)  eat  parallèle  au  plan  de 
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PROBLÈMES 


833.  CoDStruire  unii  conique,  connaissant  un  fo\er    Jeu\  t  in^fntca  tt  un  loinl 
Cas  oii  le  point  donné  est  le  point  de  contact  de  l'une  des  tangente? 
824.  Construire  une  conique  connaissant  nn  foyer,  Ueut  points  et  une  tingeutc 
Construire  une  conique  connaissant  un  foyer  Pt  tiois  points  (se  ramené  au 
problème  des  cercles  tangents  ;  il  en  est  de  même  de  I  e\ei  Lice  suivant] 
sas.  Trouver  les  points  de  rencontre  de  deux  comques  avant  un  fojei  commun 
8Î6.  Trouver  les  tangentes  communes  à  deux  eoiiuiues  a\  inl  un  foyei  i  onimun 
837.  Les  droites  qui  sont  divisées  barmoniquement  pai  deux  cercles  fixes  (les 
points  d'intersection  avec  un  même  cercle  étant  coniugués  entre  eux)  sont  tangentes 
à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole  fixe  (la  première  ou  la  seconde  de  ces  deux  hypo- 
thèses se  réalisant  suivant  la  nature  de  l'angle  que  font  les  rayons  qui  aboutissent 
en  un  point  d'intersection  des  circonférences  données).  La  conique  ainsi  obtenue  no 
dépend  que  de  la  distance  des  centres  et  de  la  somme  des  carrés  des  rayons, 

828.  Une  droite  telle  que  les  cordes  interceptées  sur  elle  par  deux  cercles  fixes 
soient  dans  un  rapport  donné,  est  tangente  à  une  conique  fixe.  Cas  des  cordes 
égales. 

(On  démontrera,  à  l'aide  de  l'exercice  149  de  la  géométrie  plane,  qu'il  existe 
au  moins  un  point  fise  dont  la  projection  sur  la  droite  considérée  décrit  un  cercle  ou 
une  droite). 

829,  On  considère  le  lieu  des  points  tels  que  leurs  distances  à  deux  points  donnés, 
multipliées  par  des  coefficients  donnés,  aient  une  somme  ou  une  différence  cons- 
tante, trouver  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  ce  lieu. 

(Imiter  la  méthode  du  n°  499  bis). 

830-  Une  ellipse  roule  (')  sur  une  ellipse  égale,  les  deux  courbes  ayant  originaire- 
ment leurs  grands  axes  en  prolongement  l'une  de  l'autre  (avec  contact  en  un 
sommet).  Quels  lieux  décrivent  les  foyers  de  l'ellipse  mobile? 

Même  problème  pour  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

831.  Si  la  droite  qui  joint  un  point  F  du  plan  au  sommet  d'un  angle  est  égale- 
ment inclinée  sur  les  droites  qui  vont  de  F  à  deux  points  A,  B  pris  respectivement 
sur  leseâtés,  il  existe  une  conique  tangente  à  ces  côtés  aui  points  A,  B  respecti- 
vement et  ayant  F  pour  foyer. 

832.  Si  un  angle  constant  pivote  autour  d'un  point  fixe  du  plan,  la  droite  qui  joint 
entre  eux  les  pointa  où  les  côtés  de  cet  angle  coupent  respectivement  deux  droites 
fixes  est  tangente  ù  une  conique  fixe.  La  nature  de  cette  conique  (ellipse,  parabole 

(1)  On  dit  qu'une  oourlia  invariable  G  rotile  aut  une  courbe  fixe  C,,  si  1°  lea  ileui  eourhos 


y  Google 


ou  hyperbole),  est  indépendante  de  la  position  du  sommet  fise  <ie  l'angle 
comment  dépend-elle  de    la  grandeur  de  celui-ei   (les  deux  droites  llxes  étant 
données)? 

833.  Deux  points  0,  0'  pris  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC,  el  situés  l'un  par 
par  rapport  à  l'autre  comme  il  est  expliqué  à  l'exercice  197,  sont  les  foyers  d'une 
même  conique  inscrite  au  triangle  {c'est-à-dire  tangente  à  ses  trois  côtés). 

Déduire  de  là  l'eiercice  804. 

834.  Construire  une  conique,  connaissant  un  foyer  et  trois  tangentes.  Étant 
données  les  trois  droites,  dans  quelle  région  du  plan  doit  être  situé  le  foyer  pour 
qu'  la  conique  soit  une  hyperbole? 

L     d     t    variable  PF  considérée  à  l'exercice  397  de  la  Géométrie  plane  est 

t    g         à    ne  ellipse  flxe.  Si,  dans  une  série  de  cercles  ayant  même  axe  radical, 

m        1     dlaméti'es  dont  les  extrémités  sont  sur  l'une  ou  l'autre  de  deux  droites 

fl        p     llèlea  à  la  ligne  des  centres  et  équîdistantes  de  cette  ligne,  ces  diamètres 

t  la  g    ts  à  une  conique  Hxe. 

835  PI  généralement,  on  coupe  une  série  de  cercles  ayant  même  ase  radical 
p       d         î  oites  llxes,  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  la  ligne  des 

t        L    droite  qui  joint  les  points  d'intersection  non  symétriques  entre  eux  est 

ta  g    te  à    ne  conique  fixe,  dont  les  foyers  sont  les  points  communs  aux  cercles 

d    1  ou  leurs  points  limites,  suivant  que  les  uns  ou  les  autres  existeni. 

(Ut  1  83a  et  dans  le  cas  où  les  points  limites  existent,  PI.,  ex.  378.) 

Q  t-il  dans  le  cas  où  l'on  considère  des  cercles  tous  tangents  entre  eux  ? 

836  S  d  n  point  P  pris  dans  le  plan  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  de  foyers 
F,  F',  on  mène  à  la  conique  les  tangentes  PM,  PMi, 

1*  Le  rapport est  égal  au   rapport  analogue  - 

HF-MF 

— -,  R  étant  le  rayon   du  cercle   dont 


3*  On  aauBsi  —  -—■■■-. 

m-PW,       F'H-fTT, 

837  Si  une  conique  est  tangente  aux  trois  côtés  d'un  triangle,  les  droites  qui 
joignent  thaque  sommet  au  point  de  contact  du  côté  opposé  sont  concourantes 
{utiliser  e\  précéd.  pour  l'ellipse  et  l'hyperiwle,  ex.  80Î  pour  la  parabole). 

838  Les  notations  étant  les  mêmes  que  pour  l'exercice  précédent  et  0  étant  le 
centre  de  la  conique,  les  triangles  POM  et  POM,  sont  équivalents.  Chacun  d'eux  est 
la  moitié  du  triangle  qui  a  pour  côté  PF,  PF'  et  l'axe  transverse. 

(On  remarquera  que  l'aire  du  triangle  POM  est  moyenne  ariihmélique 
entre  celles  des  triangles  PMP  et  PMF',  et  on  fera  la  même  construction  qu'au 
n"  BOB). 

La  droite  OP  divise  MMi  en  deux  parties  égales. 

839.  M  étant  un  point  quelconque  d'une  parabole  P,  on  mène  la  normale  en  M, 
jusqu'à  rencontre  en  N  avec  l'axe  de  la  courbe.  On  mène  en  N  la  perpendiculaire  à 
la  normale,  jusqu'à  rencontre  en  I  avec  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  M.  Enfin,  on 
mène  par  I  la  perpendiculaire  à  l'axe,  jusqu'à  rencontre  en  m  avec  la  normale. 

Trouver  le  lieu  du  point  m  : 


y  Google 


S55  GÉOMÉTRIE. 

1°  Lorsque,  Bl  lîtont  iiïo,  on  prend  successivement  poui' 
qui  passent  en  M  et  ont  pour  fojer  un  point  donné  ; 

a*  Lorsque,  M  étant  fixe,  on  prend  pour  P  toutes 
et  ont  pour  directrice  une  droite  donnée  ; 

3'  Lorsque,  M  décrivant  une  droite  A,  on  prend  pour  P  Èoutes  les  paraboles 
tangentes  à  A  en  M  et  ayant  un  foyer  donné  ; 

4°  Lorsque,  M  décrivant  une  droite  A,  on  prend  pour  I'  toutes  les  paraboles 
tangentes  à  A  en  ïl  et  ayant  une  directrice  donnée. 

840.  Généralisation  des  ex.  %e,  191),  Une  ellipse  ou  une  hyperbole  étant  donnée, 
on  peut  trouver,  d'une  Infinité  de  manières,  un  cercle  ayant  son  centre  sur  l'axe 
focal  et  une  droite  perpendiculaire  !i  cet  axe,  tels  que  la  tangente  menée  au  cercle, 
par  un  point  quelconque  M  de  la  conique,  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la 
distance  du  même  point  k  la  droite. 

Si  le  cercle  obtenu  a  des  points  communs  avec  la  conique  donnée,  il  lui  est  tangent 
en  ces  points,  lesquels  sont  généralement  au  nombre  de  deux. 

On  considérera  la  conique  comme  le  lieu  des  centres  des  cercles  des  tangentes  à 
deux  circonférences  données  (ex.  779)  ;  la  droite  cherchée  sera  l'axe  radical  de 
ces  deux  circonférences  et  le  cercle  cherché,  celui  qui  est  coupé  ft  angle  droit 
(PL,  228),  par  tous  les  cercles  C). 

8il.  Une  ellipse  ou  une  hyperbole  étant  donnée,  on  peut  trouver,  d'une  Infinité 
de  manières,  un  cercle  ayant  son  centre  sur  l'axe  non  focal  et  une  droite  perpen- 
diculaire à.  cet  axe,  tels  que  la  puissance  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
par  rapport  au  cercle  soit  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de  la  distance 
du  même  point  à  la  droite. 

(On  considérera  un  cercle  et  une  droite  H  jouissant  de  la  même  (iropriété,  mais 
coupant  tous  deux  à  angles  droit  l'axe  focal  (ex,  préc.)  ;  K  étant  alors  une  droite 
pei-pendiculaire  ft  H  et  coupant  celle-ci  en  P,  on  remplacera  le  caiTé  de  la  distance- 
du  point  M  à  H  par  le  carré  de  la  distance  du  même  point  à  KP,  diminué  du  carré- 
de  la  dislance  de  ce  point  à  K). 

613.  Inversement,  le  lieu  des  points  M  tels  que  leur  puissance  par  rapport  à  un 
cercle  fixe  soit  dans  un  rapport  constant  aTsc  leur  carré  de  leur  distance  à  une 
droite  flie,  esCune  ellipse  ou  une  hyperbole,  ayant  un  de  ses  axes  suivant  la  perpen- 
diculaire menée  du  centre  du  cercle  fixe  sur  la  droite  fixe.  Dans  quel  cas  cet  aie- 
est-il  l'axe  focal  et  dans  quel  cas  l'axe  non  focal  ? 

Si  la  puissance  du  point  *1  par  rapport  au  cercle  fixe  doit  être  positive,  on  cher- 
chera à.  engendrer  Is  lieu  comme  il  est  expliqué  à  l'exercice  8i0,  le  point  M  étant 
considéré  comme  centre  d'un  cercle  tangent  à  deux  cercles  fixes.  Ceux-ci  peuvent 
être  considérés  comme  déterminés  par  la  triple  condition  :  1°  de  couper  orthogo- 
nalement  un  cercle  que  l'on  peut  construire  ;  2°  d'avoir  leurs  centres  m  sur  une 
droite  donnée  passant  par  le  centre  0  du  cercle  donné  ;  3°  d'avoir  leur  rayons  dans 
un  rapport  donné  avec  les  distance  w  0  correspondantes. 

Si  la  puissance  du  point  M  par  rapport  au  cercle  fixe  doit  être  négative,  ou  si 
(cette  puissance  devant  être  positive]  le  problème  qui  consiste  à  chercher  les 
points  ifl  n'a  pas  de  solution,  on  transformera  la  question  comme  il  est  indiqué  à 
l'exercice  précédent-  On  démontrera  qu'après  cette  transformation  le  lieu  pourra 
assurément  èfre  ramené  à  l'exercice  840. 

Le  problème  qui  consisle  à  chercher  les  points  w  ne  cesse  d'avoir  une  solution 
que  si  le  cercle  donné  et  la  droite  donnée  se  coupent,  le  rapport  donné  étant  supé- 


y  Google 


[•iaur  à  une  certaine  limite.   Si  ta  rapport  donné  est  égal  k  cette  limite,  le  lieu  sfi 
réduit  à  deux  droites,  tangentes  au  cercle  donné). 

8J3.  On  donne  une  parabole  et  une  droite  D  perpendiculaire  à  l'axe.  Trouver,  aur 
ce  dernier,  un  point  A  tel  que  la  différence  des  carrés  des  distances  d'un  point 
quelconque  M  de  la  courbe  à  ce  point  et  la  droite  D  soit  indépendanle  da  la  position 
du  point  M. 

Inversement,  quel  est  le  lien  des  points  tels  que  la  différence  des  carrés  de  leurs 
distances  A,  un  point  et  à  une  droite  eoit  constante  ? 

(Comparer  ex.  840). 

844.  On  donne  une  ellipse  E,  et,  dans  le  plan  de  cette  ellipse,  on  prend  une 
droite  H,  perpendiculaire  à  l'un  des  njtes  de  l'eilipse.  On  fait  coiTespondre  (ex.  840, 
SU)  à  la  droite  H  un  cercle  que  nous  désignerons  par  la  notation  (H),  situé  dans  le 
plan  de  l'ellipse  et  assujetti  aux  conditions  suivantes  :  son  centre  est  sur  celui  des 
axes  de  l'ellipse  qui  est  perpendiculaire  à  la  droite  H  et  le  rapport  entre  la  puissance 
d'un  point  M  de  l'ellipse  par  rapport  au  cercle  (H)  et  le  carré  de  la  distance  du 
même  point  tU  &  la  droite  H  est  indépendant  de  la  position  du  point  M  sm'  l'ellipse. 

1°  Déterminer  la  position  du  centre  du  cercle  (H)  ainsi  défini  ;  la  grandeur  de 
son  rayon  et  la  valeur  du  rapport,  qui  est  le  même  pour  toutes  les  droites  H. 
Donner  les  conditions  de  possibilité  du  proiiléme,  et,  quand  c*s  conditions  sont 
remplies,  reconnaître,  d'après  la  position  de  la  liroite  H,  comment  le  cercle  (H) 
qui  lui  correspond  est  situé  par  rapport  à  l'eltipse  E  et  par  rapport  à  la  droite  H. 

En  particulier  :  indiquer  dans  quels  cas  le. cercle  (Hj  ou  n'a  aucun  point  en  dehoi's 
de  l'ellipse,  ou  n'a  aucun  point  à  l'intérieur  de  l'ellipse, 

2°  Soient  H  et  K  deux  droites  perpendiculaires  l'une  à  runjdes  axes  de  l'ellipse, 
l'autre  à  l'autre.  Soit  P  le  point  de  concours  de  ces  deux  droites  et  soient  (H]  et  (K) 
les  cercles  qui  correspondent  à  ces  deux  droites.  Démontrer  que  la  ligne  des  centres 
lies  cercles  (H]  et  (K)  passe  par  te  point  P. 

3°  L'axe  radical  de  ces  cercles  ne  passe  par  P  que  si  ces  cercles  sont  tangents. 

Montrer,  à  cet  elîet,  que  le  point  P  est  un  point  limite  de  ces  deux  cercles. 

Trouver  le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  P  pour  que  les  cercles  (H) 
et  (K)  soient  tangents. 

4-  Soient  H, H'  deux  droites  perpendiculaires  Su  grand  axe  de  l'ellipse;  et  soient 
;H),  (H')  les  deux  cercles  que  l'on  fait  correspondre  à  ces  droites. 

Démontrer  que,  si  un  point  ttf  se  déplace  sur  l'ellipse  E,  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  longueurs  des  tangentes  menées  du  point  M  aux  deux  cercles  est 
constante,  selon  que  l'arc  d'ellipse  parcouru  par  ce  point  M  est  ou  n'est  pas  compris 
entre  les  droites  H  et  H'.  Modifier,  comme  il  convient,  l'énoncé  de  cetlfi  propriété 
pour  le  cas  où  les  droites  H  et  H'  seraient  perpendiculaires  au  petit  axe  de  l'ellipse 
au  lieu  d'être  perpendiculaires  au  grand  axe. 

845.  Trouver  la  droite  H  de  l'exercice  précédent,  de  manière  iiue  le  LCicle  (H) 
passe  par  un  point  donné  du  plan.  Même  problème  pour  la  parabole 

840,  Lorsque  deux  coniques  ont  leurs  axes  parallèles  ou  perpendicuiaiies,  leurs 
points  d'intersection  sont  tous  sur  une  même  circonférence  (e\   7t)6,  791) 

Lorsqu'il  s'agit  de  deux  paraboles  i'i  axes  rectangulaires  entre  eu\  le  centre  de 
ce  cercle  est  le   quatrième   sommet  d'un  parallélogramme   dont  deux 
opposés  sont  aux  deux  foyers  et  le  troisième  au  point  derencontie  des  diiei 
Les  points  d'intersection  des  deux  paraboles  n'existent  qu'autant  que  I  anglt 
troisième  sommet  est  aigu. 
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847.  Si  un  cerule  est  langent  k  une  ellipse  ou  à  une  fa 
M, M'  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  l'axe  non  fr 

1°  Le  centra  0  de  ce  cercle,  les  pointa  M  et  M',  le  point  di 
en  ces  points  et  les  deuï  foyei-s  F, F'  de  la  conique  appartiennent  à  ii 
circonférence. 


a*   Le  i-apport 


.  2? 
OM 


indépendant  do    la  positi 


point  M,  1 


l'squf 


>e  meut  sur  une  droite  fixe,  pendant 
ma  la  distance  du  centre  à  un  point 
entre  certaines  limites)  bitangentà. 


conique  est  donnée  (utiliser  PI.,  237)  ; 

3°  Inversement,  un  cercle  dont  le  centre  ( 
que  son  raYoïi  est  dans  un  rapport  constant 
fixe  F,  est  (du  moins  tant  que  le  point  0  var 
une  conique  fixe; 

4'  Le  rapport  des  sinus  des  angles  que  font  te  rayon  allaut  à  un  des  pointa  M,  M' 
de  contact  et  la  droite  OF  avec  la  perpendiculaire  à  la  droite  fixe  est  constant. 

(Autrement  dit,  le  rayon  (M,  normal  à  laconique  fixe,  est  le  rayonréfracté  cori-es- 
pondant  à  un  rayon  incident  passant  par  le  point  fixe  F  et  situa  dans  le  plan  de 
la  figure,  la  surface  réfractante  étant  le  plan  perpendiculaire  à  ce  dernier  mené 
par  ta  droite  fixe). 


lorniales  menées,  par  m 
hyperlwle  qui   varie  d 


Sd8 .  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  ou  des 
point  fijte  0  de  l'axe  non  focal,  à  une  ellipse  ou  à  une 
manière  que  ses  foyers  restent  Hxbs,  est  un  cercle. 

Ce  cercle  coupe  à  angle  droit  le  cercle  analogue  (ex.  ToS)  relalif  au  cas  où  le  point 
0  est  sur  l'axe  focal- 

849.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  coniques  bitangentes  à  deux  cercles  fixes. 

On  devra  distinstuer  quatre  cas  : 

1'  Les  cercles  donnés  ont  tous  deux  leurs  centres  sur  l'axe  focal  de  la  conique 
considérée; 

2°  Les  cercles  donnés  ont  tous  deux  loui's  centres  sur  l'axe  non  focal  de  la  conique 
(utiliser  ex.  817,  2°]. 

3*, 4"  Les  deux  cercles  donnés  ont  leurs  centres,  le  premier  sur  l'axe  focal,  le 
second  sur  l'axe  non  focal,  ou  inversement  [utiliser  ex.  8i4,  3°). 

(Tous  les  lieux  en  question  sont  des  cercles  ou  des  droites) . 


851.  Par  chaque  point  m' d'une  circonférence,  on  mène  une  parallèle  à  une  direc- 
tion fixe  do  plan  de  cette  circonférence  et,  sur  celte  parallèle,  on  porte  une  longueui' 
mp  proportionnelle  à  l'aLscisse  curviligne  du  point  m. 

Montrer  que  la  courbe  {eycldide  droite,  allongée  ou  raccourcie),  lieu  du  pointp, 
peut  être  considérée  :  1'  comme  le  lieu  d'un  point  invariablement  lié  à  un  cercle 
qui  roule  (page  254,  note)  sur  une  di'oiie  fixe  ;  3°  comme  la  projection,  parallèle- 
ment il  une  direction  fixe  ('),  d'une  hélice  circulaire  sur  le  plan  de  base  du  cylindre. 

Dans  quel  cas  la  direction  de  la  projection  est-elle  celle  d'une  tangente  k 
l'hélice  ? 
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NOTIONS     SUR     LA     TOPOGRAPHIE 


CHAPITRE  PRI<:MIER 

GËNÉRALrTËS.    PLANIMÉTRIE 

551.  La  topographie  est  l'art  de  déterminer  la  forme  d'un  terrain. 
Nous  nous  proposons  uniquement,  ici,  d'exposer  les  principes 
géométriques  sur  lesquels  repose  la  topographie,  en  renvoyant, 
pour  les  indications  pratiques  et  les  détails  de  toute  espèce,  aux 
traités  spéciaux.  Il  est,  d'ailleurs,  h  peine  utile  d'ajouter  que  la 
lecture  de  ceux-ci  ne  saurait  être  poursuivie  utilement  si  on  ne 
la  complète  eu  efFectuanl  soi-même,  sur  le  terrain,  les  opérations 
étudiées. 

Nous  nous  bornons  aux  méthodes  approximatives  qui  suffisent 
dans  la  pratique  courante.  Les  opérations  de  grande  précision 
nécessitent  une  série  de  précautions  auxquelles  nous  ferons  allu- 
sion, chemin  faisant,  mais  dont  nous  ne  saurions  donner  même  une 
idée  sans  dépasser  !e  cadre  de  cet  ouvrage. 

552.  On  appelle  verticale  en  un  point  la  direction  de  la  pcsanleui' 
en  ce  point. 

On  détermine  pratiquement  cette  direction  comme  position 
d'équilibre  du  fil  à  plomb,  c'esL-à-dire  d'un  fil  auquel  est  suspendu 
un  corps  pesant.  Lorsqu'on  voudra,  par  exemple,  s'assurer  qu'une 
lige  est  verticale,  il  faudra  constater  qu'elle  est  parallèle  à  la 
direction  du  fil  aplomb. 
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Celte  direction  n'est  pas  la  même  en  des  points  ditférents  de  la 
surface  du  globe,  puisque  la  terre  a  sensiblement  la  forme  d'une 
sphère  (')  et  que  les  verticales  vont  concourir  au  centre  de  cette 
sphère.  Mais  elle  change  très  lentement  (*)  et  l'on  peut  admettre, 
dans  la  topographie  usuelle  (mais  non,  bien  entendu,  dans  les 
opérations  de  précision),  que  les  verticales  menées  par  les  différents 
points  du  terrain  que  l'on  veut  étudier  sont  parallèles  entre 
elles. 

Un  plan  est  dit  vertical  lorsqu'il  est  parallèle  à  la  verticale. 

553.  Ua  plan  horizontal  est  celui  qui  est  perpendiculaire  à  la 
verticale. 

Une  droite  est  également  dite  horiiontale  quand  elle  est  perpen- 
diculaire à  la  verticale. 

Lorsqu'un  liquide  est  en  équilibre,   sa  surface  libre  (considérée 

sur  une  étendue  telle  qu'on  puisse  y  admettre  le  parallélisme  des 

verticales)  a  la  forme  d'un  plan  horizontal  (^). 

On  utilise   cette  propriété  pour  s'assurer  qu'une  direction  est 

horizontale.  L'instrument  employé  à  cet  effet  est 

c      o  connu  sous  le  nom  de  niveau  à  bulle  d'air.  C'est 

^^^'   "  ■^^JI=N       un  tube  de  verre  légèrement  convexe,  enchâssé 

j^^j  dans  une    monture   métallique   A.B   [fig.  466)  et 

Niveau  à  buiio  d^sir.      dans  lequel  on  a  versé  un  liquide  qui  le  remplît 

incomplètement  de  manière  à  y  laisser  une  bulle 

d'air.'  On  reconnaît  que   l'axe  du  tube  est  horizontal  lorsque  la 

surface  libre  du  liquide  affleure  entre  deux  traits  C,  D  (fig.  466), 

marqués  à  l'avance  sur  le  verre. 

On  voit  que  le  niveau  à  bulle  d'air  sert  à  rcconnaitre  l'horizoLi- 
lalité  d'une  droite. 

Pour  constater  l'horizontalité  d'un  plan,  on  constate  Thorizon- 
talité  de  deux  droites  de  ce  plan. 
Il    faut    que    ces    deux    droites   ne    soient    pas   parallèles,    el 
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on  doit  même    les  clioisii-   à    peu  près   perpendiculaires    l'une   à 
l'autre  ('). 

554.  Pour  rendre  un  plan  matériel  {par  exemple  une  planche  ou 
un  plateau  métallique)  horizontal, 
on  opère  par  tâtonnements,  en  mo- 
difiant progressivement  la  direction 
de  ce  plan,  jusqu'à,  ce  que,  par 
l'emploi  du  niveau  à  bulle  d'air, 
on  constate  l'horizontalité  parfaite. 
Pour  pouvoir  déplacer  le  plan  do 

;  à  moddier  arbitrairement  sa  direction,  on  emploie  plu- 
<ïreuis  dispositifs. 

]o  On  peut  faire  supporter  le 
1 1  m  en  question  par  trois  vis 
[fuj  468)  dont  l'action  permet  d'éle- 
■\pr  ou  d'abaisser  k  volonté  trois 
points  du  plan.  Cette  disposition, 
ppimettant  d'opérer  les  déplace- 
ments par  degrés  insensibles,  est 
adoptée,  à  l'exclusion  de  toute 
■lutrp  toutes  les  fois  qu'une  cer- 
t  une  précision  est  nécessaire. 
i"  On  obtient  le  même  résultat, 
mais  beaucoup  plus  grossièrement,  à  l'aide  du  genou  à  coquilles 
{/îg.  469).  Dans  ce  mode  de  suspension,  le  plan  mobile  porte  une 
sphère  pleine  qui  vient  remplir  exactement  une  sphère  creuse  fixée 
au  support  (*),  la  première  sphère  pouvant  tourner  arbitrairement 
k  l'intérieur  de  la  seconde. 

3°  Dans  un  autre  système  de  genou,  le  pian  mo-  '""i'' 

bile  n'est  pas  lié  à  son  support  directement,  mais 
par  l'intermédiaire  d'un  cylindre  intermédiaire  C 
{fig.  470),  de  manière  que  le  plan  peut  tourner 
autour  de  l'axe  AA'du  cylindre,  ce  dernier  pouvant, 


o 


(1)  Dans  c< 
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d'auLrn  part,  tourner  autour  cVun  axe  B  {(ig.  470)  perpendicu- 
laire au  premier  et  fixé  au  support.  Cette  disposition  permet  bien 
(ex.  577,  378}  de  donner  au  plan  une  direction  arbitraire. 

Dans  l'un  comme  dans  l'autre  des  deux  appareils  précédents,  il 
existe  des  vis  permettant  de  supprimer  toute  mobilité,  une  fois 
r horizontalité  obtenue. 


555.  Soit  choisi  une  fois  pour  toutes  un  plan  horizontal  déter- 
miné H  [fig.  47i),  ditp^aw  de  comparaison.  Un  point  quelconque  M 
sera  déterminé  si  l'on  se  donne  fia.  projection  horizontale  m  [fig.  47'1) 
(projection  sur  le  plan  H)  et  sa  cote  (')  mH.  Il  serait,  toutefois,  d'une 
manière  générale,  nécessaire  d'indiquer  le  sens  dans  lequel  cette 
cote  doit  être  portée  ;  mais  celte  nécessité  disparait  si  l'on  a  pris, 
ainsi  qu'on  le  fait  généralement  en  topographie,  le  plan  de  compa- 
raison au-dessous  de  tous  les  points  de  la  figure  étudiée  (=), 

D'après  cela,  on  voit  qu'on  connaîtra  entièrement  la  forme  d'une 
ligure, en  particulier  d'un  terrain,  si  l'on  a  déterminé  : 

1°  Sa  projection  horizontale,  qui  en  est  encore  dite  le  flan; 

2"  Les  cotes  des  différents  points, 

d'où  deux  sortes  d'opérations  en  topographie  :  la  planimétrin  et 
le  nivellement. 

556.  Levé  du  plan. 

Lever  le  plan  d'un  terrain,  c'est  noter  tous  les  éléments  qui 
déterminent  la  forme  et  les  dimensions  de  ce  plan. 

Lorsqu'on  a  levé  le  plan  d'un  terrain,  on  est  à  même  de 
construire,  sur  le  papier,  une  figure  semblable  à  la  projection  hori- 
zontale de  ce  terrain,  avec  un  rapport  de  similitude  donné.  C'est  ce 
qu'on  nomme  rapporter  le  plan  sur  le  papier,  et  le  rapport  de 
similitude  en  question  se  nomme  Véchelle  du  plan  ainsi  tracé. 

(1)  Voir  la  coûta  de  Géomélria  ilosoriptiva. 
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Les   opéralious    fondameiilales  de   la   planimétrie  sont  :  1"   la 

détermination  d'une    droite;   2"  la  mesure    d'une  longueur;  3"  la 
mesure  d'un  angle. 

557.  Détermination  d'an   alls:nement. 

Au  point  de  Yue  de  la  plaoimélrie,  un  point  du  terrain  peut  êlre 
évidemment  considéré  comme  déterminé  si  l'on  connaît  sa  pro- 
jetante, c'est-à-dire  la  verticale  qui  passe  par  ce  point.  On  représeote 
sur  le  terrain  cette  projetante  par  un  jalon,  c'est-à-dire  par  une 
tige,  munie  d'une  marque  destinée  à  la  faire  reconnaître  de  loin,  et 
que  l'on  pSante  dans  le  sol  bien  verticalement  (à  l'aide  du  fli  à 
plomb). 

De  mémo  la  direction  d'une  droite  n'est  intéressante  à  connaître 
en  planimétrie  que  par  le  plan  vertical  ou  alignement  qui  la 
contient. 

L'alignement  est  déterminé  par  les  deux  extirémités  de  la  droite. 
Si  ces  extrémités  sont  assez  éloignées  l'une  de  l'autre,  les  jalons 
qui  les  représentent  peuvent,  dans  les  opérations  usuelles,  être 
assimilés  h  des  droites  géométriques,  sans  que  l'incertitude  due  h 
leur  épaisseur  dépasse  la  grandeur  des  erreurs  admises. 

Pour  des  raisons  diverses,  on  peut  avoir  besoin  de  jalonner  un 
alignement,  c'est-à-dire  de  placer  des  jalons  intermédiaires  sur  cet 
alignement^  ou  encore  de  le  prolonger  au  delà  de  l'extrémité 
primitive. 

On  reconnaît  que  trois  jalons  font  partie  du  même  alignement  si 
l'on  peut  placer  l'œil  de  manière  à  ce  que  le  premier  jalon  masque 
en  même  temps  les  deux  autres. 

Le  jalonnement  d'un  alignement  nécessite  —  comme  d'ailleurs  les 
opérations  de  topographie  en  général  —  la  présence  de  deux  opéra- 
teurs. L'un  d'eux  vérifie  l'alignement,  comme  il  vient  d'être  dit; 
l'autre  se  déplace  sur  les  indications  du  premier,  en  transportant  le 
jalon  à  poser,  jusqu'à  ce  que  l'alignement  soit  réalisé. 

558.  On  a  besoin,  ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin,  de  pouvoir 
déterminer  un  alignement  par  deux  verticales  dont  la  distance  ne 
dépasse  pas  les  dimensions  des  instruments  que  nous  décrirons  aux 
n-  560-561. 

On  arrive  à  ce  résultat  par  l'emploi  de  l'alidade  àplnnules. 
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Une  pinnule  esL  une  plaque  allongée  {/ig.  472}  percée,  sur  une 

inoilié   de  sa  longueur,   d'une  fente  rectiligne.  étroite  nù,   et   sur 

l'autre  d'une   fenêtre  rectangulaire. que  traverse  un  fil 

fin  cd.   Le  fil  étant  dans  le   prolongement  de  la  fente, 

une  droite  est  ainsi  déterminée. 

Une  alidade  est  une  règle  munie  à  ses  deux  extré- 
mités, de  pinnules  perpendiculaires  à  son  plan  (voir 
fig.  476).  Ces  pinnules  sont  disposées 
de  manière  que  le  fil  de  l'une  soit  en 
face  de  la  fente  de  l'autre  et  inverse- 
ment. En  plaçant  l'œil  de  manière  que 
le  premier  fil  masque  la  seconde  fente 
et  que  la  première  fente  laisse  apercevoir  le  second 
fil,  on  vise  un  plan  déterminé  avec  l'exactitude 
voulue . 

Une  précision  plus  grande  est  obtenue  par  l'em- 
ploi des  lunettes.  Si  une  lunette  est  mobile  aulour  d'une  droite  A.B 
{fy.  473)  perpendiculaire  k  son  axe,  ce  dernier  se  meut  dans  un 
pian,  lequel  est  vertical  si  la  droite  AB  est  horizontale. 


559.  Mesure  directe  d'une  longncur. 

On  mesiu'e  les  longueurs  sur  le  lorrain  à  l'aide  de  la  chaîne 
d'arpenleur,  qui  est  un  décamètre  divisé  en  chaînons  de  20  centimètres 
chacun. 

Si  la  droite  à  mesurer  est  parfaitement  horizontale,  on  portera  la 
chaîne  sur  cette  droite  autant  de  fois  qu'on  pourra  le  faire  ;  i!  restera, 
en  général,  un  dernier  segment  moindre  qu'un  décamètre,  et  qu'on 
évaluera  on  comptant  les  chaînons  et  mesurant  la  fraction  de 
chaînon  qu'il  comprend.  On  devra  prendre  soin  : 

1"  Que,  dans  chacune  de  ses  positions  successives,  la  chaîne  soit 
bien  tendue  ; 

2°  Qu'elle  soit  bien  dans  l'alignement  donné  [n°  précéd.)  ; 

3"  Que  dans  chaque  position,  l'extrémité  postérieure  de  la  chaîne 
soit  il  la  place  exacte  où  était  l'extrémité  antérieure  dans  la  position 
précédente. 

On  marque,  à  cet  effet,  &.  l'aide  d'une  petite  tige  de  fer,  appelée 
fiche,  que  l'on  plante  dans  le  sol,  l'endroit  où  arrive  l'extrôraité 
antérieure  de  la  chaîne  avant  de  relever  celle-ci. 
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Mais  dans  la  pi'aliqiie,  la  droite  à  lever  n'est  jamais  liorizonLaie. 
C'est  alors  (d'après  ce  qui  précède)  sa  projection  lioriKontalo  qu'il 
s'agit  de  mesurer. 

On  y  arrive  en  tendant  la  chaîne  horizontalemeut,  dans  cha- 
cune de  ses  positions  successives,  et  plaçant  chaque  fiche  (à 
l'aide  du  fll  à  plomb)  dans  !a  verticale  qui  passe  par  rextrémité 
antérieure  de  la  chaîne  (').  Par  exemple,  îa  figure  474  représente  un 
alignement  ABsur  lequel  la 
chaîne  a  été  reportée  trois 
fois  en  ABj,  A^B^,  AjB.^,  un 
dernier  segment  Aj,Bj,  étant 
plus  petit  que  la  longueur 
de  la  chaîne.  Si  tous  ces  seg- 
ments sont  dans  un  même 
plan  et  horizontaux,  que  les 
points  Aj,  A3,  A4,  B^  soient 

bien  sur  les  verticales  menées  respectivement  par  B,,  B^,  Bj,  B, 
la  somme  des  quatre  segments  A|Bi,  A^B^,  A.iB,,A,jBi  [soit  trois  fois 
la  longireur  de  la  chaîne,  plus  le  segment  Aj,Bi)  représentera  bien 
la  projection  horizontale  de  AB. 

L'horizontalité  de  la  chaîne,  sa  parfaite  tension,  etc.,  ne  peuvent 
être  obtenues  qu'assez  approximativement  dans  la  pratique  :  néan- 
moins, avec  des  opérateurs  exercés,  on  arrive  à  ne  pas  dépasser  une 

erreur  de  ttt^.  Dans  les  opérations  très  précises,  on  est  obligé, 

pour  éviter  les  causes  d'erreur  dont  nous  venons  de  parler  et 
d'autres  sur  lesquelles  nous  n'insisterons  pas,  à  une  série  de  pré- 
cautions délicates  et  compliquées.  Aussi,  dans  ces  derniers  levés  et 
même  dans  les  levés  usuels,  réduit-on  les  mesures  directes  de 
longueur  au  moindre  nombre  possible,  toutes  les  autres  longueurs 
étant  évaluées  indirectement,  comme  il  est  expliqué  ei-aprés 
(n'563)C). 
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560.  Mesure  directe  d'un  ang'le. 

La  projection  horizontale  de  l'angle  de  deux  droites  AB,  AC  n'est 
évidemment  autre  que  l'angle  plan  du  dièdre  formé  par  les  aligne- 
ments qui  les  contiennent  :  c'est 
ce  que  montre  la  simple  inspec- 
tion de  la/î^.  47S. 

L'instrument  le  plus  géné- 
ralement usité  pour  la  mesure 
des  angles  sur  le  terrain  est  le 
graphomilre  {fig.  476). 


11  se  compose  d'un  demi-cercle  métallique  ou  limbe,  monté  sur 
genou  (554)  et,  de  plus,  mobile  dans  son  plan.  Ce  limbe,  sur  lequel 
est  tracée  une  division  en  degrés  et  minutes  ('),  porte  en  outre  deux 
alidades  :  l'une  est  fixe  et  a  l'un  de  ses  bords  le  long  de  la  ligne 
0°  ^  180°  de  la  graduation;  l'autre  alidade  est  mobile  autour  du 
centre  du  limbe. 

Pour  mesurer  l'angle  de  deux  alignements,  on  installe  le  graplio- 
mètre  de  manière  que  son  centre  soit  dans  la  verticale  du  sommet 
de  l'angle.  On  rend  le  limbe  horizontal  en  faisant  mouvoir  le  genou, 
puis  on  fait  tourner  ce  limbe  dans  son  plan  de  manière  à  amener 
l'alidade  fixe  dans  le  premier  des  deux  alignements  donnés.  Plaçant 
ensuite  la  seconde  alidade  dans  le  second  de  ces  deux  alignements, 
il  ne  reste  plus  qu'à  lire  l'angle  cherché. 

Dans  des  instruments  plus  exacts,  on  substitue  aux  alidades  une 
lunette  mobile.  C'est  ce  qui  est  réalisé  dans  le  théodolite  (^),  instrn- 
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ment  qui  remplace  le  graphomèlre  dans  les  mesures  de  précision. 

Ou  sait  (')  qu'on  appelle  azimiilli  d'une  direction,  l'angle  que  fait 
l'alignement  vertical  qui  contient  cette  direction  avec  un  plan 
vertical  fixe  pris  comme  origine.  L'angle  de  deux  alignements  peut 
évidemment  être  considéré  comme  la  différence  de  leurs  azimuths: 

On  prend  souvent,  comme  direction  origine,  la  direction  sud- 
nord  (plan  méridien  du  lieu).  Pour  permettre  d'évaluer  les 
azimuths  ainsi  définis,  le  graphomètre  est,  en  général,  muni  d'une 
houssole. 

561.  La  planchette  est  un  instrument  qui  permet,  en  même  temps, 
de  lever  un  plan  et  de  le  rapporter  sur  le  papier. 

Elle  se  compose,  comme  son  nom  l'indique,  d'une  pianclie  bien 
plane,  montée  sur  genou,  pou- 
vant également  pivoter  et  glis- 
ser sur  elle-même  dans  son 
plan  et  sur  laquelle  on  tend 
une  feuille  de  papier  à  dessin 
[fis.  477), 

Une  alidade  mobile  peut  être 
posée  à  volonté    sur  la  plan-  fig.  m.  -  pioncheiic. 

chette.  Le  bord  de  celte  alidade 

porte  une  petite  échancrure  qui  permet  de  la  faire  pivoter  autour 
d'une  aiguille  o  {fig.  477)  piquée  à  volonté  dans  le  papier. 

Soit  à  lever  un  angle  à  la  planchette. 

En  général,  le  sommet  o  de  l'angle  et  un  eôlc  oasont  marqués 
d'avance  sur  le  papier.  Il  faut  alors  : 

1"  A  l'aide  du  genou,  rendre  l'instrument  horizontal  ; 

2^  Par  les  mouvements  de  l'appareil  dans  son  plan,  s'arranger 
pour  que  le  sommet  o  marqué  sur  le  papier  soit  dans  la  verticale 
du  sommet  donné  sur  le  terrain  (^)  et  pour  que,  plaçant  l'alidade 
suivant  oa,  celte  alidade  soit  dans  le  premier  alignement  donné. 

Toute  celle  première  partie  du  travail  se  nomme  la  mue  enslalion 
de  l'instrument. 

On  fait  alors  pivoter  l'alidade  autour  de   l'aiguille  piquée  en  o 
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jusqu'à  ce  qu'elle  vise  le  second  alignement  donné,  et  on  trace  un 
trait  de  crayon  oè  le  long  du  bord,  dans  cette  nouvelle  position. 
L'angle  boa  représente  évidemment  l'angle  cherché. 

Cette  manière  de  procéder  peut  sembler,  au  premier  abord,  plus 
exacte  que  celle  dans  laquelle  on  fait  usage  du  graphomètre, 
puisque,  ihéoriqtiement,  l'angle  boa  obtenu  est  rigoureusement  égal 
à  l'angle  qu'il  s'agit  d'évaluer,  tandis  que  la  lecture  au  graphomètre 
ne  donne  cet  angle  qu'à  une  ou  deux  minutes  près. 

En  réalité,  c'est  le  contraire  qui  a  lieu  :  en  raison  des  petites 
dimensions  du  dessin  tracé  sur  la  planchette,  les  erreurs  dues  à 
l'épaisseur  du  trait  de  crayon,  aux  petites  déviations  de  l'ali- 
dade, etc.,  sont  notablement  supérieures  ii  celles  qu'introduit 
l'emploi  du  graphomètre.  Hais  la  planchette,  instrument  inférieur 
au  point  de  vue  de  l'exactitude,  a  souvent  pour  elle  l'avantage  de  la 
rapidité, 

562.  Levé  d'un  trïang:lc. 

Un  levé  de  plan  quelconque  pcL\t  se  ramener  (voir  ci-après)  à  unis 
série  de  levés  de  triangles.  Or,  cette  dernière  opération  peut 
toujours  être  efifectuée  à  l'aide  de  celles  que  nous  avons  décrites 
aux  trois  numéros  précédents.  Pour  lever  un  triangle,  il  suffit 
d'avoir  mesuré  : 

1°  Un  côté  et  deux  angles  ; 

2°  Ou  deux  cOtés  et  l'angle  compris  ; 

3°  Ou  les  trois  côtés. 

En  particulier,  on  peut  alors  rapporter  le  triangle  sur  le  papier,  à 
une  échelle  donnée  quelconque.  Si,  par  exemple,  on  a  mesuré  un 
côté  AB  et  les  deux  angles  adjacents  A,  B,  on  tracera  sur  la 
feuille  un  segment  de  droite  ab  qui  soit  avec  la  longueur  mesurée 
dans  un  rapport  égal  à  l'échelle  donnée  (').  Puis,  si  l'on  a  opéré 
avec  le  graphomètre,  il  restera  a  construire,  à  l'aide  du  rappor- 
teur (^),  deux  droites  ac,  bc  faisant  avec  ah  des  angles  respective- 
ment égaux  à  ceux  qui  ont  été  levés  sur  place. 

(1)  Comme  piéoàdemmenl  pour  las  lectures  Bn^ulairos,  des  arliflcea  apéciauï  potoiellont  <io 
déterminer  le  sat^eat  ab  au  1/iO  do  millimèlcs  pr^s.  quoique  les  règles  servant  aux  mosuroB 


y  Google 


Si,  au  corilraire,  on  a  employé  la  planclictii;,  le  ti'acô  des  droites 
ac,  bc  aura  été  effectué  (561}  au  moment  même  du  levé  sur  le 
terrain. 

563,  Mesure  Indirecte  des  longueurs  et  des  angles. 

De  ce  que  nous  venons  de  dire  résulte  qu'on  peut  connaître  une 
longueur  ou  un  angle  sans  les  avoir  mesurés  directement.  11  suffit 
de  lever  un  Iviangle  ayant  pour  un  de  ses  éléments  la  longueur  ou 
l'angle  en  question  ;  cet  élément  peut  alors  être  considéré  comme 
déterminé. 

Si  l'on  veut  obtenir  effectivement  la  mesure  —  en  mètres,  s'il 
s'agit  d'une  longueur;  en  degrés  et  minutes,  s'il  s'agît  d'un  angle 
—  on  pourra  rapporter  le  triangle  sur  le  papier,  à  une  échelle  prise 
arbitrairement.  La  grandeur  cherchée  sera  : 

Si  c'est  un  angle,  égale  à  l'angle  homologue  do  la  figure  aiitsi 
tracée  ; 

Si  c'est  une  longueur,  égale  è.  la  longueur  homologue,  multipliée 
par  un  rapport  inverse  de  l'échelle  choisie. 

Si  celle-ci  n'est  pas  trop  petite,  l'erreur  commise  dans  la  mesure 
sur  le  papier,  multipliée  par  le  rapport  inverse  dont  nous  venons  de 
parler,  pourra  ne  pas  donner  un  produit  supérieur  à  l'erreur 
admise,  et  en  particulier  à  l'erreur  provenant  des  opérations  sur  le 
terrain  qui  ont  donné  les  éléments  directement  connus. 

S'il  en  est  autrement,  il  faudra,  soit  construire  sur  le  terrain  un 
triangle  égal  ou  semblable  à  celui  qu'on  a  levé  —  moyen  évidem- 
ment très  incommode  et  que  nous  ne  mentionnons  que  pour 
mémoire  —  soit  recourir  à  la  trigonométrie,  laquelle  fait  connaître 
le  résultat  cherché  sans  introduire  aucune  erreur  nouvelle  {'). 

564.  La  remarque  qui  précède  est  d'une  application  constante  en 
topographie.  Citons-en  immédiatement  deux  conséquences  : 

V  On  peut  lever  vn  angle  sans  employer  d'autre  hislrumejit  que  la 
'■.haiivi. 

Il  suffira  de  lever  les  trois  cotés  d'un  triangle  ayant  l'angle  donné 
parmi  ses  éléments. 

Par  conséquent,  on  peut  lever  un  plan  quelconque  avec  la  chaîne 

[])  BOCBLBT.  leçons  de  Tngowméh-ie,  livre  III.  —  Les  quantités  fgiiruios  l>oc  los  eolculs 
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seule,  puisque  nous  ramènerons  tout  levé  de  plan  à  des  mesures 

de  longueurs  et  d'angles. 
2°  On  peut  mesurer  la  distance  {horizontale)  de  deux  points  A,  B 
(fy.   478)  dont  le  second  est  inaccessible,   quoique 
visible.  Il  suffit,  évidemment,  de  mesurer  une  dis- 
tance AC  et  de  viser  les  deux  angles  BAC,  BCA, 

On  voit  seulement  qu'il  est  nécessaire,  pour 
déterminer  exactement  la  position  du  point  B, 
d'observer  ce  point,   non  seulement   du  point  A, 

mais  d'un  autre  point  C.  La  visée  faite  du  point  A  ne  peut  servir 

qu'à  faire  connaître  la  direction  de  la  droite  AB  et  ne  peut  donner 

h  elle  seule  la  longueur  de  cette  droite. 
Remarquons  encore  que  le  procédé  est  en  défaut  lorsqu'on  prend 

le  point  C  sur  la  droite  AB,  Il  est  même  inapplicable  si  l'angle  en  B 

est  trop  aigu,  car  alors  l'inLcfsection  des  droites  AB,  CFi  détermine 

mal  le  point  D. 

565.  Trlang^iilatioii. 

11  est  aisé  de  comprendre  comment  un  levé  quelconque  peut  être 
ramené  à  des  levés  de  triangles. 

Supposons  qu'on  ait  déjà  levé   un  plan  comprenant    un  certain 
nombre  de   points   A,  B,  C,  ,,.,  K,  L  {fig.  479)  et  qu'on   veuille 
rattacher  à  ce  levé  un  nouveau  point  M, 
c'est-à-dire  lever  la  figure  formée  par  les       -d 
points  A,  B,  C,  ...,  K,  L,  M. 

Il  suffira,  pour  cela,  de  lever  le  triangle 
formé  par  le  point  M  et  deux  des  points 
appartenant    à    la    figure  primitive,   les  _  ^ 

points  K  et  L,  par  exemple  (triangle  dans  ^      ^.^^^  ^.^ 

lequel  le  côlé  KL  doit  déjà  être  regardé 

comme  connu,  puisqu'il  appartient  à  la  figure  déjà  levée).  Si  l'on  a 
noté  en  outre  le  sens  de  ce  triangle,  autrement  dit  si  l'on  a  observé 
de  quel  côté  se  trouve  M  par  rapport  à  la  droite  KL,  le  problème  est 
bien  résolu  :  car  si,  connaissant  par  avance  les  points  A,  B,  C,  .... 
K,  L,  on  se  donnait  les  éléments  et  le  sens  du  triangle  KLM,  cela 
suffirait  pour  que  la  position  du  point  M  fût  déterminée. 

Donc,  pour  lever  le  plan  de  la  figure  composée  des  points  A,  B, 
C,  ,.,,  on  mesurera  d'abord  la  dislance  de  deux  d'entre  eux.  A,  li. 
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puis  on  railachera  un  troisième  point  C  aux  deux  premiers;  un 
quatrième  point  D  au  levé  ABC,  et  ainsi  de  suite. 

La  méthode  comporte  évidemment  un  certain  degré  d'arbitraire. 
En  particulier,  on  peut  évaluer  une  quelconque  des  distances  CD, 
CE,  ...  de  plusieurs  manières  différentes.  On  a  ainsi  un  moyen  de 
vérification  des  opérations. 

La  série  de  levés  de  triangles  par  laquelle  on  obtient  le  plan  d'un 
terrain  quelconque  se  nomme  une  iriaiigulation. 

566.  Dans  les  levés  simples  que  l'on  rencontre  usuellement,  il  est 
commode  de  réduire  au  moindre  nombre  possible  les  mises  en 
station  du  graphomètre  ou  de  la  planchette  :  d'oii  les  deux  méthodes 
dites  par  intersections  et  par  rayonnement. 

Dans  la  méthode  par  intersections,  on  chaîne  un  alignement  AB, 
auquel  on  rattache  tous  les  autres  points  de  la  figure.  A  cet  effet, 
M  étant  un  point  quelconque,  on  visera  les  angles  en  K  et  B  du 
triangle  ABM.  Celte  méthode  n'exige,  comme  on  le  voit,  que  deux 
mises  en  station,  en  A  et  en  B.  Elle  suppose  qu'on  ait  choisi  la  hass 
AB  de  manière  à  ce  qu'aucun  des  angles  tels  que  AMB  ne  soit  trop 
aigu  (564). 

Dans  la  méthode  par  rayonnement,  on  donne  à  tous  les  triangles 
un  même  sommet  A  el  l'on  mesure  :  1°  les  angles  en  A  ;  2°  les  côtés 
issus  de  A.  On  n'a  ainsi  qu'une  seule  mise  en  station,  en  A. 

567.  Levé  d'un  polygone  par  cheminement. 

On  peut  lever  un  polygone  par  une  méthode  toute  semblable  k 
celle  qui  sert  pour  un  triangle,  à  savoir,  en  en  mesurant  les  c6tés  et 
les  augles. 

Il  n'est  pas  nécessaire,  théoriquement,   de  me- 
surer tous  les  côtés  et  tous  les  angles  du  poly- 
gone; il  suffit   de    connaître  tons  ces  éléments, 
moins  trois.  Par  exemple,  on  aura  levé  le   pen- 
tagone ABCDE    (fig.   480)  si  on  a  déterminé  les 
angles  B,  C,  D  et  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DE  :  car 
on  aura  ainsi   rattaché  les   différents  sommets  les  uns  aux  autres 
par  l'intermédiaire  des  triangles  ABC,  BCD,  CDE  (dans  chacun  des- 
quels on  connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris),  et  il  ne  restera 
plus  qu'à  joindre  EA. 


y  Google 


ont  n'est  qu'un    modo 
igles,  alin 


On  voit,  en  même  temps,  que  le  cliei 
particulier  de  triangulation. 

Dans  la  pratique,  on  relève  tous  les  côtés  et  tous  les 
d'obtenir  des  vérifications. 

La  première  de  ces  vérifications  peut  être  faite  dès  la  levée  des 
angles  :  elle  consiste  à  s'assurer  que  la  somme  de  ceux-ci  est  bien 
égale  à  autant  de  fois  deux  droits  qu'il  y  a  de  côtés  moins  deux. 

La  seconde  ne  se  fait  (du  moins  si  l'on  n'emploie  pas  la  trigono- 
métrie) qu'au  moment  oti  l'on  rapporte  le  plan  sur  papier.  Le 
polygone  doit  se  fermer  exactement  si  le  levé  a  été  bien  fait  ('). 

568.  Emploi  de  l'éqnerre  d'arpenteur. 

L'iquerre  d'arpenleur  est  an  instrument  qui  sert  'a  mener  des 
perpendiculaires  sur  le  terrain.  Elle  consiste  en 
nn  prisme  octogone  [fig.  481)  dont  quatre  faces  {*) 
sont  munies  de  pinnules.  Ce  prisme  est  porté  sur 
ime  tige,  parallèle  aux  arêtes  du  prisme,  et  que 
l'on  enfonce  verticalement  dans  le  sol.  Si  p,  p' 
[fig.  482)  sont  les  pinnules  portées  par  deux  faces 
opposées;  q,  q',  celles  qui  appartiennent  h  deux 
autres  faces  également  opposées,  on  a  ainsi  déter- 
miné deux  alignements  pp',  qq' .  L'éqnerre  est 
jnsle  lorsque  ces  deux  alignements  sont  perpen- 
diculaires entre  eux. 

Les  deux   problèmes   fondamentaux  que  l'on 


^— , 


ri\ 


peut  résoudre   avec  l'éqnerre  supposée  juste   sont  les  suivan 
1°  hlever  vne  perpendiculaire  à  un  alignement  AB  [fig.  âS'i)pat 
point  C  pris  sur  cet  alignemenl. 

(1)  Dans  Ja  pratique  on  uairivo  pas,  en  grSiidral,  à  une  fermeluro  ligouroiise  ruent  es 
Mais  l'erreur  de  fermolurs  n»  doit  pas  dépasser  une  limite  assez  faible, 
{T,  En  i-éalitd,  les  huit  faces  perlent  des  pinnules.  Ma[a  nong  ne  décrivons  id,  pour  sii 
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On  plaa?  l'équerre  iiii  point  G  de  manière  qu'un  de  ses  plans  de 

visée  soit  dans  l'alignement  donné  ;  le  plan  de  visée  perpendiculaire 

donnera  l'alignement  cherché. 
2°  Abaisse^'  d'un  point  C,  exlérieitr  à  un  alignement  AB,  uneperpen- 

diaxlaire  sur  cet  alignement. 
Cette  opération. est  la  plus  délicate  de  la  topographie  usuelle.  Il 

faut,  en  effet,  procéder  par  tâtonnement  et  déplacer  l'équerre  jusqu'à 

ce  qu'on  lait  amenée  à  une  position  0  située  dans  l'alignement  AB  et 

telle  que  la  perpendiculaire  élevée  en  0  à  AB  (problème  précédent) 

passe  par  C. 

569.  Soient  un  alignement  jalonné  sur  le  terrain,  projeté  horizon- 
talement suivant  Ox  [fig.  484),  et  nn  autre  alignement,  perpendi- 
culaire au  premier,  projeté  horizontalement  suivant  0(/,  et  qui  ne 
joue  un  rôle  que  dans  le  raisonnement.  On  peut 
déterminer,  à  l'aide  de  la  chaîne  et  de  l'équerre, 
les  coordonnées  de  la  projection  horizontale  d'un 
point  quelconque  M  par  rapport  aux  axes  Ox,  Og. 
Il  suffira  d'abaisser,  du  point  M,  la  perpendi- 
culaire MM'  sur  Oa-  (n°  précédent)  et  de  chai-  °  "  ' 
ner  OM',  M'M. 

La  connaissance  de  ces  coordonnées  détermine  entièrement, 
comme  nous  le  savons,  la  position  de  M  par  rapport  aux  axes  Oa-, 
0^.  Il  suffira  donc  de  répéter  l'opération  précédente  avec  un 
nombre  quelconque  de  points  donnés  pour  lever,  avec  la  chaîne  et 
l'équerre,  le  plan  de  la  figure  formée  par  ces  points. 

Rien  n'empêche,  d'ailleurs,  de  lever  séparément  différentes 
parties  de  la  ligure  avec  des  axes  différents  pour  chacune  de  ces 
parties. 

570.  En  général,  lorsqu'on  veut  lever  le  plan  d'un  terrain  quel- 
conque, on  divise  l'opération  en  deux  parties. 

On  fait  d'abord  choix  d'un  certain  nombre  de  points  importants 
suffisamment  éloignés  les  uns  des  autres  et  formant  un  polygone 
(polygone  topographique  ou  canevas).  On  lève  ce  polygone  avec  le 
plus  grand  soin  possible  :  on  peut  employer  à  cet  effet  l'une  quel- 
conque des  méthodes  que  nous  venons  d'indiquer  et  opérer  : 

1°  Par  cheminement,  à  la  chaîne  et  au  graphomètre  —  ou  même  à 
la  chaîne  seule  (en  employant  la  remarque  du  n°564).  Toutefois, 
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celle  dernière  méthode,  1res  longue  et  même  peu  exacte,  n'est 
employée  que  dans  les  levés  très  peu  étendus; 

2°  Par  intersections,  si  l'on  a  pu  trouver  une  base  qui  ne  soit  vue 
d'aucun  des  sommets  du  polygone  sous  un  angle  trop  aigu  ; 

3°  Par  rationnement  ; 

4°  Plus  généralement,  par  une  Iriangulalion  quelconque; 

5°  .4  l'équeiTe  (numéro  précédent). 

Toutefois,  il  faut  observer  que  les  deuxième  et  troisième  méthodes 
(et  souvent  la  dernière)  deviennent  inapplicables  lorsque  le  terrain 
offre  trop  d'obstacles  à  la  vue. 

On  n'emploie  pas,  en  général,  la  planchett*;  dans  le  levé  du 
canevas,  à  cause  de  sa  moindre  exactitude. 

571.  Le  canevas  une  fois  levé,  on  y  rattache  les  autres  points 
intéressants  en  appliquant  toujours  les    mêmes    principes,    mais 


visant  un  peu  plus  à  la  rapidité.  La  planchette  est  employée  avec 
avantage  dans  cette  partie  du  travail. 

En  dehors  des  méthodes  précédemment  décrites,  un  moyen 
simple  de  rattacher  un  point  M  au  canevas  consiste  à  viser  de  ce  point 
trois  points  déjà  relevés,  A,  B,  C,  et  à  noter  les  angles  AMB,  BMC. 
La  connaissance  de  ces  deux  angles  donne  deux  lieux  du  point  M,  à 
avoir  deux  segments  de  cercles  {/ig.  48S)  décrits  l'un  sur  la  corde 
AB,  l'autre  sur  la  corde  BC.  On  n'a  plus  qu'à  prendre,  sur  le  papier, 
le  point,  autre  queB,  où  se  coupent  les  deux  cercles.  La  trigono- 
métrie permet  d'ailleurs  (')  de  déterminer  tous  les  éléments  des 
triangles  ABM,  BCM. 
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572.  La  remarque  du  n^  563  se  généralise  évidemment  en  ce  sens 
que,  pour  connaître  une  longueur  ou  un  angle,  on  peut  rattacher 
les  deux  extrémités  de  la  longueur,  ou  le  sommet  de  l'angle  et  deux 
points  pris  sur  ses  côtés,  à,  un  levé  que  l'on  effectue. 

C'est  ainsi  que  l'on  procède,  par  exemple  :  pour  trouver  ht 
distance  de  deux  points  A,  B,  tous  deux  inaccessibles^  mais  visibles 


{/ig.  486).  Ou  mesure  une  base  CD  à  laquelle  on  rattache  les  deux 
points  donnés,  par  intersections  ('). 

573.  Lorsque  le  plan  à  lever  contient  une  ligne  (par  exemple,  une 
route  ou  le  bord  d'une  rivière  [fig.  487)),  on  lèvera  des  ^loinls  M,  M', 


M",  ...,  pris  sur  cette  ligne  et  assez  rapprochés  les  uns  des  autres 
pour  faire  connaître  suffisamment  sa  forme. 
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NIVELLEMENT 


S74.  Nivellement  direct. 

On  mesure  la  différence  des  cotes  de  deux  points  à  l'aide  du  niveau 


Cet  appareil  se  compose 
{/ig.  488)  de  deux  fioles  en 
verre  F,  F',  communiquant 
entre  elles  par  un  tube  TT' 
perpendiculaire  h  leur  direc- 
tion, qui  aboutit  au  fond  de 
chacune  d'elles,  et  que  l'on 
remplit  incomplètement  d'eau 
colorée.  Le  tout  est  porté  sur 
un  axe  A  que  l'on  installe  ver- 
ticalement. En  vertu,  du  principe  des  vases  communiquanls,  établi 
en  hydrostatique,  les  surfaces  libres  du  liquide  dans  les  deux  fioles 
font  partie  d'un  seul  et  même  plan  horizontal. 

Le  principe  des  vases  communiquants  n'est  toutefois 
pas  applicable  sans  modification,  à  cause  de  l'action  de 
la  capillarité,  action  dont  l'effet  est  :  1°  de  relever  toute 
la  surface  libre  de  Teau  dans  chaque  fiole,  d'une  petite 
quantité  dépendant  du  diamètre  de  cette  fiole;  2°  de 
relever  les  bords  de  cette  surface,  de  manière  que  celle- 
ci  cesse  d'être  horizontale  dans  le  voisinage  de  la  paroi 
et  prend  la  forme  indiquée  {fg.  489). 

Mais,  si  les  fioles  sont  exactement  de  même  caUbre,  les  actions 
capillaires  sont  identiques  de  part  et  d'autre.  On  a  soin,  en  construi- 
sant l'appareil,  que  cette  condition  soit  remplie.    Lorsqu'il  en  est 
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ainsi,  les  bords  ab,  a'b'  des  deux  surfaces  libres  font  partie  d'un 
seul  et  même  plan  horizoûtal. 

En  plaçant  l'œil  suivant  une  tangente  commune  intérieure  aux 
lieux  circonférences  oi,  a'b'  et  s'assurant  qu'on  voit  bien  ces  deux 
lignes  sous  l'aspect  de  deux  petites  droites  en  prolongement  l'une  de 
l'autre  [fig.  490),  on  vise  une  droite  hori- 
zontale bien  déterminée. 

575.  Pour  pouvoir  viser  successivement 
toutes  les  directions  d'un  même  pian  hori- 
zontal, il.  suffit  évidemment  de  faire  tour- 
ner l'appareil  autour  de  l'axe  A,  si  celui- 
ci  est  bien  vertical.  La  hauteur  de  l'eau 
dans  les  fioles  reste  alors  invariable  et  la 
droite  considérée  tout  à  l'heure  engendre 
un  plan  horizontal,  dit  plan  de  visée  de 
l'appareil. 

Lorsque  l'axe  A  autour  duquel  tourne 
le  niveau  n'est  pas  exactement  vertical,  la  conclusion  précédente 
n'est  pas  applicable  en  général.  Toutefois,  on  peut  encore  admettre, 
même  dans  ces  conditions,  que  le  niveau  du  liquide  reste  inva- 
riable dans  la  rotation,  si  l'on  a  constaté  :  1°  que  les  deux  fioles 
sont  de  même  diamètre  intérieur  (c'est  ce  que  nous  avons  déjà 
supposé)  ;  2°  que  l'axe  aboutit  au  milieu  du  tube. 

En  effet,  en  toute  hypothèse,  le  volume  du  liquide  compris  dans 
l'appareil  demeure  constant.   Or,  ce 
j.      volume  comprend  :  1°  le  volume  du 
tube  horizontal,  lequel  est  toujours 
le  même  ;   2°  les   volumes    compris 
dans  les  fioles.  Ceux-ci,  puisque  les 
fioles  sont  cylindriques  et  de  même 
calibre,  sont  proportionnels  aux  hau- 
teurs (')  PQ,  P'Q'  [fifj.  491)  occupées  par  le  liquide  dans  chacune 
d'elles,  de  sorte  que  leur  somme  est  proportionnelle   à  îa  somme 
PQ  +  P'Q'- 

Le  volume  total  étant  constant,    nous  voyons  que,  lors    d'une 
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rotation  autour  d'un  axe  noo  verticai,  la  Iiauteur  occupée  par  le 
liquide  dans  Tune  des  fioles  augmentera  pendant  qu'elle  diminuera 
dans  l'autre,  mais  que  la  somme  de  ces  hauteurs  ne  changera  pas. 

Or,  le  trapèze  (')  PQ  P'Q'  montre  que  cette  somme  est  double  de 
la  distance  verticale  qui  existe  entre  le  milieu  du  tube  et  le  niveau 
supérieur  du  liquide.  Co  dernier  devra  donc  rester  invariable  si  le 
milieir  du  tube  est  sur  l'axe.  Il  est  même  aisé  de  voir  (exercice  85S) 
que  si  la  distance  du  milieudu  tube  à  l'axe  est  petite,  en  même  temps 
que  l'angle  de  cet  axe  avec  la  verticale,  la  variation  du  plan  de 
visée  sera  négligeable.  On  peut  donc  toujours,  dans  la  pratique, 
considérer  ce  plan  de  visée  comme  fixe. 


576.  L'opération  fondamentale  exécutable   ave     le 
est  la  suivante  : 

Étant  donné  un  point  M  {fig.  -i92)  situe  plus  bo^ 
que  le  plan  de  visée  de  l'appareil  dHii  imiiei  1 1  rote 
de  ce  point  au-dessous  de  ce  plan 

II  suffira  à  cet  effet,  de  trou^ei  ui  H  veiticale 
du  point  M,  le  point  M'  qui  est  situé  dans  le  plan  du 
visée  de  l'appareil,  et  de  noter  la  distance  MM'. 

C'est  ce  qu'on  réalise  à  l'aide  de  la  mire,  c'est-à- 
dire  d'une  règle  graduée  portaiit  une  plaque  carrée 
mobile,  appelée   voyant,   laquelle  est  partagée  on 
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quatre  parties  peintes  aUernativement  en  blanc  cl  en  couleur 
(fy.  493)  de  manière  que  le  centre  en  soit  très  nettement  visible  de 
loin. 

Un  aide  place  cette  règle  bien  verticalement  au  point  M,  puis, 
sur  les  indications   de  l'opérateur,   fait   monter  ou  descendre  ie 

(1)  Nous  niduisons,  pour  simplifier,  lo  fcnlio  et  les  ftolos  h  ils  droites. 
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voyaiU  le  long  (ie  la  régie  jusqu'à  ce  que  son  centre  soil  on  M',  dans 
Je  plan  de  visée  du  niveau.  11  ne  reste  plus  qu'à  lire  sur  la  gradua- 
tion de  !a  règle,  la  longueur  MM'. 

11  faut  supposer  toutefois  ;  'ï"  que  le  point  M,  ou  tout  au  moins 
le  point  M'  peut  être  aperçu  de  l'endroit  où  est  placé  le  niveau; 
2°  que  la  distance  horizontale  des  deux  appareils  ne  soit  pas  trop 
grande,  car  la  petite  erreur  commise  par  Topérateur  sur  la  direc- 
tion de  la  visée  a  évidemment  une  influence  croissante  avec  la 
distance  en  question  ;  3°  que  la  différence  de  cote  cherchée  ne 
soit  pas  supérieure  à  2  mètres  si  la  mire  est  simple,  et  à  4  mètres  si 
la  mire  est  à  coulisse,  c'est-à-dire  se  compose  de  deux  règles  pouvant 
glisser  l'une  sur  l'autre,  de  manière  à  pouvoir  s'allonger  jusqu'au 
double  de  la  longueur  primitive.  Cette  dernière  ne  peut  d'ailleurs 
dépasser  2  mètres,  afin  que  l'extrémité  de  la  première  règle  puisse 
être  atteinte  sans  difficulté. 

577.  Nivellement  simple. 

Soit  à  déterminer  la  différence  de  cote  de  deux  points  M,  N. 

On  installe  le  niveau  d'eau  de  manière  que  son  plan  de  visée  soit 
supérieur  aux  deux  points  donnés  et  l'on  mesure  (n"  précéd.)  la 
cote  de  chacun  de  ces  points  au-dessous  de  ce  plan  de  visée.  Il  ne 
reste  plus  qu'à  soustraire  l'une  de  l'autre  les  cotes  ainsi  mesurées. 

On  pourra  faire  les  deiix  lectures  sans  aucun  dérangement  du 
niveau,  si  celui-ci  est  dans  l'alignement  MN.  Sinon,  on  fera  tourner 
l'appareil  autour  de  son  axe.  On  poirrra,  en  employant  ce  dernier 
procédé,  déterminer  avec  une  seule  mise  en  station  du  niveau,  les 
différences  existant  entre  les  cotes  d'une  série  de  points  visibles 
d'iin  même  poste  d'observation. 

Pour  que  la  méthode  précédente  soi  t  applicable,  il  faut  (n"  précéd.)  : 
1°  que  l'on  ait  pu  placer  le  niveau  de  manière  à  apercevoir  en 
même  temps  les  points  donnés  ;  2"  que  la  distance  horizontale  de 
ces  points  au  niveau  d'eau  ne  soit  pas  trop  grande;  3"  que  les 
différences  de  cote  cherchées  soient  assez  petites, 

578.  Nivellement  composé. 

Si  l'une  ou  l'autre  des  conditions  que  nous  venons  d'énuniércr 
n'est  pas  remplie,  il  faut  recourir  au  nivellement  composé,  c'est- 
à-dire  faire  choix  d'un  certain  nombre  de  points  auxiliaires  P,Q,...S, 
tels  que  l'on  puisse  mesurer,  par  nivellement  simple,  les  différences 
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de  cote  qui  existent  entre  M  et  P,  entre  P  et  Q,  ....,  entre  S  et  N. 
La  somme  algébrique  dos  quantités  trouvées  donne  évidemment 
le  résnlfat  ctierctifi. 

579.  IVIvcIIement  indirect. 

De  même  que  la  mesure  des  angles  et  des  longueurs  horizontales, 
le  nivellement  peut  s'effectuer  mdirectement. 

Soit,  en  effet,  h  mesurer  la  différence  de  cote 
entre  un  point  m  où  l'on  peut  placer  l'œil  et  un 
point  N  quelconque. 

Soit  H  {fig.  494)   la  projection  du  point  m 
Fia.  494.  sur  la  verticale  du  point  N.  Le  triangle   rec- 

tangle mNH  sera  complètement  déterminé  et, 
par  conséquent,  la  différence  de  cote  cherchée  NH  connue,  si 
l'on  a  pu  mesurer  :  1°  Le  cftté  mH;  2°  l'angle  en  m,  lequel  n'est 
autre  que  l'angle  de  la  direction  mN  avec  le  plan  horizontal,  ou  la 
hauteur  (')  de  cette  direction. 

La  première  mesure  est  du  ressort  de  la  planimélrie  :  elle 
s'effectue,  —  directement  ou  indirectement  suivant  les  cas,  -  -  & 
l'aide  des  méthodes  exposées  au  chapitre  précédent. 

Pour  mesurer  la  hauteur  de  la  direction  wiN,  on  peut  se  servir  du 
graphomètre,  dont  on  installe  le  limbe  verticalement  de  manière  ■ 
que  le  plan  de  visée  de  l'alidade  fixe  soit  horizontal,  en  faisant 
ensuite  passer  le  plan  de  visée  de  l'alidade  mobile  par  la  droite 
mN. 

Mais,  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir,  le  nivellement  indirect 
comporte  une  opération  de  planimétrie  :  de  sorte  que,  la  plupart  du 
temps,  lorsqu'on  emploie  celte  méthode,  on  effectue  concurrem- 
ment le  levé  et  le  nivellement.  Il  y  a,  dans  ces  conditions,  tout  avan- 
tage à  employer  le  théodolite,  qui  permet  de  mesurer,  à  la  fois  el 
pour  une  même  position  de  l'instrument,  l'azimuth  et  la  hauteur  d'une 
direction. 

580.  Pour  obtenir  effectivement  la  mesure  de  >'H,  on  pourra, 
ainsi  que  nous  l'avons  dit  plus  haut  : 

1°  Soit  employer  la  trigonométrie  (^)  :  c'est  ce  que  l'on  fait 
toujours  lorsqu'on  vise  à  une  grande  exactitude  ; 

(I)  Tisserand  et  Andover,  /.eponj  de  Coimofimphie,  n'  (,  pago  J. 

(S)  rjçoasdetrigonaméMeretlUig,ieA»U.  Boublet,  liv.  III,  ch.  i  et  aussi  n*  173-174. 
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2°  Soit  coiislriiire  sur  ]e  papior  un  triangle  Hemblahle  à  mNH  ; 

3"  Soit  construire  un  tel  triangle  sur  ie  terrain.  Ceci  conduit  à  ii 
procédé  de  mesure  très  simple,  en  ce  qu'il 
n'exige  l'emploi  d'aucun  instrument  angu- 
laire. On  plante,  bien  verticalement,  dans 
l'alignement  mN,  une  tige  H'N'  (jig.  495),  sur 
laquelle  on  marque  le  point  H'  qui  est  situé 
dans  le  même  plan  horizontal  que  m  et  le 
point  N  qui  est  situé  sur  le  rayon  visuel  mN.  fig.  ms. 

On  a  ainsi  réalisé  le  triangle  iitH'N'  sembla- 
ble à  mHN  et  la  mesure  de  la  distance   horizontale  mH,  ainsi  que 
des  longueurs  mH',  H'N'  fait  connaître  la  cote  cherchée   par   une 
simple  proportion. 

581.  Si  maintenant  un  veut  la  différence  de  cote  existant  entre 
deux  points  M,  N  du  terrain,  on  pourra,  suivant  les  cas  : 

Soit  placer  l'œil  en  m,  au-dessus  du  point  M,  et  ajoiiter  (ou  retran- 
cher) à  fa  différence  de  cote  NH  la  distance  verticale  des  points  ?n,M, 
évaluée  directement.  C'est,  par  exemple,  ainsi  qu'on  procède  lors- 
qu'on emploie  la  méthode  indiquée  en  3°  au  numéro  précédent  ; 

Soit  opérer  par  diflférence,  absolument  comme  avec  le  niveau 
d'eau. 

Le  nivellement  indirect  peut  ainsi  être  considéré  comme  une 
opération  tout  h  fait  analogue  au  nivellement  direct,  le  plan  hori- 
zontal mené  par  ie  point  m  considéré  aux  deux  numéros  précédents 
remplaçant  le  plan  de  visée  du  niveau  d'eau. 

Seulement,  au  lieu  que  ce  dernier  devait  toujours  être  au-desms 
des  points  visés,  la  différence  de  cote  ne  dépassant  d'ailleurs  pas 
4  mètres,  on  peut  mesurer,  par  nivellement  indirect,  des  déni- 
vellations de  sens  et  de  grandeurs  quelconques.  Le  nivellement 
indirect  pourra  donc  être  simple  dans  des  circonstances  où  le  nivel- 
lement direct  serait  forcément  composé. 

Mais  il  est,  de  plus,  une  série  de  circonstances  (mesure  de  la 
hauteur  d'un  clocher,  d'une  montagne  inaccessible,  etc.,  etc.)  où 
le  nivellement  direct  est  impraticable,  au  lieu  que  le  nivellement 
indirect  s'applique  à  tout  point  visible. 

582.  Ayant  ainsi  déterminé  les  différences  muluelles  des  cotes,  il 
suffit,  pour  connaître  ces  cotes  elles-mêmes,   de  se    donner  l'une 
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d'entre  elles.  Celte  dernière  inconnue  dépend  d'ailleurs  ûvidemmeal 
du  choix  du  plan  horizontal  de  comparaison,  de  sorte  qu'on  peut  la 
considéi*er  comme  arbitraire.  Par  exemple,  on  pourra  faire  passer  le 
plan  de  comparaison  par  le  point  le  plus  bas  du  terrain  donné  et, 
par  conséquent,  prendre  pour  ce  point  la  cote  zéro. 

Pour  changer  de  plan  de  comparaison,  il  suffit  d'ailleurs  d'aug- 
menter ou  de  diminuer  toutes  les  cotes  d'une  même  quantité,  égale 
à  la  distance  de  l'ancien  plan  au  nouveau.  C'est  ce  qu'on  devra  faire, 
par  exemple,  lorsqu'on  aura  nivelé,  indépendamment  l'un  de  l'autre 
et  avec  des  plans  de  comparaison  différents,  deux  terrains  voisins 
et  qu'on  voudra  réunir  en  un  seul  les  deux  nivellements. 

Si  enfin  on  veut  comparer  entre  eux  des  nivellements  portant  sur 
des  régions  très  différentes,  il  importe  d'avoir  un  niveau  (')  de 
comparaison  commun  pour  toutes  ces  opérations.  On  compte  alors 
les  cotes  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  :  les  cotes  ainsi  estimées 
prennent  le  nom  d'altitudes  des  points  correspondants. 

On  a  effectué,  par  des  opérations  de  précision,  un  ninellemenl 
général  du  territoire  français,  de  manière  à  faire  connaître  les  alti- 
tudes d'un  très  grand  nombre  de  points.  Pour  rapporter  un  nivelle- 
ment quelconque  au  niveau  de  la  mer,  il  suffira  donc  d'y  rattacher 
un  point  qui  ait  fait  partie  du  nivellement  général. 

583.  Représentation  des  cotes.  Courbes  de  niveau. 

Un  plan  étant  rapporté  sur  le  papier,  il  faut  encore  arriver  à 
donner  une  idée  nette  du  relief  du  terrain  ainsi  figuré.  On  arrive  k 
ce  résultat  à  l'aide  des  courbes  de  niveau. 

On  appelle  courbe  de  niveau  {fig.  496,  501)  le  lieu  des  points  qui 
ont  une  même  cote  donnée,  autrement  dit  la  section  de  la  surface 
du  terrain  par  un  plan  horizontal. 

On  détermine  une  telle  courbe  en  plantant  [à  l'aide  du  niveau 
d'eau)  des  piquets  en  des  points  suffisamment  rapprochés  les  uns 
des  autres  et  ayant  la  cote  donnée,  puis  relevant,  par  intersections 
ou  par  toute  autre  méthode  de  planimétrie,  les  positions  de  ces 
piquets. 

On  représente  le  relief  d'un  terrain  en  figurant  les  courbes  de 
niveau   dont  les  cotes  diffèrent  les  unes  des  autres   d'une  même 
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quantité  ou  équidislance  {dépendant,  bien  entendu,  de  la  nature  du 
terrain  et  de  l'échelle  du  plan). 

Si  l'é  qui  dis  tan  ce  a  été  convenablement  choisie,  la  forme  et  la 
disposition  des  courbes  de  niveau  permettront  de  se  rendre  compte 
de  toutes  les  particularités  du  relief.  En  particulier,  le  terrain  sera 
d'autant  plus  incliné  que  les  courbes  de  niveau,  pour  une  même 
équidistance,  seront  plus  rapprochées  les  unes  des  autres. 

Sur  beaucoup  de  cartes  topographiques,  le  relief  est  figuré  par 
des  hachures  tracées  entre  les  courbes  de  niveau  successives,  norma- 
lement à  ces  courbes,  par  conséquent  d'autant  plus  courtes  que  ces 
dernières  sont  plus  voisines  les  unes  des  autres  ou  que  la  pente  est 
plus  forte,  les  hachures  étant  d'ailleurs  d'autant  plus  rapprochées 
et  plus  grosses  qu'elles  sont  plus  courtes.  Ce  mode  de  figuration  a 
toutefois  l'inconvénient  de  surcharger  la  carte  sans  donner  aucun 
renseignement  que  ne  fournisse  le  tracé  des  courbes  de  niveau. 

IndépendammenI  du  figuré  général  du  terrain,  la  carte  porte 
indication  des  cotes  d'un  certain  nombre  de  points  importants. 

584.   Lorsqu'on  veut  représenter  les  ondulations  du  terrain  le 


long  d'une  ligne  donnée  dont  la  projection  est  figurée  en  L  (/î^.  496) 
sur  le  plan,  on  a  recours  aux  profils. 

On  nomme  profil  la  figure  obtenue  en  développant  (538)  le 
cylindre  qui  projette  horizontalement  la  ligne  considérée.  li  est  clair 
que  si  L  est  une  ligne  droite,  le  profil  n'est  autre  que  la  section 
même  du  terrain  par  le  plan  vertical  qui  projette  cette  droite. 

Puisque  le  tracé  des  courbes  de  niveau  donne,  à  lui  seul,  la  forme 
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du  terrain,  il  doit  perrnellre  île  construire  le  protil  suivant  une  ligue 
quelconque  L. 

On  remarquera,  à  cet  effet,  qu'on  connaît  les  ordonnées  ou 
cotes  d'un  certain  nombre  de  points  m,  n,p,  ...  (fig.  496)  de  la 
ligne  L,  k  savoir,  des  points  où  cette  ligne  coupe  les  courbes  de 
niveau.  On  relèvera,  sur  ie  plan,  les  abscisses  ciirvilignes  des  mêmes 


points,  que  l'on  reportera  en  OjHi,,  Oj»,,  Oip,,  ...  {fig.  496  lis),  et 
l'on  aura  ainsi,  aux  extrémités  des  ordonnées  nt,M|,  «.N,.  ...  une 
série  de  points  du  profil  cherché. 

585.  Pour  terminer  ce  qui  concerne  la  planimétrie  et  le  nivelle- 
ment, nous  dirons  un  mot  de  quelques  simplifications  qui  peuvent 
être  apportées  dans  ces  deux  opérations. 

Les  méthodes  phologrùphiques,  qui  présentent  l'avantage  impor- 
tant de  réduire  à  la  plus  courte  durée  possible  les  opérations  à 
effectuer  sur  place,  sont  fréquemment  appliquées  à  la  topograpliie. 
La  place  occupée  par  l'image  d'un  objet  sur  l'épreuve  photogra- 
phique dépend,  en  effet,  de  la  direction  du  rayon  lumineux  joignant 
ce  point  au  centre  optique  de  la  lentille  objective.  On  peut  dès  lors 
en  déduire,  moyennant  certaines  précautions  dans  le  détail 
desquelles  nous  n'entrerons  pas,  l'azimuth  et  la  hauteur  de  cette 
direction.  Il  suffira  donc  d'avoir  deux  photographies,  prises  de 
deux  points  séparés  l'un  de  l'autre  par  une  dislance  connue,  pour 
en  déduire,  par  mtet-seclions,  le  levé  et  le  nivellement  du  terrain 
ainsi  doublement  reproduit. 

586.  Nous  avons,  d'autre  part,  remarqué,  à  propos  de  la  méthode 
par   intersections,  que  nous  ne  pouvions  pas  obtenir  la  position 
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relalive  de  deux  points  A,  B  en  visant  simplemeni  le  point  B  du 
point  A  et  qu'il  était  nécessaire  de  compléter  cette  visée,  soit  en 
chaînant  l'alignement  AB,  soit  en  rattachant  le  point  B  à  un  troisième 
point  C,  non  en  ligne  droite  avec  lés  deux  premiers.' 

11  existe  cependant  un  moyen  d'échapper  h  cette  nécessité.  C'est 
de  se  servir  d'un  principe  emprunté  au  Cours  de  Cosmographie  (')  : 

Les  diamètres  apparents  d'un  même  objet,  vu  à  différentes  distances , 
sont  inversement  proportionnels  à  ces  distances. 

D'après  cela,  si  un  aide  se  transporte  au  point  B  avec  un  voyant 
de  dimensions  connues,  l'observation  du  diamètre 
apparent  sous  lequel  ce  voyant  apparaît  du  point  A 
fera  connaître  la  distance  AB. 

Il  faut  observer  que  c'est  la  distance  AB  elle-même 
qui  est  ainsi  mesurée  et  non  pas  (comme  lorsqu'on  fis.  «n. 

opère   à  la  chaîne)  sa   projection   horizontale  AH 
{/ig.  497).  Mais  on  pourra  évaluer  cette  dernière  si  on  lit  la  hauteur 
du  rayon  visuel  AB,  puisque,  dans  le  triangle  rectangle  ABH,  on 
connaîtra  l'hypoténuse  et  un  angle  aigu. 

On  peut,  en  se  fondant  sur  ce  principe,  lire  et  noter  sui'  le  papier, 
en  même  temps,  l'azimuth,  la  hauteur  et  la  longueur  de  la  droite 
qui  joint  un  point  quelconque  M  à  un  point  0  choisi  une  fois  pour 
toutes,  et,  par  conséquent,  obtenir  par  rayonnement  le  levé  et  le 
nivellement  d'un  terrain,  avec  une  seule  visée  pour  chaque  point. 
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587.  L'arpenlage  a  pour  objet  de  trouver  l'aire  d'un  terrain,  ou, 
plus  exactement,  l'aire  de  sa  projection  horizontale.  C'est,  en 
général,  cette  dernière  qui  est  utile  à  connaître.  Les  terrains  que 
l'on  arpente  sont,  en  effel,  le  plus  ordinairement  destinés  h  la 
culture  ou  à  la  bâtisse  :  or,  comme  c'est  verticalement  que  les 
végétaux  croissent  et  que  les  constructions  sont  élevées,  les  dimen- 
sions des  édifices,  ou  le  nombre  de  plantes  d'une  espèce  déterminée, 
qui  peuvent  trouver  place  sur  un  terrain  donné,  ne  dépendent  que 
de  la  projection  horizontale  de  ce  terrain. 

588.  Toute  méthode  par  laquelle  on  a  pu  lever  le  plan  d'un 
terrain  permet,  par  cela  même,  de  l'arpenter.  Pour  mesurer,  eu 
elfet,  l'aire  d'un  terrain  polygonal,  on  le  considérera  comme  une 
somme  de  triangles  et,  du  moment  que  l'on  aura  les  éléments 
nécessaires  pour  déterminer  chaque  triangle  {lesquels  seront  fournis 
par  le  levé),  les  formules  de  la  trigonométrie  permettront  d'en 
calculer  la  surface. 

Si  l'on  a  mesuré  les  trois  eûtes  de  chaque  triangle,  on  en  aura 
l'aire  parlaformule  (PI.,  251) 


s  =  ^Jp{p-a)tp-i)^p~ 


589.  L'arpentage  est  le  plus  ordinairement  effectué  par  des 
opérateurs  qui  ne  sont  pas  en  état  de  se  livrer  à  des  calculs  trigono- 
métriques  :  l'instrument  employé  est  alors  l'équerre  d'arpenteur. 

Pour  arpenter  un  polygone,  on  pourrait  le  décomposer  en 
triangles  dont  on  mesurerait  la  base  et  (avec  l'équerre)  la  hauteur. 

Mais  ou  préfère  opérer  différemment  et  faire  choix  tout  d'abord 
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;  droite  xy  [fuj.  498)  ou  hase,  par  exemple  la  plus  grande 
j  AE  du  polygone,  sur  laquelle  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires B6,  Ce,  D(i,  F/',  Gj  {fig.  498}  de  tous  les  sommets.  On  a 
ainsi  décomposé  le  polygone  en  triangles  (AB6,  KGg,  DrfE,  F/'E, 
(îg.  498)  et  en  trapèzes  rectangles  (BèCc,  CzMd,  ÙgVI",  fig.  498).  dont 
on  sait  évaluer  les  aires  par  les  formules  connues. 

Sur  la  figure  498,  tous  les  triangles  et  trapèzes  sont  additifs  :  il 
peut  en  être  autrement  :  sur  la  figure  498  ii*,  par  exemple,  l'aire 


du  polygone  s'obtient  en  retranchant,  de  la  somme  ABi  -|-  l54Cc 
+  CcM  -\-  DrfEe  +  mg  +  GpHft  +  KAA,  !a  somme  FEe  +  II/iKA. 

Il  est  clair  que,  dans  celte  manière  d'arpenter,  on  opère  comme 
s'il  s'agissait  d'un  levé  à  l'équerre,  la  base  joaant  le  rôle  d'axe  des 
abscisses. 

590.  Quant  au  cas  0(1  le  terrain  est  limité  par  un  contour  curvi- 
ligne, il  se  ramène  au  précédent  en  remplaçant  la  courbe  par  un 
polygone  d'un  nombre  suffisamment  grand  de  cotés. 


On  commence  par  inscrire  un  premier  polygone  ABCD...  [fig.  499) 
d"un  nombre  de  côtés  peu  élevé,  que  l'on  arpente  comme  nous 
l'avons  dit  au  numéro  précédent,  puis  on  évalue  la  partie  comprise 
entre  la  courbe  et  chaque  côté  en  prenant  ce  côté  pour  base  {'), 

(0  II  Bïisle  d=3  rornialcs  d'approïimalion,  permsUant  d'arriver,  pour  ces  oires  mixliligoes. 
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591.  Il  peuL  être  nécessaire  d'arpenter  un  terrain  dans  lequel  on 
ne  peutpénétrer(^^.  500).  On  entoure  alors  ce  terrain  d'un  polygone 
facile  à  mesurer,  par  exemple  d'un  rectangle  {^g.  500}  et  l'on 
arpente  la  partie  de  ce  dernier  comprise  à  l'extérieur  du  terrain 
proposé  :  il  ne  reste  plus  qu'à  faire  la  différence  des  deux  résultais. 

592.  Cubage. 

On  peut  se  proposer  d'évaluer  le  volume  d'un  terrain  compris  à 

l'intérieur  du  cylindre  qui  projette  sur  un  plan  horkonlal  déterminé 

une  aire  S  {fig.  501}  prise  sur  ce  ter- 

Supposons  d'abord  que  la  surface 

S   soit  comprise  entre  deux  courbes 

de  niveau  consécutives   G,  G'.  Alors 

on  pourra,  avec  une  approximation 

suffisante,  considérer  tons  ses  points 

comme  ayant  au-dessus  du  plan  hori- 

lontal  donné,    une  même    cote,   par 

p,^,  5(1^  exemple  une  moyenne  entre  la  cote 

de  G  et  la  cote  de  C  Le  volume  à 

évaluer  sera  alors  celui  d'un  cylindre  ayant  pour  hauteur  cette 

cote  et  pour  base,  la  projection  horizontale  de  S. 

Si  maintenant  l'aire  S  est  quelconque,  on  pourra  toujours 
{fig.  501}  la  décomposer  en  parties  comprises  entre  courbes  de 
niveau  consécutives  et  que  l'on  traitera  comme  il  vient  d'être  dit. 

592  bu.  Le  plus  ordinairement,  toutefois,  l'aire  S  a  la  forme 
d'une  bande  étroite  tracée  dans  le  voisinage  d'une  certaine  ligne  L 


[fig.  S02),  C'est  ce  qui  arrive  lorsque  le  cubage  proposé  est  desliné 
k  l'établissement  d'une  route. 

Dans  ce  cas,  la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  n'est  pas  la 
plus  commode  :  il  convient  plutôt  de  déterminer  une  série  de  profils 
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en  travers,  c "est-iJ-ilirc  de  profils  (584)  suivant  des  alignements 
MN,  M'N'...  normaux  à  L  et  de  considérei-  le  volume  compris  entre 
chacun  de  ces  profils  et  le  suivant  comme  un  cylindre  ayant  pour 
hauteur  la  dislance  des  deux  profils  et  pour  base,  l'uu  d'eux. 


EXERCICES 

8ôï.  VéritiKr  ai  une  équerre  d'arpenteur  est  juste. 

853.  Mener,  à  un  alignement  donné,  une  perpendioulaii-e  par  un  poiut  extérieur 
sans  employer  d'autre  instrument  que  la  chaîne  et  sans  tâtonnement  [appliquer 
PI.,  126). 

851.  Diviser  un  alignement  en  deux  parties  égales,  à  l'aide  du  graphomètre  seul. 

854  bis.  Porter  sur  un  alignement  donné,  à  partir  d'un  point  donné,  une 
longueur  égale  à  celle  d'un  autre  alignement  donné  k  l'aide  au  grapliomèire  seul. 

855.  Un  niveau  d'eau  a  un  tube  horizontal  de  l  mètre  de  long,  porté  par  un  ave 
qui  aboutit  à  1  centimètre  au  milieu  ùo  tube.  On  a  installé  l'appareil  de  manière 

que  l'axe  passe  avec  la  verticale  un  angle  dont  la  tangente  est  — -  Calculer  approxi- 
mativement la  variation  ma!Limum  du  plan  de  visée,  lorsque  l'appareil  tourne 
autour  de  son  axe.  Le  résultat  obtenu  dépend-Il  de  la  longueur  du  tube? 

856.  Prolonger  un  alignement  au  delà  d'un  obstacle  qui  arrête  la  vue. 

8,^7.  Montrer  qu'on  peut  remplacer  le  niveau  d'eau  par  un  miroir  plan  dont  on 
peut  faire  varier  la  direction  en  la  maintenant  verticale. 

858.  Montrer  que  le  point  M  (flg.  d85,  n-  571)  d'un  plan,  tel  que  les  droites  qui  !e 
Joignent  à  trois  points  donnés  A,  B,  C  Fassent  entre  elle?  des  angles  donnés,  peut 
s'obtenir  de  la  manière  suivante  :  on  construit  sur  BC,  CA,  AB  comme  bases,  des 
triangles  BCa,  Ckb,  ADe  tous  semblables  au  triangle  T  dont  les  angles  sont  égaui 
auK  angles  donnés  ou  à.  leurs  suppléments  (les  sommets  homologues  étani  pris 
convenablement  chaque  fois).  Les  droites  An,  Bb,  Ce  concourent  en  un  mSme  point, 
qui  répond  il.  la  question.  Les  points  a,  b,  e  ne  sont  autres  que  ceux  où  les  droites 
MA,  MB,  MG  rencontrent  respectivement  les  segments  de  cercles  ilBG,  MCA,  MAB. 
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COMPLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE 


CIIÂPITKh:    PREMIER 
CENTRE   DES    DISTANCES   PROPORTIONNELLES 


593.  Problème.  —  Etant  données^  en  grandeur  et  signe,  les 
abscisses  \K  et  IB  de  deux  points  A,  B  d'une  droite,  rapportées  à  un 
point  I  de  la  même  droite,  trouver  l'abscisse  du  point  M  qui  divise  te 

segment  AB  dans  un  rapport  donné  {en  grandeur  et  en  signe)  -^^  =  —  - . 


On  a,  MA  ==  lA  - 

MB  =  IB  ■- 
;t,  par  conscquent, 


Cette  équation,  où  tout  est  connu,  sauf  OM,  est  du  premier  degré 
par  rapport  à  cette  quantité.  Elle  fait  connaître  i'abscisse  cherchée 

p  +  't 

Comme  nous  devions  nous  y  attendre  (PI.,  UO),  cette  expression 
est  infinie  pour  ç  ;=  —  p,  et  dans  ce  cas  seulement. 

Corollaire.  —  Par  le  point  I,  faisons  passer  une  droite  ou  un  plan 
quelconque  [fig.  503)  et  soient  AAj  =  a,  BB,  =  b,  MM,  =  m  les 
distances  des  points  A,  B,  M  à  cette  droite  ou  à  ce  plan.  Nous  suppo- 
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CENTRE   DES  DISTANCES   PROPORTIONNELLES, 
sons  d'ailleurs  ces  distances  comptées  en  grandeur  et  signe,  un  s 
positif  ayant  été  choisi  sur  leur  direction  com- 
mune. On  aura  alors 


En  effet,  les  grandeurs  a,  b,  m  sont,  en  gran-  via.  M3, 

deur  et  signe  (PI.,  190),  proportionnelles  à  lA, 
IB,  IM.   L'équation  précédente  étaut  homogène  par  rapport  à  ces 
dernières  quantités,  on  peut  donc  les  y  remplacer  par  a,  6,  m  :  ce 
qui  donne  le  résultat  annoncé. 

Remarque  I.  —  Ce  résultat  ne  serait  d'ailleurs  aucunement  mis 
en  défaut  si  les  distances  a,  b,  m,  au  lieu  d'être  comptées  sur  des 
perpendiculaires  au  plan  considéré,  étaient  comptées  suivant  des 
parallèles  à  une  même  direction  quelconque  (non  parallèle  à  ce 
plan). 

Remaeque  ir.  —  Nous  savons  (PI.,  113)  que  le  rapport  tt-^  -^ 

également  la  même  valeur  — ^■ 
P 

594.  Soient  donnés  un  certain   nombre  de  points  A,  B,  C,D, ... 
(fig.  504)  elles  nombres^),?,  )",*,-■■,  positifs  ou  négatifs,  mais  non 
tous  nuls,  correspondant  respectivement 
à  ces  points. Soient  M  le  point  qui  divise 


ABd 


j  le  rapport  ■ 


q  /MA_ 

"  «  Vmb"" 


M',  le  point  qui  divise  MC  dans  le  rap- 

le  point  qui  divise  M'D  dans  le  rapport 

F...0.  -^      /M"M-^ i-^V  etc 

p  +  q  +  rKW'h  p+q^rj'        ' 

Si  a,  b,  c,  d,  ...  sont  les  distances  des  points  A,  B,  C,  D,  ...  à  un 
plan  quelconque  P,  la  distance  m  du  point  M  au  même  plan  sera 
(n°  précédent) 

p  +  q 
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aisa  GiïOMÉïuUi;, 

La  disLan(;e  m'  du  point  M'  à  ce  plan  sera 

^  (p  +  ?>'»  +  '-^  ^  ]]^±  ql'  +  rc  _ 
{p-\-fl)  +  -'-  P+?  +  '-     ' 

de  même  la  distance  du  point  M"  sera 

„^(p+f/  +  ^')w'  +  ^^    _;,r,+  .;/;  +  i-c  +  .rf 

Continuons  ainsi  jusqu'à  ce  que  nous  ayons  utilisé  tous  les  points 
donnés  et  chacun  d'eux  une  seule  fois;  nous  obtiendrons  un  point 
0  qu'on  appelle  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  points 
A,  B,  C,  D, affectés  des  coeflîcients  ;j,  q,  r,  ï, 

La  distance  de  ce  point  au  plan  P  est 

__  pa  -\-  ql>  -^  rc  -\-sd  -j~  ... 

Nous  avons  dit  que  l'on  devait  utiliser  chacuu  des  points  donnés 
une  seule  fois  ;  mais  nous  n'avons  pas  spécifié  Voi-dm  dans  lequel 
on  les  faisait  inlervenir.  Il  semblerait,  au  premier  abord,  que  la 
position  du  point  final  0  dût  dépendre  de  l'ordre  en  question.  Le 
résultai  qui  précède  montre  qu'il  n'en  est  rien.  La  valeur  trouvée 
pour  la  distance  du  point  0  au  plan  P  est,  en  effet,  indépendante  de 
cet  ordre  (pourvu,  bien  entendu,  qu'à  chacun  des  points  donnés  cor- 
responde toujours  le  même  coefficient)  et,  par  conséquent,  si,  en 
changeant  l'ordre  en  question,  on  trouvait  un  point  0'  différent  du 
premier,  la.  droite  00'  devrait  être  parallèle  au  plan  P,  et  cela  quel 
que  soit  le  plan  P,  ce  qui  est  absurde. 

Remarquk.  —Soient  A|,  B,,  Cj,  M  ,,  M',,,.,  0,  les  projections  sur 
le  plan  P,  des  points  A,  B,  C...  M,  M'...  0  [fuj.  S04).  Le  point  M, 

divisera  A|B|  dans  le  rapport —  —  ;   le  point  M'i  divisera  C.Hj  dans 

le   rapport ; — ;  etc.  En  un  mot,  le  »oûi(  0,  sera /c  ceiifî-e  rfes 

dislances  proportionnelles  des  points  A,,  B,,  C,,...  ajfectésdes  mêmes 
coefficients  que  les  points  donnés  A,  B,  C. ..  et  la  même  chose  a  lieu  si 
les  droites  AAi,  BB,,...  au  lieu  d'être  perpendiculaires  au  plan  P, 
sout  parallèles  ii  une  mémo  directiou  quelconque. 
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595.  Le  centre  des  distances  proporlionnelles  n'est  évidcmmenL 
autre  chose  que  ce  que  l'on  nomme  en  statique  le  centre  des  forces, 
parallèles,  les  points  donnés  étant  les  points  d'application  des  forces, 
et  les  intensités  de  celles-ci  étant  représentées  parles  coefficients 
p,q,r,...  lesquels  sont  positifs  ou  ncgatiTs  suivant  le  sens  dos  forces 
correspondantes. 

596.  II  y  a  une  circonstance  où  la  suite  d'opéralion-s  que  nous 
venons  d'indiquer  tomberait  en  défaut,  c'est  celle  où  l'on  aurait  k 
diviser  une  droite  dans  un  rapport  égal  à  +  1,  par  exemple,  où  les 
deux  premiers  coefficients  seraient  égaux  et  de  signes  contraires.  Il 
est  aisé  de  voir  qu'on  peut  toujours  tourner  la  difficulté  en  inter- 
vertissant l'ordre  des  points  donnés,  sauf  dans  un  cas,  celui  où  la 
somme  de  tous  les  coefficients  donnés  est  nulle.  Dans  le  langage  de 
la  statique,  ce  cas  correspond  à.  celui  oti  les  forces  données  équi- 
valent à  UQ  couple'. 

.  597,  Lorsque  tous  les  coefficients  sont  égaux  à.  -|~  1 ,  le  centre  des 
distances  proportionnelles  prend  le  nom  de  centre  des  moyennes  dis- 
tances. Le  centre  des  moyennes  distances  d'un  système  de  points 
peut  donc  être  considéré  comme  défini  par  cette  propriété  que  sa 
distance  à  un  plan  quelconque  est  la  moyenne  arithmétique  des 
distances  des  points  donnés. 

598.  Nous  allons  considérer  en  particulier  les  cas  oii   les  points 
donnés  sont  au   nombre  de   deux,  trois  ou 
quatre. 

Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  que  deux 
points  A,  B  {fig.  b05)  atfrctés  des  coeflicients 
p,  q.  Le  centre  des  distances  proportionnelles 
est  alors  un  point  de  la  droite  ÀB.  D'autre 
part,  A  et  B  étant  donnés,  ce  centre  peut  coïn- 
cider at>ec  un  point  quelconque  0  de  la  droite  AB,  pour  un  choix 
conve^mble  de  p  et  de  q:  il  suffit  évidemment  de  prendre 


indéterminé.  Iisn 
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Introduisons  le  nombre  t  donné  parla  relation 

p  +  î  +  '^O; 

la  relation  précédemment  obtenue 


entre  les  distances  dos  points  A,  B,  0,  devient 
pa  +  qb  +  to  =  ù. 

Ainsi,  étant  donnés  trou  points  quelconques  en  ligne  droite,  on 
peut  trouver  trois  nombres  non  tous  nuls,  mais  dont  la  somme  est  mille 
et  qui  donnent  lieu  à  la  relation  précédente  entre  les  distances  des  trois 
points  donnés  à  un  plan  quelconque. 

La  condition  précédente  détermine  d'aiSleurs  complètement,  sinon 
les  nombres  p,  q,  t  eux-mêmes,  du  moins  leurs  rapports  mutuels  : 

on  a  (puisque  ^  =  —  —  et  que  p  -f  r/  +  ï  =  0) 

Jl^S-^     ?'  +  g     — L.^  J_ 

BO       OA       BO  +  OA  ""         BA       AB' 

599.  Soient  à  présent  trois  points  A,  B,  C    {fi(/.  506),  que  nous 
supposerons  former  un  triangle;  soient  encore 
^  p,q,  r  les  coefficients  correspondants. 

Si    nous    divisons     BC     dans     un     rapport 
MB 
MC" 

ncllcs  cherché  0  est  situé  sur  la  droite  AM. 
On  voit  que  ce  point  est  nécessairement  dans  le 
plan  ABC. 

En  divisant  de  même  CA  dans  un  rapport  r^r  =  —  -  et  AB  dans 

un  rapport  — ■  =  —  -,  les  droites  BN,  CP  donnent  deux  nouveaux 
'^'^       PB  p 

lieux  du  point  0, 

Il  résulte  de   là  une   nouvelle  démonstration  du   théorème   du 

ii"197(PI.,Compl.  dulivrelll). 
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Si,  en  effet,  les  côtés  d'un  triangle  ABC  sont  divisés  par  les  points 
^MB    NC 

'  MO ' NA ' 
demment  poser 


et,  on  vertu  de  la  relatioi 
sairement 


MB  NC    PA  ^ 

mc"na'pb  "" 


PB 


Les  remarques  précédentes  montrent  dès  lors  que  les  trois  droites 
AM,  BN,  G?  concourent  en  un  même  point,  à  savoir  le  centre  des 
distances  proportionnelles  des  points  A,  B,  C. 

599  bis.  S'il  s'agit  du  centre  des  moyennes  distances  des  trois  points 
A,  B,  C,  les  droites  AH,  BN,  CP  sont  les  médianes  du  triangle  formé 
par  ces  points.  Le  centre  des  moyennes  distances  n'est  donc  autre 
cliose  que  le  point  nommé  précédemment  centre  de  (jravilé  du 
triangle  ABC. 

600.  Coordonnées  Jbarycentriqnes  planes. 

Inversement,  soient  donnés  le  triangle  ABC  et  le  point  0  de  son 
plan.  Joignons  0.\,  et  soit  M  le  point  où  cette  droite  coupe  BC.  Si 
nous  prenons  deux  nombres  q,  r,  satisfaisant  il  la  relation 

MB       _»• 
MC"^        q 

puis  un  nombre  p  déterminé  par  la  proportion 


OA  q  +  r 

le  point  0  sera  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  points 
A,  B,  C,  affectés  des  coefficients  p,  q,  r. 

Ainsi,  étant  donnés  quatre  points  dont  les  trois  premiers  ne  sont  pas 
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en  ligne  droite,  on  peut  affecter  ceux-ci  de  coefficients  tels  que  leur 

centre  des  distances  proportionnelles  soit  le  quatrième  point  donné. 

Le  raisonnement  semble  en  défaut  lorsque  la  droite  OA  est  paral- 
lèle à  BC  ;  mais  on  pourra  alors  le  recommencer,  soit  en  considérant 
la  droite  OB  et  te  cùté  CA,  soit  en  considérant  la  droite  OC  et  le  côté 
AB  {'). 

Les  rapports  mutuels  des  quantités  p,  q,  r  sont  d'ailleurs  déter- 
minés quand  on  donne  le  point  0  (puisque  ce  sont  les  rapports  dans 
lesquels  les  droites  OA,  OB,  OC  divisent  respectivement  les  côtés 
BC,  CA,  AB). 

On  donne  le  nom  de  coordonnées  barycenlriques  du  point  0,  par 
rapport  au  triangle  de  référence  ABC,  aux  coefficients  p,  q,  r  ainsi 
choisis.  Les  coordonnées  bar ycen triques  d'un  point  déterminé,  par 
rapport  à  un  triangle  déterminé,  sont  déterminées  à  un  facteur 
commun  près. 

Inversement,  à  tout  système  de  coordonnées  p,  g,  r,  tel  que 
la  somme  p-i-  ç  -j-r  soit  différente  de  zéro,  correspond  un  point 
déterminé  situé  dans  le  plan  du  triangle. 

Remarque.  —  Si  l'on  mène,  par  les  points  A,  B,  C,  0,  des  paral- 
lèles h  une  même  direction  quelconque,  jusqu'à  rencontre  en 
Al,  B„  Cj,  0,  avec  un  plan  P,  le  point  0,  aura,  en  vertu  de  la  défini- 
tion précédente  et  du  n"  594  (Remarque),  les  mêmes  coordonnées 
barycenlriques,  par  rapport  au  triangle  A,  B,  C,,  que  !e  point  0  par 
rapport  au  triangle  ABC. 

601.  La  considération  des  aires  permet  de  donner  une  interpré- 
tation simple  des  coordonnées  barycentriques  planes. 

Considérons,  en  effet,  les  deux  triangles  ABM,  ACM.  Ces  deux 
triangles,  qui  ont  évidemment  même  hauteur,  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases  MB,  MC.  Pour  la  même  raison,  ce  même  rap- 
port —  est  égal  au  rapport  des  triangles  0MB,  OMC.  11  vient 
donc,  en  vertu  d'un  théorème  connu  sur  les  proportions 

MB  _  AMB  _  0MB  _  AOB 

MC  "  AMG  ~  OMC  ~  AOC 
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puisque  le  triangle  AOB  équivaut  à  la  somme  ou  à  la  différence  des 
triangles  AMB  et  0MB,  le  triangle  AOC  étant  en  mêriie  temps  équi- 
valent à  la  sommeou  h  la  différence  des  triangles  AMC  et  OMG. 

Le  rapport  --  -  est  donc  égal,  en  valeur  absolue,  au  rapport  -. 

Mais,  de  plus,  nous  pouvons  remarquer  que  si  la  droite  AO  coupe  le 

côté  BG  lui-même  (c'est-à-dire  si  -  est  positif)  les  deux  triangles 

AOB,  AOC  sont  tous  deux  additifs  (voir  PI.  ;  Note  D,  315,  fig.  228-^29) 
ou  tons  deux  soustractifs  {ibid.,  fy.  230),  au  lieu  que  si  la  droite 
AO  coupe  l'un  des  prolongements  de  BC,  ces  deux  triangles  sont 

l'un  additif,  l'autre  soustractif,  en  même  temps  que  le  rapport - 

deviendra  négatif.  Si  donc  on  fait  précéder  chacun  des  angles  BOC, 
COA,  AOB  du  signe  +  ou  du  signe  —  suivant  qu'il  est  additif  ou 
soustraclif,  h  rapport  ~  sera,  en  i/randeur  et  signe,  égal  au  rapport 

des  triangles  AOB,  AOC. 

En  faisant  des  raisonnements  analogues  relativement  aux  autres 
cotés  du  triangle  ABC,  on  arrive  évidemment  à  la.  conclusion  sui- 
vante : 

Les  coordonnées  barycentrigues  d'un  point  sont,  en  grandeur  et 
signe  (moyennant  la  convention  qui  vient  d'être  établie),  propor- 
tionnelles aux  aires  des  triangles  qui  ont  pour  sommet  commun  ce 
point  et,  pour  bases  respectives,  les  côtés  du  triangle  de  référence. 

602.  Introduisons  le  nombre  t  défini  par  la  rdation 

p  +  q  +  r+t^() 

Alors  la  relation,  précédemment  trouvée,  entre  les  distances 
a,  II,  c,  0  des  points  A,  B,  C,  0  à  une  droite  quelconque  du  pian  ABC 
ou  à  un  plan  quelconque 

_  pft  -\-  gb-\-  rc 
"-      p+q+r 
peut  s'écrire 

pa  ~{-  (//'.+  rc  -\-to=^0- 

Ainsi,  quatre  points  quelconques  étant  donnés  dans  un  plan,  on 
peut  trouver  quatre  nombres  p,  q,  r,  t  dont  la  somme  est  nulle  et  tels 
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que  les  dislances  des  quatre  points  donnés  à  un  plan  quelconque,  mul- 

lipUées  respectivement  par  ces  quatre  nombres,  donnent  une  somme 

nulle. 

Le  raisonnement  précédent  cesse  d'être  valable  lorsque  les  trois 
points  A,  B,  G  sont  en  ligne  droite.  Mais  alors  nous  savons  (598) 
qu'on  peut  trouver  les  nombres  p,  q,  r  tels  que  l'on  ait 

pa  +  f,è  +  rc  =  0, 

ce  qui  est  la  relation  précédente,  (  étant  pris  égal  à  zéro. 

603.    Coordonnées    barycentriques    dans    l'espace.  — 

Considérons  maintenant  le  cas  oii  l'on  part  de  quatre  points  A,  B, 
C,  D  {fiq.  SOT)  non  situés  dans  un  même  pian,  p,  q,  r,  s  étant  les 
coefficients  affectés  à  ces  points,  on  pourra  com- 
mencer par  prendre  le  centre  des  distances  pro- 
A  portionnelles  des  points  A,  B,  C  affectés  des  coef- 

//(  \  lieients  p,  q,  r,  —  autrement  dit,  le  point  M  du 

/  ''m'-'-  \         P'*"  ABCqui  a  pour  coordonnées  barycentriques, 
fl^..,^;ji,--i^c      par  rapport  à  ce  triangle,  les  nombres  p,  q,  >', 
\J/^  —  puis  prendre  sur  DM  !e  point  0  tel  que 

Fin.  (iOT.  OM  _  .>; 

Par  exemple,  si  les  coefficients  p,  q,  r,  s  sont  tous  égaux  à  +  li 
le  point  0  appartiendra  à  la  droite  qui  joint  le  point  D  au  centre  de 
gravité  du  triangle  AbG,  de  sorte  que  cette  droite  et  les  trois  autres 
droites  joignant  le  point  A  au  centre  de  gravité  du  triangle  BCD,  le 
point  B  au  centre  de  gravité  de  CDA,  le  point  C  au  centre  de  gravité 
de  DAB,  concourent  en  un  même  point, 

Inversement,  0  {ftg.  507)  étant  un  point  quelconque  de  l'espace, 
on  pourra  toujours  déterminer  les  coefficients  p,  q,  r,  s  de  manière 
que  le  centre  des  distances  proportionnelles  obtenu  soit  le  point  0. 
Il  suffira  de  prendre  pour  p,  q,  r  les  coordonnées  barycentriques, 
par  rapport  au  triangle  ABC,  du  point  M  où  la  droite  DO  coupe  le 
plan  ABC,  et  pour  s  le  nombre  défini  par  la  relation  écrite  tout  à 
l'heure. 

Les  coefficients  p,  g,  r,  s,  qui  sont  ainsi  déterminés  à  un  facteur 
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commun  près,  sont  dits  les  coordonnées  banjcentriques  du  point  0, 
par  rapport  au  tétraèdre  de  référence  ABCO. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  que  ces  coordonnées 
barycentriques  sont  proportionnelles  aux  quatre  tétraèdres  ayant 
pour  sommel  commun  le  point  considéré  et  pour  bases  respectives 
les  faces  du  tétraèdre  de  référence,  et  que  cette  proportionnalité  a 
lieu  en  grandeur  et  signe,  si  l'on  a  soin  d'affecter  les  tétraèdres  en 
question  du  signe  +  ou  du  signe  —  suivant  qu'ils  sont  additifs  ou 
soustraetifs  {'). 

604.  Introduisons  le  nombre  I  défini  par  la  relation 

p  +  q  +  r  +  s  +  t  =  0- 
La  relation 

^  ^pa  +  qb-i-rc^sd 
^  +  5  +  »'  +  ^ 
qui  a  lieu  entre  les  distances  des  cinq  points  A,  li,  C,  1),  0  à  un  plan 
quelconque,  pourra  s'écrire 

pa  +  g&  +  rc  -{- sd -\-  io  =  i). 

Donc,  étant  donnés  cinq  points  do  l'espace,  on  peut  trouver  les 
cinq  coefficients  p,  q,  r,s,  t  donnant  lieu  àla  relation  précédente.  On 
prouvera  d'ailleurs,  comme  tout  à  l'heure  (602),  que  la  conclusion 
n'est  pas  en  défaut  si  les  points  A,  B,  C,  D  cessent  de  former  un 
tétraèdre. 

605.  On  définit  en  mécanique  le  centre  de  gravité  d'une  figure 
quelconque.  Cette  définition,  dans  le  cas  d'un  polygone  ou  d'un 
polyèdre  homogène  (cette  condition,  absolument  essentielle,  est  impli- 
citement supposée  dans  ce  qui  va  suivre)  conduit  aux  conclusions 
suivantes  : 

Le  centre  de  gravité  d'un  triangle  est  le  point  de  concours  de  ses 
médianes,  conformément  à  la  dénomination  que  nous  avons  adoptée 
depuis  le  n'SS  bis. 

Le  centre  de  gravité  d'un  polygone  plan  quelconque  s'obtient  en  le 
décomposant  en  triangles,  dont  on  prend  les  centres  de  gravité,  et  pre- 
nant le  centre  des  distances  proportionnelles  des  points  ainsi  obtenus. 
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affectés  de  coefftcienls  respectivement  égaux  aux  aires  des  triangles 
correspondants  ('}. 

Le  centre  de  gravité  d'un  tétraèdre  est  le  point  oit  se  coupent  (603) 
les  droites  çui  joignent  chaque  sommet  au  centre  de  gravité  de  la  face 
opposée. 

Le  centre  de  gravité  d'unpolyédre  quelconque  s'obtient  en  le  décom- 
posant eh  tétraèdres  el  opérant  comme  il  vient  tl'ôlre  expliqué  pour 
les  polygones  dans  le  plan  (le  mot  aire  étant  remplacé  par  !e  mot 
volume). 

606.  Théorème.  —  Si  on  coupe  un  prisme  par  différents  plans,  les 
centres  de  gravité  des  sections  ainsi  obtenues  sont  sur  une  mflme  paral- 
lèle mia:  arêtes. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  nous  iippiiicrons  siirlclcmmi; 
suivant  : 

Lemme.  —  La  surface  d'un  polygone  situé  dans  un  plan  fixe  P  est, 
avec  sa  projection  sur  un  autre  plan  fixe  P',  dans  un  rapport  constant, 
quel  que  soit  le  polygone. 
*  Dans  la  démonstration,  nous  distingue- 

rons plusieurs  cas  : 
1°  Soient  d'abord,  dans  le  plan  P,  deux 
\       y^      :     >■]       triangles  ABD,  ACD  (fig.  o08)  qui  ont  un 
/   Bi^^^^^^TT^^"^'     /         cfltécommunADetdontlesprojectionssu.r 
/  "7  le  plan  P'  sontA'B'D',  A'C'D'.Sip,  ?,  r  sont 

YiB.  308.  les  coordonnées  barycenlriques  du  point  D, 

rapportées  au  triangle  ABC,  autrement  dît 
si  le  point  D  est  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  points 

A,  B,  C  affectés  des  coefficients ^j,ç,  r,  le  rapport  -;  sera   celui    des 

triangles  ACD,  ABD.  Ce  rapport  sera  donc  égal  à  celui  des 
triangles  A'C'D',  A'B'D',  puisque  le  point  D'  a,  relativement 
au  triangle  A'B'C,  les  mêmes  coordonnées  barycentriques  que  Je 
point  )>,  relativement  au  triangle  ABC. 

2°  Ce  qui  précède  montre  que  le  rapport  d'un  triangle  du  plan  P  à 
sa  projection  sur  P'  ne  change  pas  si  l'on  remplace  le  triangle  consi- 

{<)  U  résulte  de  ladéflnilionniâcatiique  du  ccotreda^mviti;,  que  ne  iioiatest  Jndi^poiidSDt  du 
mode  adopté  pour  In  décomposilion  du  polygoûe  on  triangle?  :  c'est  d'ailleurs  ce  rini  p?ut  se 
voir  direclamcBl  (oioreice  iHV). 
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clérépar  un  autre  (siluiî  également  dans  le  plan  P)  ayant  avec  le 
premier  iin  c61é  commun.  Ce  rapport  est,  par  conséquent,  le  mémo 
pour  deux  triangles  ABC,  ADE  {ftfj.  SÛ9)  du  plan  P  ayant  un  sommet 
commun,  car  on  peut  trouver  un  triangle  {le  triangle  ABD)  ayant 
avec  ABC  un  côté  commun  et  avec  ADE  un  côté 
commun.  Il  est  doue  aussi  le  même  pour  deux 
triangles  quelconques  du  plan  P,  puisqu'on 
peut  toujours  trouver  un  triangle  ayant  un 
sommet  commun  avec  le  premier  et  un  som- 
met commun  avec  le  second.  fiu.  w.-. 

3"  Si  enfin  il  s'agit  d'un  polygone  quelcon- 
que, on  peut  décomposer  ce  polygone  en  triangles.  Le  rapport  en 
question  est  le  même  pour  tous  ces  triangles  et  a,  par  conséquent, 
encore  la  même  valeur  pour  le  polygone  entier,  d'après  un  théorème 
connu  sur  les  proportions  (comparer  PI.,  257}. 


Corollaires.  —  I.  Le  rapport  de  l'aired'un  polygone  pla»  à  cdic  d'- 
sa  projection  est  égal  au  cosinus  de  l'angle  des  deux  plans. 

Nous  savons,  en  efl'et,  que  ce  rapport  est  indépendant  du  poly- 
gone choisi.  Nous  prendrons,  pour  ce  polygone,  un  triangle  ABC 
ayant  sa  base  BC  sur  l'intersection 
des  deux  plans  P  et  P'  {fig.  SIO).  Si 
BCA'  est  la  projection  de  ABC  sur  le 
plan  P'  etque  AH  soit  la  hauteur  du 
triangle  ABC,  A'H  est  (théorème  des 
trois  perpendiculaires),  la  hauteur 
du  triangle  BCA'.  De  plus,  l'angle 
on  H  du  triangle  rectangle  AA'H  est 
égal  à  l'angle  des  deux  plans  P,P' et, 


a  cosinus  de  col  angle.  Or 


par  conséquent,  ie  rapport  -t-ff  ^^^ 

ce    rapport  est  égal  au  rapport  des  deux  triangles  A'BC,   ABC, 

puisque  ceux-ci  ont  même  base. 

II.  Le  lemme  précédent  s'applique  aune  aire  curviligne  quelconque 
S  située  dans  te  plan  P  el  à  sa  projection. 

En  effet,  par  définition  (PI.,  260,  note),  l'aire  S  (^j.  511)  est  la 
limite  d'une  aire  polygonale  inscrite  s.  Si  S',  s'  sont  les  projections 
de  S,  s  sur  le  plan  P',  lorsque  le  nombre  des  eûtes  du  polygone  s- 
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jiugmentera  indéfiniment  de  inaniÈrc  que  chacun  d'enx  tende  vers 
ïcro,  les  mêmes  circonstan- 
ces se  présenteront  pour  le 
polygone  /. 


Donc,  lorsque  s  tendra. 
S  ces  a.. 


i  élant    l'angle    des    deux 
plans. 
S,  s'  tendra  vers  une  limite  S'  égale  h 


607.  A  Taide  du  lemme  qui  vient  d'être  démontré,  il  va  nous  être 
facde  de  démontrer  le  théorème  précédemment  énoncé. 

Nous  allons  démontrer  que  H  l'on  mène,  dans  une  surface  prisma- 
tique, une  section  droite  et  mic  section  oblique,  le  centre  de  gravité  de 
la  section  oblique  se  projette,  sur  le  plan  de  la  section  droite,  au  centre 
de  (/ravité  de  cette  dernière. 

Si  d'abord  le  prisme  est  triangulaire,  le  fait  résulte  (fig.  512)  de 
la  remarque  du  n°  594,  en  vertu  du  n°  599  bis. 

Si  maintenant  le  prisme  est  polygonal,  on  peut  le  décomposer  en 


prismes  triangulaires  (fig.  bl3)  qui  donneront,  dans  le  plan  de  la 
section  oblique,  les  triangles  T„  T^,  T,,...  et,  dans  le  plan  delà  sec- 
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lion  droite,  les  triangles  („  (j,  t^,...  Soient  G,.  Gj,  Gj,  le»  centres  de 
gravité  de  T,,Tj,  T^,...;  g„  g^,  g,,  les  centres  de  gravité  de  t„  t^,  („,., 
lesquels  sont  (comme  nous  venons  de  le  voir)  les  projections  de 
•jj!  %^  Ctsi  sur  le  plan  de  la  section  droite.  Le  centre  de  gravité 
G  de  la  section,  oblique  est  le  centre  des  distances  proportionnelles 
des  points  G„  Gj,  Gg,  affectés  de  coefficients  proportionnels  aux  aires 
T„  Ta,  Tj,...;  et,  d'autre  part,  le  centre  de  gravité  g  de  la  section 
droite  est  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  points 
9i'9î^9s>---'  affectés  des  coefficients  /„  (2,  Is,-..,  lesquels  sont(lemme 
précédent)  proportionnels  aux  premiers.  Donc  le  point  g  est  (594, 
Rem.)  la  projection  de  G. 

Donc  aussi,  lorsque  le  plan  de  la  section  oblique  varie,  le  point  G 
décrit  la  parallèle  aux  ariHcs  menée  par  g. 

0.  Q,  F.  u. 

608.  Volume  du  troue  de  prisme. 

Théorème-  —  Le  volume  d'un  tronc  de  prisme  quelconque  est  égal 
au  produit  de  l'une  des  bases  par  la  distance  du  centre  de  gravité  de 
l'autre  base  au  plan  de  la  première. 

Nous  distinguerons  deux  cas  : 

1°  Le  tronc  de  p}-isme  est  triangulaire.  Soient  ABC,  DEF  {fy.  y!2) 
les  deux  bases,  G  le  centre  de  gravité  du  triangle  DKF  ;  d.  «,  /",  g, 
les  distances  des  points  D,  E,  F,  G  au  plan  ABC. 

Le  volume  du  tronc  de  prisme  est  (409) 


3 
mesuré  par  le  produit  ABC  x  g- 

2°  Le  tronc  de  p-isme  est  polygonal.  On  le  décomposera  en  troncs 
de  prismes  triangulaires  dont  les  bases  sont  Ti,!^,  Tj,...,  dans  le  plan 
P  delà  base  inférieure  ;  T,,T'g,  T',,..,  dans  le  plan  P'dela  base  supé- 
rieure. Si  ^i,  S'a, S'a,...  sont  les  distances  des  points  G\,  G'g,  G'3,...  au 
plan  P,  on  a  (1"),  pour  le  volume  du  tronc  : 

V  =  3.T,  +  ^,T,+  ff„T,+  ... 
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Mais,  si  (j  est  la  dislance,  au  plan  P,  du  cenli-i;  de  gravité  de  la  base 
supérieure,  on  a 

''""  T,'  +  T/  +-IV  +  ... 

^    .'/.'l'i+gi'''^  +  gaT,+  .- 
Ïi  +  T,  +  T,+  ... 

puisque  les  triangles  T,',  T^',  1\'...  sont  proportionnels  à  t,,!^,  %■■■ 
(comme  ayant  les  mêmes  projections  sur  un  plan  dfi  section  droite). 
Tirant  g,  T,  +  ff^  Tj  -f-  g^  'l\  -\-  ...  de  cette  égalité,  il  vient  bien, 
conformément  à  l'énoncé, 

v--î(T,  +  ï,  +  T, +  .,..;. 

Corollaires.  —  I,  Un  tronc  de  prisme  est  équivalent  au  prisme  que 
roti  obtiendrait  en  substituant  à  la  base  supérieure  une  section  menée 
par  le  centre  de  gravité  de  celle  base  et  parallèle  à  la  base  inférieure. 

Par  conséquent,  aussi  : 

II.  Le  volume  du  tronc  de  prisme  a  pour  mesure  le  produit  de  la 
section  droite  par  la  dislance  des  centres  de  gravité  des  deux  bases. 

ni.  Le  théorème  précédent  monlve  bien  qae  la  position  trouvée, 
pour  le  centre  île  gravité  d'un  polygone,  par  le  procédé  du  n°  605,  est 
indépendante  du  mode  de  décomposition  du  polygone  en  triangles.  En 
premier  iieu,  en  effet,  les  raisonnements  des  n™  607-608  ne  suppo- 
sent nullement  que  cette  indépendance  soit  établie  (ils  sont  valables 
en  supposant  que  le  prisme  ait  élé  décomposé  d'une  manière  déter- 
minée en  prismes  triangulaires).  Dès  lors,  un  polygone  plan  quel- 
conque étant  donné,  cimsidérons-le  comme  l'une  des  bases  d'un 
tronc  de  prisme,  l'autre  base  étant  dans  un  plan  quelconque  P.  Si  S 
est  Taire  de  celle  seconde  base,  g  la  distance  du  centre  de  gravité 
du  polygone  donné  au  plan  P,  V  le,  volume  du  tronc  do  prisme,  on 
aura  (théor.préc.) 


Cette  formule  montre  que  la  distance  g  du  centre  de  gravité  G  au 
plan  P  est  indépendante  de  la  manière  dont  on  a  décomposé  lepoly- 
gone  en  triangles  pour  trouver  le  point  G.  Comme  le  plan  P  est  do 
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direction  quelconque,  il  en  résulte  (comparer  594)  que  la  position  du 
point  G  est  indépendante  de  ce  mode  de  décomposition, 

609.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  carrés  de 
leurs  dislances  è  des  points  donnés,  multipliés  respectivement  par  des 
coefficients  donnés  {positifs  ou  négatifs),  aient  une  somme  algébrique 
égale  à  une  quantité  donnée. 

Soient  les  points  donnés  A,  B,  C,  1), ...  et  les  coefficients  corres- 
pondants (positifs  ou  négatifs)  p,  ç,  r,  s,  ...  Nous  avons  à  chercher 
le  lieu  des  points  tels  que  l'on  ait 


?<-MA--|-'/-llir- 


■  MC"  - 


-rk. 


le  étant  un  nombre  donné. 

Supposant  la  somme  p  -[~ij  -^  r  -\-  ...  différente  de  /,éro,  soit  0  le 
centre  des  distances  proportionnelles  des  points  donnés,  affeclés 
des  coeflîcients  }i,  q,  r,  s,  ...  Joignons  OM  el 
soit  Oa  {fig.  314)  la  projection  de  OA  sur  cette 
droite,  le  segment  Oa  étant  compté  en  gran- 
deur et  signe  avec  OM  comme  sens  positif. 

On  aura,  quelle  que  soi,t  la  position  du  point  n, 


f:< 


W^  : 


:  OM'  +  Oâ'  — 20M-0f(. 


Car  si  le  point  a  est  du  même  côté  de  0  que  le 
point  M,  le  segment  Oa  est  positif,  l'angle  AOM  ^"'-  ■*'' 

aigu    et    l'on   retrouve    l'énoncé    du    n^    126, 
1°  (PI.,  livre  III);  si,  au  contraire,  le  pointa  est  sur  OM  prolongé 
au  delà  de  0,  le  segment  Oa  est  négatif,  l'angle  AOM  obtus,  et  l'éga- 
lité précédente  résulte  de  la  seconde  partie  du  même  théorème. 

Si,  de  même;  06,  Oc,  ùd  ...  sont  les  projections  de  OB,  OC,  CD,  ... 
sur  OM,  comptées  en  grandeur  et  signe  dans  les  mômes  conditions. 


MTï' =  01' 4- <5B' —  2OT  ■  Ô5 
MC^  =  OM'  +  OC'  —  20M-  Oc 


Multipliant  l'égalité  obtenue  tout  à  l'heure  par  p,  celles  que  nous 
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venons  d'écrire  par  q,  r,  s,  ...  respectivemcnL,  et  fijouLant,  i 


=  (p  +  ç  4-  ,.+  ...)  ÔM'  +  ;j .  Ô7\'  +  î  ■  U  r'  +  <■■  ÔC^)-  . 


Mais,  au  second  membre,  la  parenthèse  du  (.iornier  terme 

p-Ô^-l-  q-UÔ-^-r-iSc  +  ... 

est  nulle,  en  verlu  du  chois  du  point  0  ;  car  les  quantités  Oa,  0^, 
Oc  ...  peuvent  être  considérées  comme  les  distances  (comptées  en 
grandeur  et  signe)  des  points  A,  B,  C,  ...  à  un  même  plan  mené 
par  0,  celui  qui  est  perpendiculaire  à  OM  {fig.  MA). 
L'égalité  précédente  se  réduit  donc  à 

pMÂ'  +  ç  ■  MB' 4- r.  MX' -[-■...  =  (p^l  +  ■'  +  .-■)  ÔM'  +  ; 

en  désignant  pai'  /  la  quantité  p •  0A  -{-  cj  -(M  +  ''  ■  'ÎC  +  -  . , 
laquelle  est  indépendantp-  de  la  position  du  point  M, 

Ainsi  écrite,  celte  égalité  montre  que  la  condition  nécessaire  el  suffi- 
sante pour  que  la  somme  algébrique^)- MA^'+ î*  ^If  +  '''MC  -f  ... 
soit  constanle  est  que  OM  soil  constant. 

Donc  le  lieu  demandé  est  une  sphère  de  centre  0. 

610.  Le  raisonnement  précédent  serait  en  défaut  si  la  somme 
P  +  9  +  '■  +  -■■  é**''  nulle.  Dans  ce  cas,  en  efl'et.  le  lieu  ne  serait 
pas  une  sphère,  mais  un  plan. 

Pour  le  voir,  divisons  les  points  donnés  en  deux  groupes,  de 
manière  que,  dans  chacun  de  ces  deux  groupes,  la  somme  des  coef- 
ficients soit  différente  de  zéro  (ce  qui  est  évidemment  possible  dès 
que  les  coefficients  ne  sont  pas  tous  nuls  (')),  le  centre  des  distances 
proportionnelles  du  premier  groupe  étant  0,  celui  du  second  0'. 
Supposons,  par  exemple,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  quatre 
points  dont  deux.  A,  B,  appartiennent  au  premier  groupe,  les  deux 
autres,  C,  D,  au  second.  Les  coefficients^,  17,  r,  s  sont  alors  tels  que 
les  deux  sommes  p  +  ?,''  +  -S  différentes  de  zéro,  sont  égales  et  de 
signes  contraires. 

(IjU  est  flair  que  le  praliliiiiû  cos'jerftib  de  se  raser  si  tous  les  coeffioiouls  élaionl  nuls. 


y  Google 


CENTBE  DES  BISTANCES   PR 0 P OR TlOPi BELLES.  307 

Nous  aurons,  comme  précédemment, 

f/ .  MX'  +  7  ■  MB'  —  {p-{-ij)WC  +  l 

f-MC'  +  s.¥13'=  {r+  s)  WT  +  r  =  — l/»  +  î)OTl'-i"  /' 

en  désignant  par  t,  l'  respectivemenl,  les  sommes  p  •  Oâ.  -|-  r/  -Tyïi'. 
r-O'G^  -j-  s-O'D  ,  En  ajoutant  ces  deux  égalités,  il  vient  ; 
p-MI'  +  5.MB'+!--Hïf-+î-¥D'  =  (p  +  î)(aM"'  — (yM')  +  i  +  f. 
Donc  la  condition  p  ■  MA"  -\-  q  ■  MB  +  r  -MC  +  s  -  MD  =  const. 
équivaut  k  OM  —  O'M  =  const.,  c'est-à-dire  donne  pour  lieu  du 
point  M  un  plan  ('), 

611.  Dans  Téquation  finale 

p-MÂ^  +  </-Ml'  +)-.MC'...  ^(p  +  1  -\-  r+  ...]  0M'  +  / 

du  n"  609,  introduisons  (comme  au  n"  604)  la  quantité  l  déliuio  par 
la  relation 

p  +  q  +  r  +  ...  +  t  =  0: 
i!  vient 

p  ■  ma'  -h  q  -¥6'+  )*■  MC"'  +  ...  +1  ■  MÔ'  =  /. 

Supposons  qu'il  y  ait  trois  points  A,  B,  G  et  soit  0  un  point  situé 
dans  leur  plan.  Nous  savons  qu'on  peut  déterminer  les  coefficients 
p,  q,  r  de  manière  que  0  soit  le  centre  des  distances  proportionnelles 
des  points  A,  B,  G. 

Ainsi,  étant  donnés  quatre  jyoinis  A,  B,  G,  0  d'un  plan  i^)  il  existe 
toujours  quatre  nomàresp,  g,r,  t  non  tous  nuls,  mais  dont  la  somme 
est  nulle,  tels  que  la  somme  p-MK  -j-q-MB  -f  r-MC  -f  lUO  soil 
indépendante  de  la  position  du  point  M, 

Par  un  raisonnement  tout  semblable,  on  voit  que,  étant  donnés 
cinq  points  quelconques  A,  B,  C,  D,  0  de  l'espace,  il  existe  cinq  nombres 
p,  g,  r,  s,  t,  non  loiis  nuls,  mais  dont  la  somme  est  nulle  tels  que  la 
quantité  p  ■  M!' -\-  ^-MB^  -j-  r-MC^+^-MD^  +  (■  W}^  soil  i 
dante  de  la  position  du  point  M.    . 


(1)  DaQS  le  cas  (n-  596.  note 

)  0(1  le  pi 

lint  0'  CDïnoidarait  avec  le  point  0,  il  est  olai 

fquB  1) 

lemij  CO' 

■■Jtanle,  guet  que  soit  le  point  M. 

L  défaut  a 

liloB  points  A,B,C  étaient  on  ligne  droilo;  on 

ak,ra,oon.mB  au  n-80a,  quels 

lubsiata,  (étant nul.  La  forniulooinei  obtenue  r 

10  serai 

autro  quo  eollo  do  Stewart  (PI. 

,  127). 
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612.  Relations  entre  les  (Itstanecs  mutiielles  de 
quatre  points  d'un  plan. 

Soient  A,  B,  C,  0  quatre  points  d'un  plan.  Désignons  par  x,  y,  z, 
a,  b,  c,  respectivement, les  distances  OA, 
OB,  OC,  BC,  CA,  AB. 

II  existe  une  relation  entre  les  six 
quantités  x,  y,  z,  a,  b,  c.  En  effet,  con- 
naissant «,  6,  c,  on  peut  construire  le 
triangle  ABC  (/îff.  515),  après  quoi,  les 
circonférences  de  centres  respectifs  B, 
C  et  de  rayons  y,  s  donnent  deux  lieux 
Fie.  sib.  du  point  0.  Ces  deux  circonférences  se 

coupent  en  deux  points  0,  0'  [fig.  515) 
et,  par  conséquent,  lorsqu'on  donne  a,  b,  c,  y,  z,  la  quantité  x  ne 
peut  avoir  que  deux  valeurs. 

Pour  trouver  la  relation  dont  nous  venons  de  constater  l'exis- 
tence, nous  emploierons  le  résultat  obtenu  au  numéro  précédent. 
Soient  doncp,  q,  r,  t,  quatre  nombres  de  somme  nulle  et  tels  que 
l'on  ait 

p.  WÂr  +  q.  "MB'-  +  r.  MC^  +  (.  MÔ^  =  l 

l  étant  indépendant  de  la  position  du  point  M. 

Nous  ferons  coïncider  successivement  le  point  M  avec  les  points 
A,  B,  C,  0  ;  il  viendra,  en  tenantcompte  des  désignations  précédem- 
ment adoptées  pour  les  distances  mutuelles  des  quatre  points  en 
question, 

qc^  -t-  rb^  +  1x^  =  1 

^''  pb'-\-(}n^  -l^lz^  =  l 

px'  +  qy'  +  rz^  =  l 

Si  nous  tenons  compte  de  la  condition 

(2)  j,  +  ry  +  r  +  (  =  0, 

nous  aurons  cinq  équations  homogènes  du  premier  degré  entre 
lesquelles  nous  pourrons  éliminer  les  cinq  inconnues,  non  toutes 
nulles,  p,  q,  r,  (,  /. 
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.    Pour  faire  cette  élimination  ('),  écrivons,  par  exemple,  les  ti'oi 
premières  équations  sous  la  forme 

f'^c'^      «'  II'  (■ 
r^p  ^  f  ('  -  '!/') 


''   . 


r*'(i~ 

lf]  + 

cV 

— 

-••']- 

■'  1 

-tOi 

L 

'{»■  + 

•-»■) 

ïa 
—  t 

'f 

J.  +  C 

,, 

J 

l(c-  +  a 

•-*•) 

—  t 

6- 

x^ 

-  i'  <;'l 

'("■  + 

^  — c=} 

'In 
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Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  la  dernière  équation  (i) 
et  dans  l'équation  (2),  celles-ci  deviennent,  l'une 

(3)      l^a\b^  +  c"  —  a')x''  ~  fSa^x^{bY  +  r?z^  —  «V)  ==  ItaH'^c' 

(en  désignant  par  Sa^(é^4"'^^  —  o^Ja;' la  somme  ((^(ô'  +  c^  —  a^)x^ -\- 
b\c^  -|-  a'  —  ô^)î/'  -|-  c^a^  +  ô°  —  c*)ï'  et,  de  même,  par  Sa^a;'  {by^  -f 
cV  —  a%')  la  somme  de  la  quantité  a^xHb'^tf^ -\- ch^  —  «V)  et  des 
deux  autres  analogues)  ;  l'autre 

{4}  lT.a\b^  +  c^  —  a")  —  fZa\bY  +  c=z=  —  «'-ï')  -  h  2(o^è'c^  =^  0. 
La  quantité 
i:«=(6«  +  c^  __  a^)  =  o^(6^  +  c'-  -  a')  +  &^(c^  +  «^  -  é^)  + 

c*(<i=  +  ô=  —  &)  =  Wâ  +  2cV  +  2a'6^  —  a'  —  ft'  —  c' 
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représente  {PI.,  251)  16  J'ois  le  carré  de  la  surface  S  du  triangle  AHC. 
De  même,  la  quantité  SaV(iy  +  cV  —  aV)  représente  16  fois 
le  carré  de  la  surface  du  triangle  dont  les  côtés  sont  mesurés  par 
ax,  by,  cz. 

Enfin,  il  faut  remarquer  que  la  somme 

^a\bY  +  c^==  -  «V)  =  a\by^  +  cH'  +  o?x')  +  bH,e^^  -\-  ah;-  -  bhf) 

est  identiquement  égale  !i  2o^{t^ -|-  c^  —  a^')x^.  Les  deux  équations 
(3)  et  [k]  s'écrivent  donc 


(4')  16S';  =  ([2rt'(6^  +é  —  a^)x"-  —  2a^i^c^]. 

L'éiiminalion  de  /  et  de  i  est  immédiate  et  donne 

(S)  [Sa^ib^  +  c^  —  a'-'jx'  —  'iaWcf  =   16S^SflV^iy  +  c^^'^  «'■^')- 

On  peut  ordonner  cette  équation  par  rapport  à  x,  y,  z.  On  obtient 
ainsi  aisément  (en  divisant  par  ia^^c^)  : 

(5')   S«^(a^^  -  >/)  {x'  -  z')  -  i:aH6=  +  c'-  a^)x'-  +  aHV  =  0. 

613.  Nous  avons  à  nous  demander  si,  réciproquement,  la  relation 
précédente  entre  six  quantités  x,  y,  z  est  suffisante  pour  que  ces 
quantités  mesurent  les  distances  mutuelles  de  quatre  points  d'un 
plan.  C'est  ce  que  nous  allons  démontrer  en  supposant  que  l'on 
puisse  construire  un  triangle  ayant  pour  côtés  a,  b,  c. 

A.  cet  effet,  nous  remarquerons  que,  si  les  quantités  a,  b,  c,  x,  y,  z 
satisfont  à  l'équation  (S),  on  peut  (ainsi  qu'on  s'en  assure  aisément 
en  refaisant  en  sens  inverse  les  calculs  précédents)  trouver  les 
quantités  p,  q,  r,  t,  l  satisfaisant  aux  équations  (1)  et  (2). 

Construisons  alors  le  triangle  ABC  qui  a  pour  côtés  a,  b,  c,  et  soit 
0  le  point  qui  a  pour  coordonnées  baryc en  triques  par  rapport  à  ce 
triacgle,  les  quantités  p,  q,  r-  Si  ^',  y',  z'  désignent  les  distances 
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OA,  Oli,  OC,  ; 
que  l'on  ait 


CESTlli:   UKS   DfSTANCblS  PHOPOIITIONNEI.LES. 
■xiste,  ainsi  que  nous  l'avons  ^ 


1  nombre  1/  tel 


(1' 


.  \  Vé 


!  -f  rb^  +  tx"'  =  t 
+  '-«^  +  "J"  -  '' 
■'    /  p/r    +  9«-  +  1^"   =  l' 

px-"  4-  qy'^-  +  rz"  =  /' 

La  comparaison  de  ces  équations  avec  les  équations  fl),  (2)  donne 
aisément  x'  ^  x,  y'  ^  y,  z'  =  z ,  V  ^l  :  d'où  la  conclusion 
demandée. 

Notre  raisonnement  suppose,  nous  l'avons  dit,  que  l'on  puisse 
construire  un  triangle  ayant  pour  côtés  a,  b,  c.  Toutefois,  il  serait 
encore  valable  (')  si  l'on  pouvait  construire  l'un  des  triangles  qui 
ont  respectivement  pour  côtés  a,  y,  s;  à,  z,  x;  c,  x,  y  :  il  suffirait, 
en  effet,  de  le  recommencer  avec  un  changement  de  notation,  le 
point  0  étant  permuté  avec  l'un  des  points  A,  B,  C. 

Mais  il  est  absolument  nécessaire  d'introduire  l'une  ou  l'autre  des 
suppositions  précédentes.  On  peut  trouver  six  quantités  a,  è,  c, 
X,  y,  z  satisfaisant  à  la  relation  (5)  et  qui,  cependant,  ne  représentent 
pas  les  distances  mutuelles  de  quatre  points  du  plan,  parce  qu'au- 
cun des  triangles  ayant  pour  côtés  o,  b,  c;a,  //,  z;  b,  z,  x;c,  x,  y,  ne 
peut  être  construit  (voir  exercices  876,  877). 

614.    Volume    du    tétraèdre    en    fonction    des    arêtes. 

Soient  a   =  BC,  6  =  CA,   c  =  AB,   a  =  DA, 
p  =  DB,  Y  =  BC  les  six   arêtes  d'un  tétraèdre  ^ 

ABCD  (yîp.  5-16).  La  connaissance  de  ces  six 
longueurs  détermine  le  polyèdre  (ex.  617)  et, 
par  conséquent,  son  volume.  Nous  allons  mon- 
trer comment  on  peut,  dans  ces  conditions,  cal- 
culer celui-ci. 

Du  point  D,  soit  abaissée  la  hauteur  DH  —  h,  ^"^-  ^'"^ 

et  désignons  par  x,  y,  z,  les  distances  IIA, 
HB,  HC  :  on  aura,  dans  les  triangles  rectangles  DtlA,   DHB,  DHC, 

HÀ*  =  a:^  =  a^  —  h' 
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Substituons  ces  valeurs  dans  la  relation  (5'),  laquelle  a  lieu  entre 
les  longueurs  a,  b,  t,  x,  y,  z,  puisque  les  points  H,  A,  B,  C  sont  daurt 
un  même  plan.  Il  vient 

i:  a'  (c.^  -  ^■')  (a^  ~  t')  -  2  a'  (6^  +  c=  -  a')  (c^  -  h')  +  a'b'c'  =  I) 

ou,  en  faisant  passer  tous  les  termes  en  P  dans  le  second  membre, 

i:  a'  (a^  ^  r)  {^'  -  -n  --^0?  {/>'  +  c'-  a')  a^  +  a'  b'  c' 
=  —  F  iJa=  [P  -\-  c^  —  a?)  =  —  16  SW, 

S  désignant  toujours  la  svirface  du  triangle  ABC.  Mais  S/i  repré- 
sente trois  fois  le  volume  V  cherché.  Donc  l'expression 

Sa^  (^"  _  fil)  (a^  -  7^)  -  S  a'  [h^  +  <..=  _  û^)  a^  +  a^  é^  c\ 

qui  est  nulle  lorsque  a,  é,  c,  a,  p,  y,  sont  les  distances  mutuelles 
de  quatre  points  d'un  plan,  est,  d'une  façon  générale,  égale  à 
—  16  X  3'.  V^,  en  désignant  par  V  le  volume  du  tétraèdre  qui  a 
pour  arêtes  a,  h,  c,  a,  p,  y. 

615.  Relation  eiiti-e  le«  difittancci^  iniitiielles  de  cinti  i»oiiit« 
de  IViiipace. 

Soient  A,  B,  C,  D,  0  cinq  points  de  l'espace;  a  =  BC,  &  =  CA,  c  =  AU, 
a  ^  DA,  p  =  DB,  ï  =  DC,  x  =  Ok,y=Q%z  =  OC,  u  ^  OD  leurs  dis- 
lances mutuelles.  Il  existe  entre  ces  dis  quantités  une  relation,  comme  on 
le  verra  en  constatant  (par  une  marche' analogue  à  celle  qui  a  été  suivie 
tout  à  l'heure)  que  la  connaissance  des  longueurs  a,  b,  c,  a,  ^,  y  détermine 
le  tétraèdre  ABCD;  la  connaissance  des  longueurs  «,  6,  e,  x,  y,  z,  le 
tétraèdre  ABCO  :  après  quoi  la  quantité  ti  ne  peut  plus  avoir  que  deux 
valeurs. 

Pour  trouver  la  relation  en  question,  on  s'appuiera  sur  l'existence  des 
nombres  p,  q,  r,  s,  t,  de  somme  nulle  et  tels  que  la  quantité  p.WK^  + 
q.WE^  +  r.MC^  +S.MD'  +  t.Wy  soit  une  quantité  indépendante  du  chois 
du  point  M  ;  et,  faisant  coïncider  successivement  le  point  M  avec  A,  B,  C, 
D,  0,  on  écrira  les  équations 

q^i  +  rb^  +  sa^  -^  tx-   ^   l 
p,2  _  j-aî  _L  sp"  +  hj^  =  l 

pifi  4"  î"*  +  ^ï^  +  (js  —  ( 

p„s  +   gpî   -I-  ,-ï'  +  <"=   =   l 

px^  4-  gy^  -1-  ri^  +  sw^  =  l 
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entre  lesquelles  il  faudrait  éliminer  p,  g,  r,  s,  t,  l  pour  avo 
cherchée  ('). 


EXERCICES 

859.  Le  centre  des  dislances  proportionnelles  de  plusieurs  points  afîeclés  de 
coefficients  ilont  la  somme  est  nulle,  s'il  n'est  pas  rejeté  à  l'infini,  est  en  généi^il 
indéterminé.  Si  on  le  recherehe  par  la  méthode  du  n"  694,  le  point  obtenu  n'est 
pas  indépendant  de  l'ordre  dans  lequel  on  prend  les  points  donnés. 

860.  Si  l'on  fait  tendre  les  coordonnées  barvcentrlques  d'un  point  M  vers  des 
nombres  fixes  non  tous  nuls,  mais  dont  la  somme  est  nulle,  le  point  M  s'éloigne  à 
l'iniini  dans  une  (direction  déterminée. 

861.  Lorsqu'un  point  du  plan  d'un  triangle  décrit  une  droite,  ses  coordonnées 
barycentriquen  p,  q,  r  sont  liées  par  une  relation  de  la  forme  ap+  6q  +  cr  =  0, 
les  nombres  a,i,c  étant  constants. 

(Il  suffit  de  prendre  pour  a,  i,  c  les  dislances  des  sommets  du  triangle  à  la 
droite  considérée.) 

Kéciproquement,  le  lieu  des  points  dont  les  coordonnées  barjcen triques  satis- 
font à  une  relation  de  la  forme  précédente  est  une  droite,  sauf  dans  les  cas  où 
a,  b,  et  c  sont  égaux  entre  eux,  et  où  tous  les  points  du  lieu  sont  rejetés  à  l'infini  (<). 

Quelles  sont  les  propriétés  analogues  dans  l'espace? 

863.  ap+  bq  +  cr^O,  a'p-|-È'5'  +  c'''—<l  étant  respectivement  les  équations  de 
deux  droites,  c'est-à-dire  les  relations  entre  les  coordonnées  barycentriques  qui  les 
.caractérisent,  quelles  conditions  doivent  vérifiera,  i,c,  a'  b'  c'  pour  que  ces  droites 


Qnel  est  le  problème  analogue  dans  l'espace  ? 
863.  Appliquer  l'exercice  861  à  la  l'echerche  du  M 
des  distances  k  trois  droites  données  (dans  le  pUn)  ou 


894.  Sur  chaque  face  d'un  téttaèdie  on  piend  un  point  ayant,  par  rnpport  à 
cette  face,  des  coordonnées  baiycentnques  données.  Dans  quel  rapport  le  volume 
du  tétraèdre  qui  a  pour  sommets  le?  quahe  points  ainsi  déterminés,  est-il  avec  le 
uolume  du  tétraèdre  primitif? 

865.  A  tout  polïgone  plan,  on  peut  faire  correspondre  un  segment  tel  que  sa 
projection  sur  une  droite  quelconque  de  l'espace  soit  mesurée  parle  même  nombre 
que  l'aire  de  la  projection  du  polygone  sur  un  plan  perpendiculaire  k  celte  droite. 


(1)  A  l'sido  desdéieri 
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(Ce  sngmpnt  est  perpendiculaire  an  plan  du  polygone  et  sa  lon<tuear  est  mesiii'ée 
par  le  même  nombre  que  l'aire  (In  polygone). 

866.  A  tout  polygone  gauche,  on  peut  faire  correspondre  un  segment  tel  que  sa 
projection  sur  une  droite  quelconque,  soit  mesurée  par  le  même  nombre  que  l'aire 
limitée  par  la  projection  àa  polygone  sur  le  plan  perpendiculaire  à  cette  droite 
(cette  projection  étant  supposée  ne  se  couper  ellfc-même en  aucun  point)  ('). 

Le  théorème  étant  vrai  pour  iin  triangle  [es.  précéd.),  on  remarquera  que  si  oa  a 
formé  les  segments  demandés  pour  deux  polygones  qui  ont  une  partie  commune, 
on  peut  former  un  segment  analogue,  —  le  résultant  (')  des  deux  premiers  —  pour 
le-  contour   formé  en  rénnissant  ces  doux  polygones  et  supprimant  ia  pai'tie 

[Le  théorème  s'étend,  par  voie  de  passage  à  la  limite,  à  un  contour  curviligne). 

867.  Faire  passer,  par  un  point  donné,  un  plan  qui  divise  un  prisme  donné  en 
deux  troncs  de  prisme  dont  le  rapport  soit  égal  à  un  nombre  donné. 

868.  Trouver  toutes  les  sphères  tangentes  â  quatre  plans  donnés,  en  remarquant 
qu'on  connaît,  au  signe  prés,  les  coordonnées  harycen triques  du  centre  d'une  telle 

Montrer  que  le  nombre  de  ces  sphères  est,  en  général,  de  huit.  Quelles  relations 
doit-il  y  avoir  entre  les  aires  des  faces  pour  qu'une  ou  plusieurs  d'entre  elles 
cessent  d'exister? 

869.  Démontrer  directement  que  le  centre  de  gravité  d'un  polygone  (605)  est  indé- 
pendant de  son  mode  de  décomposition  en  triangles. 

On  montrera  [comparer  PI.,  noteD)  que,  quel  que  soit  le  mode  de  décomposition, 
ce  centre  de  gravité  est  le  même  que  celui  qu'on  obtiendrait  en  aifeiitatit  les  diffé* 
rents  triangles  qui  ont  pour  bases  respectives  les  côtés  et  pour  sommet  commun  un 
point  quelconque  0  du  plan,  de  coefficients  proportionnels  aux  aires  de  ces 
triangles  pi'écédées  du  signe  +  ou  du  signe  —  suivant  qu'ils  sont  addilifs  ou  sous- 
tractiCs,  et  prenant,  dans  cas  conditions,  le  centre  des  distances  proportionnelles  des 
centres  de  gravité  de  ces  triangles. 

Démontrer  la  même  proposition  pour  le  centre  de  gravité  d'un  polyèdre  (comparer 
note  F). 

870.  Le  centre  des  dislances  proportionnelles  d'un  système  de  points  d'un  plan 
affectés  de  coeffioienls  positifs,  ou  le  centre  de  gravité  d'un  polygone  plan,  est  ft 
l'intérieur  de  tout  polygone  convexe  comprenant  ces  points  ou  ce  polygone. 

Le  centredes  distances  proportionnelles  d'un  système  de  points  de  l'espace  alfectés 
de  coefficients  positifs  (ouïe  centre  de  gravité  d'un  polyèdre)  esta  l'intérieur  de 
tout  polyèdre  convexe  comprenant  ces  pointa  ou  ce  polyèdre. 

871.  On  sait  qu'on  appelle  ceiiii-e  de  gravUéd'une  iigiie  brisée  {supposée  homo- 
giiie]  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  milieux  des  côtés  de  cette  ligne, 
affectés  de  coefficients  proportionnels  aux  longueurs  de  ces  côtés. 

Montrer  que  la  surface  latérale  d'un  tronc  de  prisme  est  égale  au  périmètre  de  la 
section  droite,  multipliée  par  la  longueur  interceptée  par  les  hases,  sur  la  parallèle 
aux  arêtes  menées  par  le  centre  de  gravité  de  ce  périmètre. 

(L)  Le  théorèmo  s'élsnd  au  cas  où  la  proj  action  du  contour  ea  eroiao  alle-inèmî  ;  mai?  ilora 
cette  proJBctien  délimite  plusieurs  sires  et  non  une  seule;  et  il  faut,pDurr]a3  le  thénrëme reste 
eiact,  l'appliquer  â  une  soaioia  algébrique  do  oea  airas,  multipliées  par  dos  coofflcienls 
positifs  ou  néj^atifs  convenables. 

(S)  Voir  le  Cours  de  Mécanique,  ou  ancoro  la  Compositimi  des  ù-anslaliom  (417). 
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X  longueurs  pour  qu'elles  puissent  être 

873.  Prouver  dii-ectement  que  si  six  longueurs  a,  b,  c.  x,  y,  :  satisfont  à  la  rela- 
tion (5)  du  n-  612,  les  deui  triangles  dont  l'un  a  pour  côtés  a,  b,  c  et  l'autre  a,  y,  % 
peuvent  être  construits  tous  deux  ou  ne  peuvent  Être  construits  ni  l'un  ni  l'autre. 

On  considérera  !a  relation  (5)  comme  équation  en  m*.  La  quantité  qui  doit  être 
positiTe  pour  que  cette  équation  ait  ses  racines  réelles  est  le  produit  de 

(a+6-l-e)  (4  +  c-û)  (a  +  e-fc)  (n  +  6-c)  {PI,  130), 

par 

("+y+:)  (!/  +  =  -")  (  =  +  a-i/)  («  +  !/-:;. 

874.  Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  les  arÊtes  a,  b,  c,  a.  p,  -y  [n-  6U)  d'un 
tétraèdre  ABCD,  pour  que  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  soit  dans  le  plan  de  la 
face  ABC  ? 

Réponse   : 

û»  «>  (4'  +  c'-  a')  +  /.'  p'  (c'  +  a^-b']  +  c'i>  {a=  -1-  È'  -  c']  =  S  a=  /,'  c'. 
87â.  SiA,B,C,D  sont  quatre  points  d'un  plan  et  M  un  point  quelconque  de  l'espace, 

MI^  (DBCJ-I-MD^  (DCA)  -t-iiïC^iDAB)  +  MD'.(CBA)=d;ï;. 

0(1  (DBC),  (DCA),  etc.,  désignent  les   aires  des  triangles  DBC,  DCA,  précédées  du 
signe  +  ou  du  signe  —,  suivant  les  sens  de  rotation  de  ces  triangles,  les  sommels 
étant  pris,  bien  entendu,  dans  l'ordre  oii  ils  sont  écrits,  et  S  est  l'aire  du  triangle 
dont  les  côtés  sont  mesurés  par  les  produits  AB.CD,  AC.BD,  AD.BC. 
Si  les  points  A,  B,  C,  D  sont  sur  une  même  circonférence,  on  a 

SlI^  (DBC)  -I-  ÏTS^  (DCA)  +  MC'.  (UAB)  +  Mi?-  (CBA)  —  0. 

(Appliquer  le  premier  tliéorfeme  du  n°  611  en  remarquant  que  les  coordonnées 
barycen triques  d'un  des  points  A,  B,  C,  D  par  rapport  au  triangle  formé  par  leS 
trois  autres  sont  liées  aux  aires  des  triangles  DBC...,  comme  il  a  été  expliqué 
au  n°  601.  On  transformera  ensuite  les  valeurs  de  la  constante  trouvée  en  consi- 
dérant les  inverses  des  points  A,  B,  C  par  rapport  à  D  pris  comme  pôle  d'inversion). 

876.  Un  angle  étant  donné  dans  un  plan,  appelons  distance  hyperbolique  de  deus 
points  queJconquès  A  et  B  du  plan,  le  côté  du  carré  équivalent  au  parallélogramme 
qui  a  ses  côtés  parallèles  à  ceux  de  l'angle  et  deuv  sommets  opposés  en  A  et  B,  cette 
disfcince  étant  dite  de  première  ou  de  seconde  espèce,  suivant  que  la  parallèle  A  AB 
menée  par  le  sommet  ûe  l'angle  donné  est  située  dans  cet  angle  ou  dans  son 
supplément. 

Appelons  également  pei-pendicalaire  hypei-lioUque  à  une  droite,  tout  autre  droite 
qui  forme  avec  la  première  et  les  parallèles  aux  côtés  de  l'angle  donné  menées  par 
leur  point  cjimmun,  un  faisceau  harmonique;  distance  hypm-bolique  d'un  point  à 
une  droite,  la  longueur  hyperbolique  (le  la  perpendiculaire  hyperlwlique  menée  de 
ce  point  à  cette  droite. 

Montrer  : 

1'  Que  si  trois  points  A,  H,  C  sont  en  ligne  droite,  l'une  des  longueurs  hyper- 
boliques ISC,  CA,  AB  est  cg:ile  à  la  somme  des  deux  aulres; 


y  Google 


Uie  GfiOMKÏHlE. 

S"  Que  l'aire  d'un  triangle  a  pour  mesure  le  demi-produit  de  la  longueur  hyper- 
bolique d'un  cûté  par  la  distance  hyperbolique  de  ce  côté  au  sommet  opposé  ; 

3°  Que  si  un  triangle  ABC  a  deux  côtés  AB,  BC  hyperboiiquement  perpendi- 
euiaires,  et  que  la  longueur  hyperbolique  AC  soit  de  l'espèce  do  AB,  la  longueur 
hyperbolique  pei^endi  cul  aire  AB  est  plus  grande  que  la  longueur  hyperbolique  AC, 
et  que  le  carré  de  cette  dernière  est  égal  à  la  différence  des  carrés  des  longueurs 
hyperboliques  AB  et  BC; 

i"  Que  si  trois  points  A,  B,  C  sont  tels  que  les  longueurs  hyperboliques  BC,  CA,  AB 
soient  de  même  espèce,  le  carré  de  la  première  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
deux  autres,  moins  le  double  produit  des  longueurs  hyperboliques  AB  et  AH,  en 
désignant  par  H  !e  point  de  rencontre  de  la  droite  AB  avec  sa  perpendiculaire 
hyperbolique  menée  par  C,  et  comptant  le  double  produit  dont  il  vient  d'être 
question  en  grandeur  et  signe  (suiïant  que  les  segments  AC  et  AH  sont  de  même 

(Imiter  PI-,  126). 

5°  Que,  dans  les  mêmes  conditions,  l'une  des  distances  hyperboliques  BC,  CA,AB 
est  ylus  grande  que  la  somme  des  deux  autres  (sauf  dans  le  cas  où  les  trois  pointa 
A,  B,  C  sont  en  ligne  droite). 

6°  Que  si  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  du  plai 
boliques  mutuelles  soient  de  même  espèce,  ces 
du  n°  M2. 

Comment  les  énoncés  i'  et  fl"  doivent-ils  être  modifiés  si  les  distances  hyperbo- 
liques des  points  considérés  deux  à  deux  ne  sont  pas  toutes  de  même  espèce? 

Évaluer  l'aire  d'un  triangle  en  fonction  des  longueurs  hyperboliques  de  ses  côtés 
(comparer  PI.,  130,  aSl). 

877.  {Réciproque  de  l'eïercice  précédent,  6°).  Si  six  longueurs  n,  *,  c,  x,  y,  s  satis- 
font k  la  relation  (5'j  du  n-  612  : 

ou  bien  il  existe  quatre  points  d'un  plan  dont  les  distances  mutuelles  sont  a,  6,  c, 

ou  bien  11  existe  quatre  points  d'un  plan  dont  les  distances  hyperboliques 
mutuelles,  toutes  de  même  espèce,  sont  a,  h,  c,!i:,-y,z. 

Les  deui  hypothèses  s'excluent  l'une  l'antre,  sauf  si  les  quatre  points  sont  en 
ligne  droite. 
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ciiAriTRE  n 

PROPRIÉTÉS     DE     LA     PERSPECTIVE 

616.  ÉlanL  tlonnés  un  plan  P,  appelé  plan  du  tableau,  et  un  point  0 
(quelconque,  sous  la  condition  d'être  extérieur  au  plan  P)  appelé 
point  de  vue  ou  centre  de  perspective,  on  appelle  perspective,  ou 
encore  projection  centrale  d'un  point  quelconque  M  de  l'espace,  le 
point  M' ifig.  517)  où  la  droite  OM  perce  le  plan  P. 

On  appelle  de  même  projection  du  point  M  suv  lu  plan  P,  parallè- 


lement  à  une  direction  donnée  D,  non  parallèle  à  ce  plan,  le  point  M' 
i^g.  518),  oii  la  parallèle  à  D,  menée  par  M,  perce  le  plan  P. 

La  projection  parallèle  à  une  droite  est  manifestement  un  cas 
limite  de  la  projection  centrale  :  elle  dérive  de  la  première  lorsqu'on 
suppose  que  le  point  de  vue  0  s'éloigne  à,  l'infini  sur  une  droite 
parallèle  à  D. 

Si  la  direction  D  est  perpendiculaire  au  plan  du  tableau  P,  on 
retrouve  évidemment  la  projection  orthogonale  (362).  Dans  le  cas 
coutraire,  la  projection  parallèle  est  encore  dite  oblique  ['}. 

617.  On  voit  qu'étant  donné  un  système  de  projection,  centrale  ou 
parallèle,  tout  point  de  l'espace  a  une  projection  déterminée. 
Toutefois,  dans  le  cas  de  la  projection  centrale,  il  existe  des  points 
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dont  la  projection  esl  rejetée  à  l'infini  :  c'est  ce  qui  arriv(;ra  pour 
tout  point  N  {fig.  Si7)  tel  que  la  droite  ON  soit  parallèle  ati  plan  du 
tableau. 

Il  est  évident  que  ie  lieu  des  points  dont  la  perspective  est  rejetée  à 
l'infini  est  le  plan  P^  mené  par  le  point  de  vue  parallèlement  au 
plan  du  tableau  [fig.  Si7). 

Par  contre,  tout  point  M'  du  plan  P  est  la  projection  commune 
d'une  infinité  de  points  de  l'espace  :  à  savoir,  tous  ceux  qui  sont  sur 
une  même  projetante  (c'est-à-dire  sur  une  même  droite  passant 
par  le  point  do  vue,  s'il  s'agit  d'une  perspective  ;  sur  une  même 
parallèle  ît  la  direction  donnée,  s'il  s'agît  d'une  projection  oblique 
ou  orthogonale). 

618,  Une  droite  de  l'espace  a  pour  projection  une  droite  :  en  effet, 
que  la  projection  soit  parallèle  ou  centrale,  le  lieu  des  projetantes 
qui  reocontrent  la  droite  donnée  est  un  plan,  et  ce  plan  ne  se 
confond  pas  avec  le  plan  du  tableau,  dans  lequel  nous  savons  que 
les  projetantes  ne  sont  pas  contenues.  Il  le  rencontre  donc,  en 
général,  suivant  une  droite.  Toutefois,  la  projection  d'une  droite  peut 
être  rejetée  à  l'infini:  ceci  se  produit  {fig.  oI7)  pour  les  droites 
situées  dans  le  plan  ?„,  précédemment  considéré,  qui  passe  par  le 
point  de  vue  et  est  parallèle  au  plan  du  tableau. 

Il  est  clair  que  trois  droites  passant  par  un  même  point  M  ont  jyour 
projection  trois  droites  passant  par  un  même  point  M',  la  projection  du 
point  M,  Si  la  projetante  OM  du  point  H  est  parallèle  au  plan  du 
tableau,  les  trois  projections  sont  (329,  Coroll.  III)  parallèles  h  cette 
droite  :  on  est  encore  fondé  è.  dire,  dans  ce  ciis,  que  les  projections 
passent  par  un  même  point  rejeté  à  l'inrini, 

619.  Perspective  des  parallèles.  Point  de  fuite. 

Dans  la  projection  parallèle,  deux  droites  parallèles  se  projettent 
suivant  deux  droites  parallèles  :  le  raisonnement  que  nous  avons 
donné  (362)  pour  la  projection  orthogonale  s'applique  s;uis  modifl- 
cation  à  la  projection  oblique. 

II  n'en  va  pas  de  même  pour  la  projection  centrale  : 

Théorème.  —  Lorsque  le  point  de  vue  est  supposé  â  distance  finie, 
une  série  de  droites  pa7-al.Ules  entre  elles  ont  pour  persperji'ves  une  série 
de  droites  toutes  concourantes  en  un  même  point. 
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Dans  le  sévi  cas  où  la  direction  commune  des  parallèles  est  parallèle 
au  plan  du  laèleau,  (es  perspectives  sonl  également  parallèles  entre 
elles. 

Soient,  en  eflel,  les  droites  parallèles  D,  D[,  D^  (fig.  S'19),  proje- 
tées sur  le  plan  P,  avec  0  comme  point  de  vue  :  leurs  projections 
seront  les  traces,  sur  le  plan  P,  des 
plans  OD,  OD,,  OD^.  Or,  tous  ces  plans 
passent  par  une  même  droite  Ox,  la 
parallèle  aux  droites  données  menée 
par  le  point  de  vue. 

Si  la  droite  Ox  et,  par  conséquent,  les 
droites  données  sont  parallèles  au  plan 
P,  les  projections  seront  toutes  paral- 
lèles àOa:.  F";-  ils. 

Mais  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  toutes  les 
projections  passeront  {fig.  S19)  par  le  point  I,  où  celle  droite  Oa: 
coupe  le  plan  P  et  qui   peut  être  considéré  comme  la  perspective 
du  point  à  rinfini  sur  la  direction  commune  des  parallèles. 

Ce  point  I  a  une  très  grande  importance  en  perspective,  soit 
théorique,  soit  appliquée.  On  l'appelle  le  pomfrfe/Vn'fc  correspondant 
à  la  direction  D. 


620.  Perspective  d'une  flg:urc  plane,  Li^^ne  de  fuite. 

Supposons,  maintenant,  que  la  figure  F  dont  on  se  propose  de 
prendre  la  perspective  soit 
plane  :  nous  appellerons  P  son 
plan,  et  nous  désignerons  par  P' 
le  plan  du  tableau  [fig.  520),  la 
perspective  obtenue  étant  dési- 
gnée par  F'. 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  qu'en 
prenant  la  perspective  de  la 
figure  F'  sur  ie  plan  P,  avec  le 
même  point  de  vue  0,  on  re- 
tomberait sur  F. 

les  deux  ligures  F  et  F'  sont 


Si  les  plans  P  et  P'  sont 
semblables. 
Ce  cas  écarté,  il  existe  i 


infinité  de  points  du  plan  P  dont  la 
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perspective  sur  ic  plan  P'  sera  rcjctée  à  i'intiiiL  :  le  lieu  de  ces  points 
est  l'intersection  du  plan  P  avec  le  plan  P'o  mené  par  le  point  de  vue 
parallèlement  à  P'.  Celle  droite  a  sa  perspeclive  entièrement  rejetée 
à  l'infini  :  c'est  la  seule  ligne  du  plan  P  qui  soit  dans  ce  cas. 

Inversement,  il  y  a  une  infinité  de  points  du  plan  P'  qui  corres- 
pondent h  des  points  à  l'infini  du  plan  P,  le  lieu  de  ces  points  étant 
l'intersection/^  du  plan  P'  avec  le  plan P„ mené,  par  le  point  de  vue, 
parallèlement  à  P. 

Celle  droite  est  dite  la  ligne  de  fuite  {')  du  plan  P  sur  le  plan  P'. 
Il  résulte  de  sa  déftaition  même  qu'elle  est  !e  lieu  des  points  de 
fuite  des  diverses  directions  situées  dans  le  plan  P;  c'est  d'ailleurs 
ce  qu'on  peut  constater  directement,  puisque  le  point  de  fuite 
relatif  à  une  direction  sîluée  dans  le  plan  P  est  à  l'intersection  du 
plan  P'  avec  la  parallèle  à  cette  direction  menée  par  le  point  de 

621.  Parmi  les  propriétés  que  peut  posséder  une  figure  plane  F, 
on  réserve  le  nom  de  propnélés  projectives  k  celles  qui  se  conservent 
dans  la  perspective,  c'est-à-dire  qui  sont  forcément  communes  à  la 
figure  F  et  à  sa  projection  F',  quels  que  soient  le  point  de  vue  et  le 
plan  du  tableau. 

La  plus  simple  de  ces  propriétés  est  celle  d'avoir  trois  points  en 
ligne  droite.  Cette  propriété  est  bien  projective,  d'après  ce  qui 
précède  :  nous  savons  qu'à  trois  points  en  ligne  droite  de  F  corres- 
pondent trois  points  en  ligne  droite  de  F'  et  réciproquement. 

Toutefois,  celle  proposition  ne  pourrait  pas  être  énoncée  sans 
restriction  si  nous  ne  faisions  une  convention  spéciale.  Si,  en  effet, 
on  considère  trois  points  du  plan  P'  situés  sur  la  ligne  de  fuite  du 
plan  P,  ces  points  seront  les  perspectives  non  pas  de  trois  points  en 
ligne  droite,  mais  de  trois  points  tous  rejetés  à  l'infini.  Pour 
supprimer  ce  cas  d'exception,  il  y  a  lieu  (^),  dans  l'étude  des  pro-  ■ 
prié  tés  projectives,  de  considérer  les  points  à  l'infini  d'un  plan  comme 
situés  sur  une  même  ligne  droite,  que  l'on  nomme  droite  de  l'infini  du 
plan.  C'est  cette  droite  qui,  en  perspective,  se  projette  suivant  la 
ligne  de  fuite. 

(I)  Dans  loB  applications  de  la  psi'Siieotive,  il  y  a  noo  lisnodafuîlo  quijoue  uu  rôle  iiiipor- 
(3)  Nous  eoteDdons  par  là  simplement  qu'en  assimilant  les  points  k  l'iuStii  d'un  plan  h  des 
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622.  La  propriélé  précédente  est  purement  descriptive,  c'est-à-dire 
qu'il  n'y  entre  aucune  mesure.  Nous  connaissons,  au  contraire,  une 
propriété  métrique,  c'est-à-dire  dans  la  définition  de  laquelle  il  entre 
des  éiémenls  numériques,  et  qui  est 
également  projective.  Nous  voulons 
parler  du  rapport  anharmonique. 

Le  rapport  anharmonique  de  qua- 
tre points  en  ligne  droite  est  projec- 
tif:  autrement  dit,  le  rapport  an- 
harmonique  de  quatre  points  en  ligne 
droite  du  plan  P  est  égal  au  rapport  fi«,  :j2i. 

anharmonique  de  leurs  perspectives. 

La  simple  inspection  de  la  figure  521  fait  reconnaître  que  cet 
énoncé  n'est  autre  que  le  théorème  du  n"  200  (PI,,  page  198). 

623.  Rapport  anharnionli|iie  de  quatre  plans. 

De  la  proposition  précédente  résulte  immédiatement  ; 

Théorème.  —  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  concou- 
rantes d^un  plan  est  égal  à  celui  de  leurs  perspectives. 

En  eflfet,  par  définition,  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
droites  concourantes  du  plan  P  est  égal  au  rapport  anharmonique 
des  quatre  points  obtenus  en  les  coupant  par  une  sécante  quel- 
conque :  or,  nous  venons  de  constater  que  ce  dernier  rapport  anhar- 
monique est  projectif. 

t.e  théorème  précédent  peut 
encore  s'énoncer  : 

Théorème.  —  Jetant  donnés 
quatre  plans  qui  se  coupent  sui- 
vant une  même  droite,  le  rapport 
anharmonique  des  droites  obte- 
nues en  coupant  ces  plans  par  un 
cinquième  plan  quelconque,  ou 
par  une  droite  quelconque,  est 
constant. 
Les  quatre  plans  p^,  p^,  p^,  p._  {Jig.  822),  concourants  suivant  îa 
même  droite  xy,  coupent  deux  plans  quelconques  P,  P'  suivant  des 
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faisceaux  ayant  le  même  rapport  anliarmonique,  puisque  le  fais- 
ceau situé  dans  le  plan  P'  est  la  perspective  du  faisceau  situé 
dans  le  plan  P,  par  rapport  à  un  point  de  vue  pris  sur  xy.  Ce 
rapport  Enharmonique  est  d'ailleurs  évidemment  égal  a  celui  que 
l'on  obtiendrait  en  coupant  les  plans  p,,  pj,  p,,  pj,  par  une  droite 
quelconque. 

Le  rapport  anharmoniqoe  ainsi  défini  est  dit  le  rapport  anliar- 
monique des  quatre  plans. 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  pians  est  égal  à  celui  des  quatre 
perpendiculaires  abaissées,  sur  ces  plans,  d'un  point  quelconque  de 
l'espace  :  car  on  obtient  de  telles  perpendiculaires  en  prenant  pour 
le  plan  sécant  P  un  plan  perpendiculaire  à  wy  et  faisant  tourner  les 
droites  d'intersection  d'un  angle  droit  autour  de  xy. 

624.  On  peut  exposer  les  remarques  précédentes  sous  une  fonno 
différente  que  nous  allons  faire  connaître. 

Soient  D,,  D^  deux  droites  du  plan  P,  que  nous  supposerons 
choisies  une  fois  pour  toutes  ;  M,  un  point  variable  du  plan  P.  La 
distance  du  point  M  à  la  droite  Dj  est  (360)  dans  un  rapport  cons- 
tant (')  avec  la  distance  du  même  point  au  plan  OD,.  De  même,  la 
distance  dii  point  M  àD^est  dans  un  rapport  constant  avec  sa  dis- 
tance au  plan  OD^. 

Donc  le  rapport  des  distances  du  point  M  aux  deux  plans  OD,  ODj  . 
est  proportionnel  au  rapport  des  distances  du  même  point  aux  deux 
droites  D,,  Dj, 

En  désignant,  pour  abréger,  par  (M,  D)  la  distance  du  point  M  a 
la  droite  D  et  par  (M,  P)  la  distance  du  point  M  au  plan  P,  on  peut 
écrire 


k  dépendant  des  droites  Dj,  D^  et  du  point  0,  mais  ne  dépendant  pa; 
de  la  position  du  point  M  dans  le  plan  P. 
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Soient  mainlcnant  DJ,  D^,  M'  les  perspectives  des  droites  D^,  D^, 
et  du  point  M  sur  le  plan  P',  On  aura  aussi 

(M',d;)      ^  (M',od;)_  ,(M'.,od,) 

(M',D;)~''   (M',0D;)~  '    (M',00y 

k'  étant  encore  un  nombre   indépendant  de  la  position  des  points 

M,  M'. 

Mais  le  rapport  j^^  ^^^^j  est  égal  au  rapport  pâ^ÔD^  *^®'^*' 
puisque  les  points  M,  M'  sont,  avec  l'intersection  des  plans  OU,, 
OD2,  dans  un  même  plan. 

Donc,  lorsque  le  point  M  vai-ie  dam  le  plan  P,  le  rapport  des 
dislances  de  ce  point  aux  deux  droites  D,,  D^  est  'proportionnel  au 
rapport  des  distances  de  sa  perspectioe  M'  aux  perspectives  D,',  D^ 
de  ces  droites. 

625.    Le   résultat  que   no 
d'obtenir  revleot   au    théorème   sur  la 
conservation  du  rapport  anharmonique 
dans  la  perspective. 

Soient,  en  effet  [fy.  523),  M,  N  deux 
points  du  plan  dont  les  distances  à  la 
droite  D,  sont  Mn(„  Nn,  et  les  distances 
à  la  droite  D„  Uni,,  Nn,. 

La  proposition  établie  au  n°  précédent  montre  que  le  rapport 
(M,  D,)       (N,  D,)         Mm,      Nh,       ,     ,     ,  ^         , 

{Wô;)  '■  (nTdj  =  m^  =  n;;;  "'^  '§^'  ^"  "'•''^'^'"^  ^"''''^"' 

(M',  d;)    (n',  d;) 

-  —     ■  :   —, ■■!-:■■  calculé  sur  la  figure  perspective  de  la  première. 

_,     ,  Mj».         Nî), 

Or  Je    rapport  rr~   '■     r—  est  egai  au    rapport   anharmonique 

que  forment  les  points  M,  N  avec  les  points  K,,  Kj  où  la  droite  MN 
rencontre  D[,  D^.   Car  on  peut  écrire 
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Gt  les    triangles    semblables  Mm,K|,    N)?,K,    donnent    ----' 


626.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les  droites 
D„  D.,  D'i,  D'à  étaient  toutes  à  distance  finie.  Supposons  maintenant 
que  Dj  soit  rejeté  à  l'infini,  de  sorte  que  D'^  sera  la  ligue  de  fuite  du 

plan  P  [fig.  324). 

Le  rapport  des  dislances  du 
point  M'  aux  droites  D',,  D'^  sera 
encore  proportionnel  au  rapport 
des  distances  du  point  M  aux  plans 
OD,,  OD'j,  rien  n'étant  changé,  à 
cet  égard,  dans  les  raisonnements 
des  n"'  précédents. 
Fie.  ôsi.  La  distance  du  point  M  au  plan 

OD'i  est  encore  proportionnelle  à 

la  distance  du  même  point  à  la  droite  D, .  Mais  quant  à  la  distance 

du  point  M  au  plan  OD'^,  elle  est  constante,  puisque  le  plan  OD'^  est 

parallèle  au  plan  P. 

Donc  le  rapport  des  distances  du  point  M'  aux  droites  D',,  D'j  est 

projyoriioiinel  à  la  distance  du  point  ti  à  la  droite  D,. 

627.  Supposons  enfin  que,  la  droite  D^  étant  toujours  à  l'infini,  la 
droite  D,  vienne  suivant  la  ligne  de  fuite  correspondant  au  plan  P', 
de  sorte  que  ï>\  est  à  son  tour  rejeté  à  l'infini. 

Alors  le  rapport  !:„'-^„',  des  distances  du  point  M'  nux  plans 
'^'^       (M  ,  ODs) 

0D',,0D'2  est  encore,  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir,  proportionnel 

à  la  distance  du  point  M  à  la  droite  D,. 

Mais,  d'une  façon  tout  analogue,  ce  rapport  est  inversement  pro- 
portionnel à  la  distance  du  point  M'  à  D's  puisque  la  distance  du 
point  M'  au  plan  OD,  est  constante. 

Par  conséquent,  la  distance  du  point  M  «  D,  est  inversement  pro- 
portionnelle, dans  ce  cas,  à  la  distance  du  point  M'  à  D'^. 

En  un  mot,  quand  deux  points  varient,  chacun  dans  un  plan  donné, 
en  restant  en  perspective  l'un  avec  l'autre,  le  produit  des  distances  de 
chacun  d'eux  à  la  ligne  de  fuite  située  dans  son  plan  est  constanf. 
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628.  Lorsque  la  projection  est  parallèle,  le  rapport  de  deux 
segmenls  AB,  CD(P1.,  H3)  pris  sur  une  même  droite  est  égal  à,  celui 
de  leurs  projections  A'B',  CD'. 

La  mênne  relation  a  lieu,  en  projection  centrale,  si  la  droite  AliCD 
est  parallèle  k  sa  projection  (PL,  I2i);  ce  qui  arrive  si  elle  est 
parallèle  à  la  ligne  de  fuite  et  dans  ce  cas  seulement  (329). 

Dans  le  cas  générai,  au  contraire,  la  perspective  ne  conserve  pas 
les  rapports  des  segments.  Mais  les  propositions  précédentes 
donnent  le  moyen  de  trouver  ce  que  devient  un  tel  rapport  sur  la 
figure  projetée.  A,  B,  C  étant  trois  points  en  ligne  droite,  le  rap- 


port ^  est,  en  effet  (PL,  i 


,  égal  au  rapport  Enharmonique  des 

quatre  points  A,  B,  C,  «j.  Il  sera  donc  représenté,  dans  la  per- 
spective, par  le  rapport  anharmonique  des  points  A',  B',  C,  cor- 
respondant à  A,  B,  C  et  du  point  de   fuite   situé  sur  la   droite 

A'  B'  C. 

629.   L'emploi  de  la  perspective  permet  de  ramener  certaines 
propositions  de  géométrie  plane  à  d'autres  beaucoup  plus  simples. 
Il  fournit,  par  exemple,  une  démonstration  immédiate  du  théorème 
suivant  (PL,  202): 
Chaque  diagonale  d'un  quadrilatère  complet  est  divisée  karmonique- 
ment  par  les  deux  autres. 
H        F         SoiU    en    effet,    le  quadrilatère 
complet  ABCDEF  {/ig.  323).   Pour 
démontrer  que   la  diagonale   AU, 
par  exemple,  est  divisée  harmoni- 
quement  par  les   deux   autres  CD, 
^  EF,  il  suffira  de  projeter  ta  figure 

10.  o23.  ^g  manière  que  EF  soit  ligne   de        '"" 

fuite.  Alors,  les  points  E,  F  ayant 
leurs  perspectives  à  l'infini,  la  figure  projetée  A'B'CD'  {fy.  523  bis) 
est  un  parallélogramme  dont  les  diagonales  se  coupent  en  un  point 
r  situé  au  milieu  de  A'B'. 

Donc  le  point  I,  qui  a  pour  perspective  1',  est  (n"  précédent)  le 
conjugué  harmonique,  par  rapport  à  AD,  du  point  II  où  cette  droite 
rencontre  la  ligne  de  fuite  EF. 

c.   Q.   F.   D. 
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630.  Figures  homogrraphiques. 

On  donne  le  nom  de  figures  homographigues  à  deux  figures  telles  : 

1°  Qu'à  chaque  point  de  l'une  corresponde  un  point  déterminé 
de  l'autre  ; 

2°  Qu'à  trois  points  en  ligne  droite  correspondent  trois  points  en 
ligne  droite  ; 

3°  Que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite 
soit  égal  à  celui  de  leurs  homologues. 

Lorsque  deux  figures  remplissent  ces  conditions,  on  peut  ajouter 
que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  concourantes  est  le 
même  que  celui  de  leurs  homologues.  Cette  condition  est  bien  une 
conséquence  des  trois  précédentes,  comme  le  montre  le  raisonne- 
ment même  du  n"  622. 

11  est  clair  que  deux  figures  komographiques  d'une  même  troisième 
sont  komographiques  entre  elles. 

Autrement  dit,  dans  !e  langage  dont  nous  nous  sommes  servis  au  n'  291 
(PI.,  ffote  A),  toutes  les  homographies  forment  un  groupe. 

631.  De  ce  qui  précède  résulte  que  deux  figures  planes,  telles  que 
l'une  soit  égale  à  une  perspective  de  l'autre,  S07it  komographiques. 

Nous  démontrerons  un  peu  plus  loin  (636)  que  la  réciproque  est 
vraie,  c'esl-à-direque(saufun  cas  d'exception  que  nous  indiquerons) 
deux  figures  planes  homographiques  peuvent  toujours  être  placées 
de  manière  que  l'une  soit  !a  perspective  de  l'autre. 

Auparavant,  nous  allons  établir  le  théorème  suivant  ; 

Théorème.  —  On  peut  construire  la  figure  F'  komographique  d'une 
figure  plane  F  donnée,  dès  qu'on 
connaît  les  homologues  de  quatre 
points  {dont  trois  quelconques  ne 
sont  pas  en  ligne  di'oite)  de  F. 

Soient,  en  effet,  A,  B,  C,  D  les 

quatre  points  en  question;  A',  B', 

C,  D'  leurs  homologues   donnés; 

Fir.,  S28,  ,M  un  point  quelconque  île  F,  dont 

nous  cherchons  l'homologue  M'. 

Supposons  d'abord  que  le  point  M  soit  sur  la  droite  BC,  et  soit  K 

le  point  d'intersection  de  BC  avec  AD.  L'homologue  du  point  E  est 

connu  :  c'est  le  point  B'  (fig.  52t>)  où  B'C  est  rencontré  par  A'D'. 
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■  M'C  '  K  "''  également 
connu,  puisqu'il  est  égal  au  rapport  anharmonique  (ItCME).  Cette 
relation  fait  connaître  le  rapport  7^777,  en  grandeur    et    en   signe    et 

détermine,  par  suite,  le  point  M'. 

Si  le  point  M  n'est  pas  sur  BC,  ni  sur  aucune  des  droites  ana- 
logues AB,  AC,  etc.,  on  joindra  ce  point  an 
point  A.  La  droite  ainsi  obtenue  coupera  BC  en 
un  point  N  {fig.  527)  dont  l'homologue  N'  sera 
déterminé  comme  il  vient  d'être  dit.  On  aura 
dès  lors  un  lieu  du  point  M',  la  droite  A'N'; 
un  second  lieu  sera  obtenu  en  substituant  au 
point  A  l'un  des   points  B,  C,  D  et  opérant  de  F"--  ^-'■ 

même. 

S'il  existe  une  figure  homographique  de  F  dans  laquelle  A',  B',  C,  D' 
soient  les  homologues  de  A,  B,  C,  D,  l'homologue  de  M  sera  fourni  par 
la  construction  précédente. 

Corollaires.  —  I.  Si  dans  deux  figures  homographiques  quatre 
points,  dont  trois  quelconques  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  coïncident 
avec  leurs  homologues  respectifs,  les  deux  figures  coïncident  entiè- 
rement. 

Car  si  les  points  A',  B',  G',  D'  coïncidaient  avec  A,  B,  C,  D,  le 
raisonnement  précédent  montrerait  que  tout  point  M  coïncide  avec 
son  homologue. 

Hemarqde.  —  Si  trois  des  points  considérés  étaient  en  ligne 
droite,  la  conclusion  précédente  ne  serait  plus  nécessairement  vraie 
(voir  exercice  8S9). 

II.  La  figure  homographique  d'une  figure  donnée  F  est  déterminée, 
si  l'on  se  donne  les  homologues  de  quatre  droites  {dont  trois  quelconques 
non  concourantes)  de  F. 

Car  cela  revient  évidemment  h.  se  donner  les  homologues  des 
sommets  A,  B,  C,  D  d'un  des  quadrilatères  formés  par  ces  quatre 
droites. 

632.  En  particulier,  si  l'on  donne  quatre  points  d'une  figure 
plane  et  leurs  projections,  les  opérations  précédentes  permettent  de 
déterminer  leslignes  de  fuite.  Car  l'homologue  du  point  à  l'infini  de  BC 
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sera  un  point  F  de  B'C  tel  que  le  rapport  anliarmonique  (B'C'E'l') 

soit  égal  à  (BCE  oo)  =  —  ;    après    quoi,    une  construction    toute 

semblable  donnera  Thonnologue  du  point  k  l'intinî  situé  sur  AB,  de 
sorte  qu'on  aura  deux  points  de  la  ligne  de  fuite. 

Celle-ci  pourra  être  rejetée  à  l'infini  et,  par  conséquent,  la  pro- 


jection être  parallèle  :  c'est  ce  qui  arrivera 
proportion  analogue 


E'C  "^  EC 
G'A'  _ 

GB' 
de  AB  avec  CD,  par  G'  l'intersection  de  A'B'  avec  CD'. 

633.  Si  l'on  sait  que  la  projection  est  parallèle,  il  suffît,  pour 
déterminer  la  figure  F",  de  connaître  les  homologues  A',  B',  C  de 
(ms  points  A,  B,  C  (non  en  ligne  droite  et  dont  aucun  n'est  rejeté 
à  l'infini).  Car  on  a  alors  quatre  droites  de  la  figure  F,  —  à  savoir, 
les  côtés  du  triangle  ABC  et  la  droite  de  l'infini  —  dont  on  connaît 
les  homologues. 

L'homologue  M'  d'un  point  quelconque  M  sera  évidemment 
déterminé  par  cette  condition  que  la  droite  qui  le  joint  à  un  sommet 
quelconque  du  triangle  A'B'C  et  la  droite  joignant  le  point  M  au 
sommet  correspondant  du  triangle  ABC  divisent  les  cotés  respecti- 
vement opposés  de  ces  triangles  dans  le  même  rapport. 

Or  ceci  peut  s'exprimer  très  simplement  à  l'aide  des  définitions 
données  au  chapitre  précédent  (600)  :  il  est  clair  que  le  point  W  est 
celui  qui  «,  ^jar  rapport  au  triangle  A'B'C,  mêmes  coordonnées  bary- 
centriques  que  le  point  M  par  rapport  au  triangle  ABC. 

On  voit  (voir  601,  606)  que  la  projection  parallèle  d'un  plan  sur  un 
plan  conserve  les  rapports  des  aires  entre  elles,  autrement  dit  mid- 
tiplie  toutes  les  aires  par  un  fadeur  constant,  d'ailleurs  égal  (en  vertu 
du  n"  606)  au  quotient  des  cosinus  des  angles  que  font  les  deux  plans 
considérés  avec  le  plan  perpendiculaire  aux  projetantes. 

La  construction  indiquée,  dans  le  cas  de  deux  figures  homo- 
graphiques  tout  à  fait  quelconques,  au  n"  631,  s'exprime  également 
d'une  façon  très  simple  lorsqu'on  fait  intervenir  les  coordonnées 
barycentriques  (voir  exercice  896). 

634.  Nous  nous  sommes,  jusqu'ici,  contentés  de  démontrer  que 
s'il  existe  deux  figures  planes  homographiques  telles  qu'un  quadri- 
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latère  donné  ABCD  de  l'uae  ail  .pour  homologue  un  quadrilatère 
donné  A'B'C'D'  dans  l'autre,  on  obtiendra  l'homologue  d'un  point 
quelconque  par  la  construction  donnée  au  n"  631.  Nous  allons 
maintenant  prouver  qu'il  existe  réellement  des  figures  homograhiques 
satisfaisant  à  la  condition  indiquée  (en  supposant,  bien  entendu, 
que  le  quadrilatère  ABCD  ne  se  réduise  pas  à  un  triangle,  non  plus 
que  le  quadrilatère  A'B'C'D'). 

Nous  distinguerons  trois  cas. 

1°  L'un  des  côtés  du  quadrilatère  est  {dans  chacune  des  figures) 
rejeté  à  l'infini.  Autrement  dit,  on  se  trouve  dans  le  cas  étudie 
au  n"  précédent.  Soient  alors  ABC  le  triangle  formé  par  les  trois 
autres  côtés  dans  la  première  ligure,  A'B'C,  le  triangle  analogue 
dans  la  seconde.  Nous  pouvons  construire,  sur  AB  comme  base  et 
dans  un  plan  différent  de  ABC,  un  triangle  ABC,  semblable  à  A'B'C 
Faisons  alors  subir  à  la  figure  F  située  dans  le  plan  ABC  une 
projection  parallèle,  la  direction  commune  des  projetantes  étant 
ce,.  Nous  obtiendrons  une  figure  F,,  homographique  de  F  (les  points 
h  l'infini  se  correspondant),  dans  laquelle  l'homologue  du  triangle 
ABC  sera  le  triangle  ABC,,  La  figure  cherchée  sera  dès  lors  la 
figure  F',  semblable  à  F„  telle  qu'au  triangle  ABC,  corresponde 
A'B'C. 

2°  J)eux  côtés  AC,  AD,  du  premier  quadrilatère  coïncident  en 
direction  avec  leurs  homologues  MC,  A'D'  du  second,  en  m^me  iempi 
que  le  sommet  B  non  situé  sur  ces  côtés  coïncide  fuei  sou  homoloqni  B' 
».  S28). 


Soient  alors  1  le  point  d'intersection  des  droites  CD,  CD'  ;  H,  K  les 
intersections  de  BI  avec  AC,  AD.  Faisons  tourner  le  plan  de  la 
seconde  figure,  autour  de  BI  comme  charnière,  d'un  angle  quel- 
conque et  soient  A,,  C,,  D,  {jiq.   S29)  les  nouvelles  positions,  aprÈs 
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celtn  rotation,  du  point  k',  primiliYGmcnt  confondu  avec  A,  et  des 
poinis  C,  D'.  Les  trois  droites  AA.,,  CCj,  DDj  concourent  en  un 
même  point  0  (ou  sont  toutes  trois  parallèles).  En  effet,  si  0  est  le 
point  commun  aux  droites  CC,,  DD,,  la  droite  AO  est  commune  aux 
deux  plans  HCC,,  KDD[;  ceux-ci  coupant  le  plan  A,  C,D|  suivant 
les  droites  HC,,  KD,,  la  droite  OA  coupera  ce  dernier  pian  au 
point  A,,  commun  à  ces  deux  droites  ('). 

Dès  lors,  si  nous  faisons  la  perspective  du  plan  ACD  sur  le  plan 
A,C,D,,  avec  0  comme  point  de  vue,  nous  aurons  bien  réalisé  entre 
ces  deux  plans  une  correspondance  liomograpliique  dans  laquelle, 
aux  points  A,  B,  C,  D,  correspondent  respectivement  les  points 
A„  B,  C„  D,. 

3"  Cas  général.  Soient  les  deux  quadrilatères  ABCD,  Â'B'C'D' 
[fig.  S30).  ÎN'ous  nous  pro- 
posons de  transformer  la 
figure  F  par  une  homogra- 
phie telle  que  les  poinis  A, 
B,  C,  D,  deviennent  respec- 
tivement A',  B',  C,  D'. 
[■'  Par  ie  point  B,  menons 

pjj,  ^,d  une  parallèle  à  AC,  jusqu'à, 

rencontre  en  E  avec  AD; 
par  le  point  B',  une  parallèle  à  A'C,  jusqu'à  rencontre  en  E'  avec 
A'D'. 

Nous  pouvons  (1°)  trouver  une  figure  F„  homographiqnc  de 
F  et  telle  que  les  points  A,,  B,,  E,,  homologues  de  A,  B,  E,  coïnci- 
dent avec  A',  B',  E'. 

La  figure  F;  se  déduisant  de  F  par  une  projection  parallèle  suivie 
d'une  similitude,  la  droite  AC,  parallèle  à  BE,  a  pour  homologue, 
dans  F|,  une  droite  A'Cj,  parallèle  à  B'E'  et  comcidanl,  par  consé- 
quent, en  direction  avec  A'C 

Comme,  d'autre  part,  le  point  D,  qui  correspond,  dans  F,,  au 
point  D,  est  évidemment  sur  la  droite  A'D',  le  quadrilatère  A,B,C|D, 
a,  avec  le  quadrilatère  A'B'C'D',  les  relations  supposées  en  2°.  On 
.peut  donc  trouver  une  figure  F',  homographique  de  F,,  et  tels 
qu'aux  points  A,,  B„  C,,  D,  correspondent  A',  B',  C,  D'.  La  (ïgure  F'. 


(I)  I-ec; 
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homographique  de  F,,  est,  par  suite,  homographiquc  de  F,  ce  qui 
est  le  résultat  demandé. 

635.  Corollaire.  —  Etant  données  dpMx  figures  komographiques, 
on  peut  mener,  par  un  point  quelconque  de  l'une  des  figures,  une 
droite  telle  que  celte  droite  et  son  homologue  soient  divisées  propor- 
tionnellement par  les  points  correspondants  situés  sur  elles. 

On  peut,  en  effet,  supposer  les  deux  figures  données  par  quatre 
points  et  leurs  liomoiogues,  l'un  de  ces  points  étant  le  point  donné. 

Si  l'on  se  trouve  dans  le  cas  indiqué  au  n"  précédent  en  1°,  toute 
droite  de  l'une  des  figures  possède  la  propriété  demandée,  puisque 
l'autre  se  déduit  de  la  première  par  projection  parallèle  et  simi- 
litude. 

Dans  le  cas  indiqué  en  2°,  la  droite  BI  répond  à  la  condition; 
car  elle  est  l'intersection  des  deux  plans  en  perspective  et,  par 
conséquent,  chacun  de  ses  points  coïncide  avec  son  homologue. 

Dès  lors,  dans  le  cas  général,  on  formera,  comme  il  a  été  expliqué 
tout  à  l'heure  (n"  précéd.,  3°),  la  figure  F,  et  Ton  pourra  trouver  la 
droite  possédant  la  propriété  demandée  pour  les  figures  F',  F,. 
Cette  droite  possédera  dès  lors  la  même  propriété  pour  les  figures 
données  F',  F,  puisque  F  se  déduit  de  F^  par  projection  parallèle  et 
similitude. 

636.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  démontrer  le  !héo- 
rème  suivant  : 

Théorème.  Étant  données  deux  figures  planes  komographiques,  on 
peut  loujows  projeter  l\ine  de  manière  à  obtenir  une  figure  semblable 
à  Vautre. 

Nous  venons,  en  effet,  de  voir  qu'on  pouvait  trouver  deux  droites 
homologues  D,D',  l'une  située  dans  la  première  figure  F,  l'autre 
dans  la  seconde  figure  F'  et  qui  soient  divisées  semblablement  par 
les  points  correspondants  situés  sur  elles.  Par  conséquent  aussi, 
on  peut  remplacer  la  figure  F  par  une  figure  semblable  F,  telle, 
que  l'homologue  D,  de  D,  dans  cette  figure  F,,  coïncide  avec  D',  et 
même  que  chaque  point  de  D,  coïncide  avec  le  point  correspondant 
de  D',  le  plan  de  celte  nouvelle  figure  F,  ne  coïncidant  d'ailleurs 
pas  avec  le  plan  de  F'. 

Les  deux  figures  F,,  F'  ayant  ainsi  en  commun  tous  les  points 
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d'une  droite,  on  peuL  démontrer  que  les  droites  qui  joignent  un 
point  queleonque  de  F,  à  son  liomologue  de  F'  concourent  toutes  en 
un  même  point  ou  sont  parallèles.  A  cet  effet,  Aj,  B|,Ci  étant  trois 
points  de  F,  ;  A',  B',  C,  leurs  homologues  de  F',  on  remarquera  que 
le  point  H  oU  la  droite  B,C[  coupe  la  droite  D'  coïncide  avec  son 
homologue,  c'est-à-dire  avec  le  point  où  D'  est  coupée  par  la 
droite  B'C,  et  que  de  même  les  droites  C^A.,,  C'A'  se  coupent  sur  D', 
ainsi  que  A,B|,  A'B'.  11  suffira  alors  de  raisonner  comme  au  n"  634, 
2°  pour  constater  que  !e  point  d'intersection  de  A[A'  avec  BiB'  (si  ces 
droites  ne  sont  pas  parallèles)  appartient  à,  Cfi',  quel  que  soit  le 
point  C|. 

Les  deux  figures  F,,  F'  sont  donc  bien  la  projection  l'une  de 
l'autre. 

Corollaire.  —  En  général,  la  projection  en  question  sera  centrale 
(et  non  pas  parallèle).  S'U  en  est  ainsi,  en  faisant  la  perspective 
de  F'  avec  le  même  point  de  vue,  mais  en  remplaçant  le  plan  de  F, 
par  un  plan  parallèle,  on  obtiendra  une  figure  semblable  à  Fj  ;  et  en 
choisissant  convenablement  la  distance  du  nouveau  plan  du  tableau 
à  l'ancien,  on  pourra  disposer  du  rapport  de  similitude  de  manière 
à  ce  que  la  nouvelle  figure  soit  égale  à  F. 

Ainsi,  êtatit  données  deux  figures  homographiques,  on  peut,  en 
général,  les  placer  de  manière  à  ce  qu'elles  soient  en  perspective. 
Seulement,  cette  dernière  conclusion  peut  être  en  défaut  dans  le 
cas  oii  la  figure  F,  considérée  dans  la  démonstration  précédente, 
dérive  de  F'  par  projection  parallèle,  c'est-à-dire  oii  les  lignes  de 
fuite  sont  rejetées  à  l'infini  (voir  ex.  903). 

637.  La  définition  que  nous  avons  donnée  des  figures  homogra- 
phiques entraîne  la  conséquence  suivante  : 

Deux  figures  polaires  réciproques  d'une  même  troisième  {par  rapport 
à  deux  cercles  différents)  sont  homographiques. 

En  effet  : 

A  chaque  point  de  la  première  figure  F,  correspond  un  point  de 
la  seconde  figure  Fj,  celui  qui  correspond  à  la  même  droite  de  la 
troisième  figure  F; 

A  trois  points  en  Ugne  droite  de  F,  correspondent  trois  points  en 
ligne  droite  de  Fj,  puisque  ces  trois  points  correspondent  à  trois 
droites  concourantes  de  F; 
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Le  rapport  aniiarmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite  de  Fj 

est  égal  à  celui  de  leurs  homologues  pris  dans  Fj  (comme   égal 

(PI.,  210)  au  rapport  anharmo nique   des  droites  correspondantes 

de  F). 

63S.  Divisions  et  faisceaux  lioinog:raphiques. 

Deux  figures  {divisions)  formées  chacune  de  points  en  ligne  droite 
sont  homographiques,  d'après  ce  qui  précède,  si  le  rapport  anhar- 
monique  de  quatre  points  quelconques  de  l'une  est  égal  au  rapport 
anharmonique  des  points  correspondants  de  l'autre. 

Deux  figures  planes  (faisceaua!)  formées  chacune  de  droites 
concourantes  (le  point  de  concours  étant  d'ailleurs  à  distance  finie 
ou  à  l'infini)  sont  homographiques,  si  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  droites  de  l'une  est  égal  à  celui  de  leurs  homologues. 

Deux  divisions  ou  faisceaux  en  perspective  sont  homographiques. 

Nous  dirons  également  que  deux  faisceaux  composés  chacun  de 
plans  passant  par  une  même  droite  sont  homographiques,  si  le  rap- 
port anharmonique  de  quatre  plans  du  premier  faisceau  est  toujours 
égal  au  rapport  anharmonique  de  leurs  homologues  du  second. 

Plus  généralement,  nous  pourrons  considérer  une  division  comme 
homographique  d'un  faisceau  de  droites  concourantes  d'un  plan  ou 
d'un  faisceau  de  plans  passant  par  une  même  droite  :  c'est  ce  que 
nous  ferons  si  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  quelconques 
de  la  division  est  égal  à  celui  des  quatre  droites  correspondantes  ou 
des  quatre  plana  correspondants  du  faisceau. 

On  voit  : 

1°  Que  deux  faisceaux  (ou  divisions)  homographiques  d'un  troi- 
sième sont  homographiques  entre  eux; 

2°  Qu'un  faisceau  de  droites  ou  de  plans  est  homographique  de  la 
division  qu'il  détermine  sur  une  droite  quelconque  et  qu'un  faisceau 
de  plans  est  homographique  du  faisceau  de  droites  qu'il  détermine 
sur  un  plan  sécant  quelconque. 

639.  On  peut  tirer  de  là  une  série  de  conséquences  telles  que  les 
suivantes  : 

Une  droite  mobile,  issue  d'un  point  fixe,  intercepte  sur  deux 
droites  fixes  quelconques  des  divisions  homographiques. 

Deux  droites  qui  tournent  chacune  autour  d'un  point  fixe  et  font 
entre  elles  un  angle  constant,  engendrent  deux  faisceaux  homogra- 
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pHiques.  Par  conséquent,  les  divisions  interceptées  respectivement 
par  ces  deux  droiles  mobiles  sur  deux  droites  fixes  quelconques 
seront  homograpliiques. 

Si  un  point  décrit  une  droite  fixe,  les  droites  joignant  ce  point  ii 
deux  centres  fixes  décrivent  deux  faisceaux  homographiqnes. 

Lorsqu'un  segment  de  grandeur  constante  se  ment  sur  une 
droite  fixe,  ses  extrémités  décrivent,  sur  cette  droite,  deux  divi- 
sions homograpliiques.  Los  droites  qui  joignent  respectivement  ces 
extrémités  à  deux  points  fixes  décrivent  deux  faisceaux  homo- 
grapliiques, etc.,   etc. 

640.  Deux  divisions  homograpliiques  sont  déterminées  si  Von  donne 
trois  points  et  leurs  homologues.  L'homologue  d'un  quatrième  point 
quelconque  sera  déterminé  par  la  condition  que  les  rapports  anhar- 
moniques  homologues  formés  dans  les  deux  divisions  soient  égaux. 

De  même,  deux  faisceaux  homojjrapkiques  sernnt  déterminés  si  l'on 
donne  trois  rayons  et  leurs  homologues. 

641.  Réciproquement,  sur  deux  droites  données  quelconques  on 
peut  toujours  trouver  deux  divisions  homographiques  telles  que  trois 

'  points  {distincts)  a,  b,  c  de  la  première  droite 
nient  pour  homologues  trois  points  donnés  a', 
/)',  c'  [distincts]  de  la  seconde. 

En  effet,  nous  pouvons  toujours    suppo- 
ser, en  déplaçant  au  besoin  l'une  des  deux 
droites,  que  le  point  a  coïncide  avec  a',  les 
deux  droiles  étant  d'ailleurs  distinctes.  Ces 
Fm.  L,3i.  deux  droites  seront  alors  dans  un  même  plan 

et,  par  conséquent,  les  deux  droites  ùb',  ce' 
auront    un    point   commun   0   (à   distance    finie   ou   à    l'infini). 
En  faisant  correspondre  l'un  à  l'autre  les  points  des  deux  droites 
situés  sur  un  même  rayon  Issu  du  point  0  {/îg.  531),  on  aura  réalisé 
l'homographie  demandée. 

De  plus,  les  deux  divisions  homographiques  ainsi  obtenues  étaot, 
d'après  ce  qui  précède,  les  seules  dans  lesquelles  a,  b,  c  aient  pour 
homologues  a,  b',  c',  on  voit  que  lorsque  deux  divisions  homogra- 
phiques ont  un  point  homologue  commun,  la  droite  qui  joint  deux 
points  homologues  quelconques  passe  par  un  point  fixe. 
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Aulrement  û\l,  deux  divisîons  homographique^  qui  ont  un  point 
hotnologue  commun,  sont  en  perspective. 

642.  De  même,  on  peut  toujours  Irouver  deux  faisceaux  homogra- 
phigues  tels  que  trois  rayons  donnés  Oa,  Oft,  Oc  de  l'un  aient  pour 
homologues  iroU  rayons  donnés  O'a' ,  O'b' ,  O'c'  de  l'autre. 

Cette  proposition  n'est  pas  distincte  de  la  première,  puisqu'on 
construira  les  faisceaux  h  o  m  o  graphique  s  clierchés  en  construisant 
les  divisions  qu'ils  interceptent  respectivement  sur  deux  droites 
quelconques.  D'ailleurs,  elle  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  que 
nous  avons  établie  au  n°  634,  puisqu'il  suffira  pour  former  les  fais- 
ceaux demandés,  de  trouver  une  homographie  dans  laquelle  la 
figure  ù'a'Ij'c'  correspond  à  Qabc.  Enfin,  on  pourrait  l'obtenir 
directement  en  démontrant  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si,  dam  deux  faisceaux  homographiques  situés  dans 
im  même  plan  et  de  centres  différents,  la  droite  qui  joint  les  centres  est 
un  rayon  homologue  commun,  deux  rayons  homo- 
logues quelconques  se  coupent  sur  une  droite  fixe. 

Soient  00'  ifig.  532)  !e  rayon  homologue 
commun;  On,  O'a;  Ol>,  O'S  deux  autres  couples 
de  rayons  homologues.  Les  droites  joignant  res- 
pectivement 0  etO'  à  un  même  poiiitquelconque 
de  la  droite  ab  engendrent  deux  faisceaux  homo- 
graphiques,  dans  lesquels  les  trois  rayons  00',  ^"'^  ■'^-■ 

Oa,   Ob  ont  respectivement    pour    homologues 
O'O,  O'tt,  O'b  :  faisceaux  qui  ne  sont,  par  conséquent,  autres  que  les 
proposés. 

Le  mode  de  raisonnement  précédent  permet  bien  de  ti-ouver  deux 
faisceaux  horaographiques,  connaissant  trois  rayons  et  leurs  homo- 
logues :  il  suffira  de  supposer  ces  faisceaux  transportés  de  manière 
que  l'un  des  rayons  coïncide  avec  son  homologue,  les  centres  étant 
distincts  et  les  deux  faisceaux  étant  dans  un  même  plan, 

643.  Remarque.  —  Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  sont 
identiques  à  ceux  que  l'on  déduirait  des  propositions  du  numéro  pré- 
cédent par  polaires  réciproques  :  les  faisceaux  homographiques  cor- 
respondant aux  divisions  homographiques,  le  rayon  homologue 
commun  au  point  homologue  commun  des  deux  divisions,  etc. 

Les  raisonnements  employés  dans  ce  numéro  ne  sont  eux-mêmes 


y  Google 


(J36  GÉOMÉTllIE. 

que  la  tratltiction  de  ceux  que  nous  avions  présentés  au  numéro 
précédenl;  on  dit  qu'ils  en  sont  les  corrélatifs  ou  encore,  qu'il  y  a 
dualité  entre  les  uns  et  les  autres. 

Cette  dualité,  dont  nous  reparlerons  à  propos  des  coniques,  se 
retrouve- dans  toutes  les  propriétés  projectives  des  figures. 

Nous  avons  constaté  une  dualité  analogue  dans  la  géométrie  sphé- 
rjque,  où  elle  est  introduite  par  la  notion  des  figures  polaires.  En 
effet,  deux  figures  polaires  sur  la  sphère  sont  telles  qu'à  tout  point 
de  l'une  correspond  un  grand  cercle  de  l'autre,  et  inversement.  A 
trois  points  d'un  même  grand  cercle  C  correspondent  trois  grands 
cercles  passant  par  un  même  point  (le  pôle  àe  C)  et  réciproquement; 
il  est  d'ailleurs  clair  (623)  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  d'un  grand  cercle  est  égal  au  rapport  anharmonique  des 
grands  cercles  qui  leur  correspondent. 

Cette  dualité  s'étend  à  des  propriétés  non  projectives,  puisque 
l'angle  de  deux  grands  cercles  est  égal  k  la  distance  sphérique  de 
leurs  pilles.  Si  on  la  réduit  aux  propriétés  projectives,  elle  n'est 
pas  distincte  de  celle  qui  résulte  de  3a  transformation  par  polaires 
réciproques  (voir  ex.  988), 

644.  Corollaire.  —  Pour  que  deux  divisions  ou  deux  faisceaux  soient 
homographiques,  il  suffit  que  le  rappm't  anharmonique  d'un  point  quel- 
conque et  de  trois  points  pris  tme  fois  pour  toutes  soit  égal  au  rapport 
anharmonique  des  homologues  de  ces  quatre  points,  car  cette  propriété 
suffit  pour  construire  l'homographie  définie  par  trois  couples 
d'éléments  homologues  donnés. 

645.  Dans  les  constructions  des  deux  numéros  précédents,  on  peut, 
au  lieu  de  transporter  les  divisions  ou  les  faisceaux,  remplacer  l'une 
de  ces  figures  (division  ou  faiseeaii)  par  une  autre  qui.  soit  en  per- 
spective avec  la  première,  puisque  la  seule  chose  qui  importe  à  notre 
raisonnement  est  que  le  rapport  anharmonique  soit  conservé. 

Il  esta  remarquer  que,  par  ce  moyen,  on  peut  opérer  la  construc- 
tion demandée  par  le  moyen  de  la  régie  seule  ('). 
.    Partons  de  la  construction  du  a"  641.  —  Soient  encore  (')  a,  a';  b, 

(L)  Voie  U  note  B  à  la  fin  du  volumo. 

(2)  Nous  supposons  Iss  deux  dirisîous  dans  uu  même  plan,  la  cous  tract  ion  dans  le  cas 
contraire,  étant,  à  proprement  parler,  du  domaine  do  la  Oéométrie  descriptive  (soir  la  note  à 
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b';  e,  c'  [fig.  533}  les  trois  couples  de  points  homologues  donnés,  ! 
le  point  dont  on  cherche  l'homologue.  Onjoindra  les  points  a,  b,  e,  i 
k  un  point  quelconque  S  du  plan, 
les  points  a' ,  b' ,  c'  à  un  autre  point 
quelconque  S'.  Si  œ  est  le  point  d'in- 
tersection de  Sa,  S'«',  on  mènera 
par  le  point  a  une  première  trans- 
versale a^Yi^  sur  laquelle  le  faisceau 
Sabcm  interceptera  une  division 
apYji  homographique  de  abcm  et 
une  seconde  transversale  ctp'y'  sur 
laquelle  les  droites  issues  du  point 
S'  intercepteront  une  division  ho- 
mographique de  celle  qu'elles  inter- 
ceptent sur  a'b'c'.  Dans  l'homogra- 
phie telle  que  les  points  a,  p,  y  aient 
respectivement  pour  homologues 
I,  p',  y',  l'homologue  ^'  du  point  [/.  irm^  .^33, 

s'obtiendra  par  la  règle  seule  (641) 

et  il  suffira  de  joindre  ce  point  ;/  à  S' pour  obtenir  sur  la  di-oite  a'b'c' 
le  point  m'  homologue  de  m. 

646.  Expressions  diverses  de  riiomographie.  —  Considé- 
rant deux  divisions  homographiques,  soient  A,  B  deux  points  déter- 
minés et  M,  N,  deux  points  quelconques  de  la  première  ;  A',  B',  M',  N' 
les  homologues  de  A,  B,  M,  N.  La  relation  fondamentale  d'homo- 
graphie s'écrit  : 


MA_ 

i\A  _ 

M'A'  ^ 

N'A' 

MB' 

NB~ 

M' B'  " 

ÎS'B" 
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t  1 
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MA 

_  M'A 

NA 

_  IV'A' 

MB 

"  M'B 

"""  Nb 
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MA     M'A'       ,  ,         .  , 

l.e  rapport  —  :  ^-7— -,  a  donc  la  même  valeur,  quelle  qa( 
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posilion  du  point  M.  En  désignant  celle  valeui 
\ient 


(<: 


M'A' 


MB 


équation  qui  fait  connaître  le  point  M' lorsque  lis  point  M  est  donné. 
Inversement,  si  deux  points  M  -et  M',  situés  respectivement  sur 
deux  droites  fixes  (différentes  ou  non),  sont  liés  entre  eux  par  la 
relation  précédente,  ils  décrivent  deux  divisions  homograpliiques  : 
,  car  la  relation  (7)  entraîne  la  relation  (6')  et,  par  suite  (6). 

On  peut  indiquer  un  résultat  analogue  pour  deux  faisceaux  homo- 
grapliiques. Soient,  en  effet,  OA,  OB  deux  rayons  déterminés  et  OM, 
ON  deux  rayons  quelconques  du  premier  faisceau;  O'A',  O'B',  O'M', 
O'IS'  les  rayons  homologues  des  précédents.  L'égalité  des  rapports 
anharmoniques  (O.ABMN)  et  (O'.A'B'M'N')  s'écrira  (625)  : 

(M,OA)  _  (N,0A1  _   (M'^_[A')  .  (r,0''A') 

("m,ob)  ■  (N,on;  ~  ('m',o'b")  '  ^^",o'B')' 

d'où  l'on  déduit,  comme  tout  à  l'heure,  que  l'on  doit  avoir 

jU'fi'K')  _    (M,OA) 
"(M',0'B')~  "(M,OBj' 

k  désignant  une  constante. 

Bien  entendu,  une  relation  tont  analogue  auiait  lieu  pour  des 
faisceaux  de  plans  homographiques. 

D'ailleurs,  on  peut  appliquer  le  même  raisonnement  à  une  division 
et  à  un  faisceau  homographiques  entre  eux  :  Si  a,  b,  m  sont  trois 
points  de  la  division  ;  OA,  OB,  OM,  les  rayons  correspondants  du 
faisceau,  on  aura 


(M,OA) 


k  étant  indépendant  de  la  position  du  point  m. 

647.  Soient  I  le  point  de  la  première  division  homologue  du  point 
àrinfini  sur  la  seconde,  J' le  point  de  la  seconde  division,  homologue 
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du  point  à  l'infinî  sur  la  première.  Supposons  que  les  points  à  l'infini 
des  deux  divisious  ne  se  correspondent  pas,  de  sorte  que  les  points 
I  et  J'  sont  à  dislance  finie  :  On  aura,  iVI  et  M'  étant  dcvx  pobils 
homologues  quelconques, 

(8)  1  M.  J'M'  =  A, 

fi  étant  une  constante. 

Car,  les  deux  divisions  étant  placées  de  manière  à  être  en  perspec- 
tive (et  étant  (3e  plus,  considérées  comme  faisant  partie  de  figures  planes  situées 
i-espectivement  dans  des  plans  P,  P'  perpendiculaires  ù,   celui  qui  contient   les 


deux  divisions)  ta  relation  prccédento  résulte  [fig.  534)  de  la  proposi- 
tion du  n"  627. 

Inversement,  si  deux  points  M,  M',  mobiles  sur  deux  droites,  dif- 
férentes ou  non,  sont  liés  par  la  relation  (S),  —  où  la  constante  fi 
est  supposée  différente  de  zéro  —  ils  décrivent  deux  divisions 
homographiques  :  car  si  A,  A''  sont  deux  points  homologues  déter- 
minés, l'homographie  qui  est  définie  par  les  couples 

I,  =o;  co,  J';  A,  Â' 

est  ;en  vertu  du  résultat  précédent)  représentée  pnr  la  roiiilion 

I  M.  J'M'  =  I  A.  J'A' 

c'est-à-dire  par  la  relation  (8),  puisque  l'on  a  lA.J'A'  =  h. 

Si  h  était  nul,  l'un  des  segments  IM,  J'M'  devrait  être  nul,  de 
sorte  que  tous  les  points  M,  autres  que  I,  auraient  le  mérn^  homo- 
logue J';  hypothèse  que  nous  excluons  en  ce  moment,  mais  que 
nous  retrouverons  quelquefois  dans  la  suite. 
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64S.  Dans  le  cas  oii  les  points  à  l'infini  se  correspondent  el  où,  par 
suite,  les  points  I  et  J'  sont  rejetés  à  i'inflni,  les  deux  divisions  sont 
semblables,  c'est-à-dire  que  trois  couples  de  points  homologues  divi- 
sent les  droites  qui  les  portent  en  segments  proportionnels.  Si,  en 
effet,  A,A'  ;  B,B'  ;  C,C'  sont  ces  trois  couples,  la  relation  (ABCoo)  = 
(A'B'C'oo),  qui  a  lieu  entre  ces  trois  couples  et  le  couple  de  points 
homologues  à  l'inlini  s'écrit  (PI.  199) 

CA.  _  C^A/ 
CB  —  C'B' 

649.  Divisions  hoiuog:rapbïqHes  stir  nue  niAine  droite. 
l'oints  doubles- 

Supposons  les  deux  divisions  homographiques  portées  par  une 
môme  droite  et  cherchons  s'il  existe  un  point  m  qui  coïncide  avec 
son  homologue  :  à  cet  effet,  il  suffit  d'employer  la  relation  (8),  qui 
s'écrit  alors 
(8')  Im.  im.  =  /(. 

Les  segments  Im  etJ'm  devant  être  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires  suivant  que  k  est  positif  ou  négatif,  leurs  valeurs  absolues 
auront  pour  différence,  dans  le  premier  cas,  et  pour  somme,  dans 
le   second,   la  dislance  IJ'  ;  on   est  donc 
ramené  h  l'une  ou  l'autre  des  construc- 
tions 7  ou  8  (PI,,  155).  Par  conséquent, 
on  devra  mener  à  la  droite  donnée,  par 
les    points  I  et  J'  respectivement,    deux 
perpendiculaires  Ueti'f  (lîg.  535)  dont 
le  produit  soit,  en  grandeur  et  en  signe, 
égal  a  —  h  :  le  point  cherché  appartiendra 
^"^-  ^'5-  à  la  circonférence  décrite  avec  i  f  comme 

diamètre. 
On  voit  d'ailleurs  directement  que,  si  P  est  un  point  quelconque 
de  cette  circonférence,  les  droites  P,î  et  P/  coupent  la  droite  donnée 
en  deux  points  M,  M'  homologues  entre  eux  :  les  triangles  It  M,  J'M'/ 
sont,  en  effet,  semblables  entre  eux,  comme  ayant  leurs  côtés  per- 
pendiculaires (')  et  donnent  (comparer  PI.,  155)  l'égalité 

IM.  J'M'  =H,  J/. 
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La  construction  précédente  résuite  dès  iors  de  ce  que  les  points  M 
et  M'  viennent  se  confoodre  lorsqiie  ie  point  P  est  sur  la  droite 
donnée. 

Les  points  qui  coïncident  ainsi  avec  leurs  homologues  se  nomment 
points  doubles.  Us  sont  au  nombre  de  deux  si  la  circonférence  de 
diamètre  if  coupe  la  droite  donnée  [points  doubles  réels).  La  circon- 
férence peut  encore  toucher  la  droite  (points  doubles  confondus)  ou 
lui  être  entièrement  extérieure.  On  convient,  dans  ce  dernier  cas, 
de  dire  que  les  points  doubles  sont  imaginaires. 

650.  Si  les  points  doubles  m  et  n  sont  réeîs  et  distincts  on  peut 
prendre,  pour  les  points  Â  et  B  qui  figurent  dans  la  relation  (7),  ces 
points  doubles  :  cette  relation  devient  alors: 

(9)  ^.'^«„/, 

Elle  montre  que  le  rapport  anharmonique  formé  par  les  points 
doubles  et  deux  points  homologues  quelconques  est  constant. 

Inversement,  rfeuar  points  qui  forment  avec  deux  points  fixes  un 
rapport  anharmonique  constant,  décrivent  deux  divisions  komogra- 
phiques  :  car  la  relation  (9)  est  un  cas  particulier  de  (7). 

Hayons  doubles  ties  faisceaux  homogrraphiques  con- 
eentriques. 

Deux  faisceaux  homographiques  ont. deux  rayons  doubles  distincts 
ou  confondus,  ou  n'ont  pas  de  rayons  doubles  (rayons  doubles  imagi- 
naires) :  ce  dernier  cas  est,  par  exemple,  celui  de  l'homographie 
formée  par  les  côlés  d'un  angle  constant  qui  tourne  autour  de  son 
sommet. 

651.  La  construction  des  points  doubles  de  deux  divisions  ou 
faisceaux  homographiques  donne  la  solution  d'un  grand  nombre  de 
questionf!  de  géométrie  Remarquons  en  effet,  tout  d'abord,  qu'on 
y  ramené  immédiatement  la  question  suivante  : 

liouver  les  couples  communs  à  deux  homographies: 

(Les  h Dmogi aphies  en  question  ayant  lieu  chacune  entre  deux 
divisions  ou  entre  une  dnision  et  un  faisceau,  ou  entre  deux  fais- 
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ceaux,  !os  droiUîs  qui  portent  les  deux  divisions,  ou  la  droite  qui 
porte  la  division  et  le  ceulre  du  faisceau,  ou  les  centres  des  deux 
faisceaux  étant  les  mêmes  de  part  et   d'outre.) 
u,--'^         Considérons,  par    exemple,    le    cas   de    deux 
^^^.--'-''^  homographies  entre  divisions  portées,  les  unes 

.  sur  une  droite  D,  les  autres  sur  une  droite  D'. 

^~~~~~—^ti^__      Soient  M  un  point  quelconque  de  D  ;  M' son  homo- 
vm.  SS6.  logue  dans  la  première  homographie,  M',,  l'homo- 

logue du  même  poinlMdansla  seçonde!yî(/,  536). 
Nous  cherchons  un  couple  commun  aux  deux  homographies, 
c'est-à-dire  un  point  M  dont  les  deux  homologues  M  et  M',  coïncident. 
Or,  les  divisions  décrites  par  M'  et  M'j,  étant  toutes  deux  homo- 
graphiques  de  la  division  décrite  par  M,  sont  h omo graphiques  entre 
elles.  Nous  n'aurons  donc  qu'à  rechercher  les  points  doubles  de 
l'homographie  ainsi  obtenue. 

Exemples.  —  Soit  à  trouver  sur  une  droite  donnée  ï)  un  segmenta  W 
de  grandeur  donnée,  gui  soit  vu  d'un  point  donné  sous  un  angle  donné 
{fig.  S37).  Lorsqu'un  point  M  parcourt  la 
droite  D,  ie  point  M'  de  la  même  droite  tel  ^j" 

que  le  segment  MM'  soit  égal  à  la  longueur  _,-'  ; 

donnée  décrit  une  division  homographique  y'        ,' 

de  celle  que  décrit  M;  et  il  en  est  de  même      m';   ta' i5 

du  point  M'i.pris  également  sur  D,  et  tel  que  i,-,t.  3^1. 

l'angle  MOM',  en  désignant  par  0  le  point 

donné)  soit  égal  à  l'angle  donné.  Nous  sommes  donc  ramenés  au 
problème  précédent,  puisque  nous  cherchons  pour  quelles  positions 
du  point  M  les  points  M'  et  M'[  coïncident. 
Le   problème  qui  consiste   à,  trouver  sur 
une  droite  donnée  un  segment  qui  soit  vu  de 
deux  points  donnés  sous    des  angles    donnés, 
appartient  évidemment  iila  môme  catégorie. 
Il  en  serait  encore  de  même,  d'ailleurs,  si  les 
extrémités  du  segment,  au  lieu  d'être  sur 
une  même  droite  donnée  D,  devaient  être  res- 
pectivement sur  deux  droites  données  D,  D' 
(fig.  538), 
incore  à  mener  par  un  point  donné  une  Iransuersale  inlercep- 
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lani  sur  deux  droites  données,  à  partir  de  deux  origines  respecHoemeiU 
données  sur  ces  deux  droiles,  deux  segmen(s  ayant  entre  eux  un  rapport 
donné. 

Soient  0  le  premier  point  donné  ;  A,  A'  les  i^ 

origines  respectivement  donnéessur  les  droites      d,.,-^'''''''"''"'^  / 
D,  D'  (/?(/.  539),  Une  transversale  quelconque  / 

menée  par  0  coupera  les  deux  droites  en  des 
points  M,  M'  qui  décriront  sur  elles  des  divi- 
sions homographiques.  Nous  aurons  à  recher-  p^^  ^^^ 
cher  le  couple  commun  à  cette  homographie 
et  à  celle  qui  lie  les  extrémités  de  deux  segments  portés  respec- 
tivement à  partir  de  A,  A'  et  ayant  entre  eux  le  rapport  donné. 


On  pourrait  encore,  au  lieu  du  rapport 

AM.A'M',  puisque  l'équation  AM.A'H'  = 
graphie. 

On  peut,  de  même, 
polygone  dont  les  n  ^ 
dans  le  plan.  En  effet,  ; 


AM 

A' M'  ' 

const.  défiait  une  hoi 


se  donner  le  produit 


e  dans  un  polygone  de  n  côtés  donné,  un 
:ôtés  passent  par  n  points  donnés  arbitrairement 
iut  ABCDE  ifig.  S40)  le  polygone  donné  et 
P,  Q,  R,  S,  T  les  points  par  les- 
quels  doivent  passer   les   côtés 
du  polygone  cherché  abcde.  Pre- 
nons le   point  a  arbitrairement 
sur  AB  :  nous  en  déduirons  ô  par 
la  condition  que  a/>  passe  par  le 
point  P,  puis  c  par  la  condition 
que  bc  passe  par  Q,  etc. 
finalement  nous  retrouverons 
j.j„^  -10^  sur  AB  un  point  a'  qui  ne  coïnci- 

dera pas,  en  général,  avec  a. 
Mais  le  point  a'  décrira  une  division  homographique  à  celle  qui 
sera  décrite  par  a,  puisque  u  est  lié  homographiquement  à  é, 
lequel  est  lié  homographiquement  à  c,  etc.  Donc  nous  n'aurons  qu'à 
rechercher  les  points  doubles  de  l'homographie  qui  lie  a  h  a'  : 
homographie  que  nous  déterminerons  en  en  construisant  trois 
couples  de  points  homologues. 

On  voit  que  la  méthode  applicable  à  tous  les  problèmes  de  cette 
espèce  est  une  sorte  de  règle  de  fausse  posilion. 
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Il  sera  souvent  commode,  pour  appliquer  la  construction  du 
n"  649,  de  prendre  pour  deux  des  couples  de  points  homologues  ceux 
olj  l'un  ou  l'autre  de  ces  poiiits  est  à  l'infini. 

652.  Involutiou. 

Théorème.  —  Si,  dans  deux  divisiom  homographlques  situées  surtme 
même  droite,  un  point  [distinct  des  points  doubles)  a  mênie  homologue, 
lorsqu'on  le  considère  successivement  comme  appartenant  à  l'une  et  à 
l'antre  des  deux  divisions,  il  en  est  de  même  de  tout  autre  point  de 
la  droite. 

Supposons  que  le  point  A  ail  pour  homologue  A'  et  le  point  A',  A, 
et  soit  B  un  autre  point  quelconque  de  la  même  droite,  lequel,  con- 
sidéré comme  appartenant  à  la  première  division,  a  pour  homologue 
B'  dans  la  seconde.  L'homographie  pourra  être  considérée  comme 
déterminée  parles  trois  couples  A,  A'  ;  A',  A;  B,  B'.Si  donc  on  consi- 
dère B  comme  appartenant  à  la  seconde  division,  son  homologue  B', 
dans  la  première  sera  défini  par  la  relation 

(A  A' B  B,')  =  (A' A  B' B) 

Or,  celte  relation  montre  que  ie  point  B'j  coïncide  avec  le  point  B', 
car  le  rapport  anharmonique  du  second  membre  est  (PL,  199)  égal  h 
(AA'BB'). 

Remarque,  —  Lorsque  tes  points  doubles  m  et  n  sont  réels  et  dis- 
tincts, le  théorème  qui  précède  est  une  conséquence  directe  du 
n"  650.  Si,  en  effet,  nous  écrivons  que  le  point  A  estl'homologue  du 
point  A'  et  celui-ci  l'homologue  de  A,  à  l'aide  de  la  relation  (9),  il 
viendra  les  deux  équations 


lesquelles,  multipliées  membre  à  membre,  donnent  k^=  \. 

Or  A  ne  peut  être  égal  àl(sausquoilepoint  A' coïnciderait  avec  A)  : 
donc  on  a  A  ^:  —  1  et,  par  conséquent,  deux  points  homologues  quel- 
conques forment  avee  les  points  doubles  une  division  harmonique  :  rela- 
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tioii  qui  ne  change  évidemmenL  pas  lorsqu'on  permute  entre  eux  les 
deux  points  homologues. 

Deux  divisions  ho  m  ©graphiques  telles  que  l'homologue  d'un  point 
donné  soit,  conformément  au  théorème  précédent,  le  même  lorsqu'on 
considère  successivement  ce  point  comme  appartenant  à  l'une  ou  à 
l'autre  des  deux  divisions,  sont  dites  en  irtvohilion. 

De  même,  deux  faisceaux  homographiques  concentriques  sont  dits 
en  involulion,  si  la  relation  entre  deux  rayons  homologues  ne  change 
pas  quand  on  permute  ces  rayons. 

653.  Deux  couples  de  points  (om  de  rayons)  homologues  déterminent 
une  involulion  :  car  la  connaissance  de  deux  couples  A,  A'  ;  B,  B'  de 
points  homologues  d'une  involulion  équivaut  à  la  connaissance  de 
quatre  couples  A,  A';  A',  A;  B,  B';B',Bde  points  homologues  d'une 
homographie. 

654.  Théorème.  —  Si  trois  couples  de  points  sont  en  involulion,  le 
i-apport  anhai-monique  foimé  par  deux  points  d'un  couple  et  un  point 
de  chacun  des  deux  autres  est  égal  à  celui  de  leurs  homologues. 

Inversement,  s'il  en  est  ainsi,  les  six  points  sont  en  involution. 
Soient  A,  A';  B,  B';  C,  C  trois  couples  en  involution;  les  deux 
divisions  A,A',B,G  et  A',A,B',C'  sont  homographiques  et  l'on  a 

(AA'BC)  =  (A'AB'C). 

Inversement,  cette  égalité  montre  que  les  points  A',  A,  B',  G' cor- 
respondent respectivement  à  A,  A',  B,  G  dans  une  même  homogra- 
phie. Cette  homographie  est  nécessairement  une  involulion,  puisque 
A,  A'  et  A',  A  sont  deux  couples  de  points  homologues. 

655.  Dans  le  cas  de  l'invoUition,  la  relation  (8)  devient 

(10)  OM  xOM'  =  /i, 

0  étant  le  point  (unique)  homologue  de  rinfmi.  Ce  point  est  âilpoint 
central  de  l'involulion. 

Si  la  constante  h  est  positive,  on  voit  que  l'on  aura  deux  points 
doubles  réels  et  distincts. 

Le  rapport  ankarmonique  formé  par  ces  points  doubles  et  deux  points 
homologues  quelconques  est  égal  «  —  1  {652,  Item.). 
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Réciproquement,  deux  pùinis  qui  divisent  harmoniquemenl  un 
segment  fixe  sont  en  incoluHon. 

De  même,  dans  deux  faisceaux  en  involution,  deux  rayons  homo- 
logues foi-ment  avec  les  rayons  doubles  (s'ils  existent)  un  faisceau  harmo- 
nique ;el,  récip roquera e m,  celte  relation  enlraine  l'existence  d'une 
involution. 

Si  te  point  0  est  rejeté  à  l'iniini,  il  en  est  de  mèmed'un  des  points 
doubles  et  l'involution  est  formée  par  les  serjments  ayant  un  milieu 
commun,  l'autre  point  double. 

656.  Si  la  constante  h  est  négative,  les  points  doubles  sont  imagi- 
naires. Dans  ce  cas,  I  et  J' étant  confondus  en  0,  comme  nous  Tavons 
dit,  on  peut  donner  aux  deux  segments  U  et  i'j'  de  la  figure  S35,  la 
valeur  commune  Oo  =  V  —  h  :  on  voit  alors  qw'il  existe  un  point  (le 
point  o]  d'oit  l'on  voit  le  segment  formé  par  deux. points  homologues 
quelconques  sous  un  angle  droit,  puisque  c'est  le  point  o  qui  joue  io 
rûle  du  point  i  et  du  point/. 

Inversement,  il  est  évident  que  les  côtés  d'un  angle  droit  qui  tourne 
autour  de  son  sommet  engendrent  deux  faisceaux  homographiques  en 
invobdion,  les  rayons  doubles  étant  d'ailleurs  imaginaires. 

Toute  involution  de  deux  faisceaux  dans  laquelle  deux  rayons 
sont  perpendiculaires  à  leurs  homologues  coïncide  (653)  avec  la  pré- 
cédente. Ainsi  si,  dans  une  involution,  deux  couples  de  rayons  homo- 
logues sont  formés  de  rayons  perpendiculaires  entre  eux,  deux  rayons 
homologues  quelconques  sont  aussi  rectangulaires. 

656  èis.  Enfin  les  points  doubles  d'une  involution  ne  peuvent  être 
confondus,  h  moins  que  h  ne  soit  nul,  c'est-à-dire  à  moins  que  l'on 
ne  cesse  d'avoir  affaire  à  une  correspondance  piropremenl  dite,  l'invo- 
lution présentant  la  dégénérescence  indiquée  au  n°  647. 

657.  De  ce  qui  précède  (655)  il  résulte  que,  pour  obtenir  un  segment 
qui  divise  harmonilfuement  deux  segments  donnés,  il  suffit  de  déter- 
miner (s'ils  existent)-  les  points  doubles  de  l'involution  définie  par 
ces  deux  segments;  et  que,  d'aiileurs,  le  segment  ainsi  obtenu  est 
seul  à  posséder  la  propriété  demandée. 

Le  segment  cherché  est  d'ailleurs  imaginaire,  si  les  segments  donnés 
chevauchent  l'un  sur  l'autre  (PL,  112)  ;  il  est  au  contraire  réel,  si  les 
deux  segments  sont  ent-èrement  intérieurs  ou  entièrement  extérieurs 
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l\ui  à  l'aub-e  :  car  il  est  aisé  de  voir  que,  dans  une  involution  défi- 
nie par  la  formule  (10)  avec  une  valeur  négative  de  h  {c'esL-à-diro 
dans  toute  involution  qiii  a  ses  points  doubles  imaginaires)  deux 


couples  de  points  homologues  clievauclienl  toujours  l'on  sur  l'aulrc 
{fis.  541). 

On  a  évidemment  des  énoncés  tout  semblables  en  remplaçant  les 
points  en  ligne  droite  par  des  droites  concourantes. 

658-  Les  poinls  .situés  sur  une  droite  donnée  et  conjugués  par  rap- 
port à  un  cercle  donné  forment  une  involulion.  Car  le  conjugué  d'un 
point  M  est  déterminé,  sur  la  droite  donnée,  par  la  polaire  de  ce 
point,  laquelle  engendre  (PI.,  210)  un  faisceau  homographique  de  la 
division  décrite  par  M  ;  et,  d'autre  part,  la  relation  entre  deux  points 
conjugués  ne  change  pas.  (PI.,  205)  quand  on  permute  ces  deux 
poinls. 

Les  points  doubles  de  l'involution  ainsi  obtenue  sont  évidemment 
(s'ils  existent)  les  points  de  renconti-e  de  la  droite  donnée  avec  le 
cercle  ('). 

De  même,  les  droites  conjuguées  qui  passent  par  un  point  donné 
forment  une  involution,  qui  a  pour  rayons  doubles  les  tangentes 
menées  du  point  au  cercle. 

659.  Une  série  de  cercles 
ayant  même  axe  radical  dé- 
termine sur  tcne  transversale 
quelconque  des  segments  en 
involution,  le  point  central 
0  étant  le  point  de  rencontre 
de  la  transversale  avec  l'axe 
radical.  ■  ^^""  ^''-■ 

Car  si  M,  M'  {/ig.  M2)  sont  les  points  de  rencontre  d'un  cercle 
quelconque  de  la  série  avec  la  transversale,  le  produit  OM.  OM'  est 
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égal  à  la  puissance  du  point  0  par  rapport  à  ce  cercle,  lai|uelle  ne 
varie  pas  lorsque  ce  cercle  change. 

Inversement,  il  est  clair  qu'une  involution  peut  toujours  être 
considérée  comme  déterminée,  sur  la  droite  qui  la  porte,  par  une 
série  de  cercles  passant  par  deux  points  fixes  :  il  suffit  de  choisir 
ces  deux  points  inverses  l'un  de  l'autre,  par  rapport  au  point  central 
de  l'involution,  la  puissance  d'inversion  étant  la  constante  h  définie 
par  l'égalité  (lOj. 

Les  cercles  qui  ont  pour  diamètres  tes  segments  d'une  même  hivotu- 
iion  ont  même  axe  radieal,  la  perpendiculaire  menée,  à  la  droite  qui 
porte  l'involution,  par  le  point  central. 

660.  Théorème.  —  Si,  dans  deux  divisions  homogropkiques  quel- 
conques, on  considère  deux  couples  de  points  homologues,  les  deux  seg- 
ments formés  respectivement  par  chaque  point  el  l'homologue  de  l'autre 
et  le  segment  formé  par  les  points  doubles  appartiennent  à  une  même 
involution. 

Soient  M,  M';  ÎS',  N'  les  deux  couples  de  points  homologues  ;  A,  B 
les  points  doubles.  La  relation 

{ABMM')  =  (ABNN'), 

démontrée  au  n"  650,  s'écrit,  en  permutant  entre  eux,  dans  le  rapport 
anharmonique  du  second  membre,  les  points  A,  B,  d'une  part,  N,  N' 
de  l'autre, 

(ABMM')  =  (BAN'^'). 

Elle  montre  (654)  que  les  couples  A,  B;  M,  N';  N,  M'  font  partie 
d'une  même  involution. 

Remarque.  —  Lorsque  les  points  doubles  sont  confondus,  l'é- 
noncé devient  celui-ci  :  le  point  double  unique  est  point  double  de 
l'involution  déterminée  par  les  deux  couples  M,  N';  N,  M',  Mais  le 
raisonnement  précédent  cesse  d'être  valable. 

On  trouvera,  à  l'exercice  919,  une  démonstration  qui  s'applique 
à  tous  les  cas. 

De  même,  les  rayons  doubles  d'une  homographie  forment  avec  deux 
couples  de  rayons  homologues  quelconques  une  involution. 
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661,  Théorème.  —  Les  côtés  opposés  et  les  diagonales  d'un  quadri- 
latère déterminent  svr  une  transversale  quelconque  trois  segments  en 
invo/ution. 

Soit  le  quadrilatère  ABCD  [fig.  543) 
dont  les  côtés  opposés  AB,  CD;  AD,  BC 
et  les  diagonales  AC,  BD  déterminent 
sur  une  même  transversale  les  seg- 
ments mm' ;  pp' ;  qq' . 

Les  droites  joignant  A  et  B  à  un 
point  variable  de  CD  déterminent, 
sur  !a  transversale,  deux  divisions 
homographiques.  g,  p'  et  p,  q'  sont 
deux  couples  de  points  homologues,  i,-,s.  sj,,. 

correspondant    respectivement    ans 

positions  C  et  D  du  point  variable.  Quant  aux  points  doubles,  ce 
sont  les  points  m,  m',  correspondant,  l'un  an  cas  oii  le  point 
variable  est  h.  l'intersection  de  AB  et  de  CD,  l'autre  au  cas  où  ce 
point  est  en  m'  même. 

Donc  (théor,  préc.)  les  points  m,  m' ;  p,  p'  ;  q,  q'  forment  bien  uiio 
involution. 

662.  Corrélativement  au  théorème  précédent,  on  a  le  : 
Théorème.  —  Les  droites  qui  joignent  un  point  quelconque  du  plan 

aux  sommets  opposés  d'itn  quadrilatère  complet  forment  trois  couples 
en  involution. 

p  La  démonstration  est  corrélative  de  la 

précédente.  Soient  a,b,c,d  les  quatre 
côtés  du  quadrilatère  ;  M,  M',  P,  P',  Q,  Q' 
les  points  où  se  coupent  respectivement 
a,f>;c,d;a,d;b,c;a,  c;  b,  d  {fîg.5ii). 
Je  dis  que,  0  étant  un  point  quelconque 
du  plan,  les  droites  OM,  OM';  OP,  OP'; 
OQ,  OQ'  sont  en  involution.  Pour  le 
démontrer,  remarquons  que,  si  une 
F,Q.  3u.  sécante  tourne  autour  du  point  M',  les 

points  où  elle  rencontre  respectivement 

a  et  ô  décrivent  snrcesdeux  droites  deux  divisions  homographiques, 

de  sorte  que  les  faisceaux  obtenus  en  joignant  ces  points  au  point 
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0  sont  eux-mêmes  homographiques.  Or,  dans  cette  homograpliiti, 
deux  couples  de  rayons  homologues  seront  donnés  par  OP,  OQ' 
d'une  part,  OQ,  OP'  de  l'autre  et  les  rayons  doubles  par  OM,  CM' 
{le  premier  correspondant  à  la  position  M'M,  le  secotid  à  la  position 
M'O  de  la  sécante  mobile)  :  d'où  résulte  l'exactitude  de  notre  propo- 
sition. 


663.  Corollaires.  —  Un  certain  nombre  d'énoncés  peuvent  se 
déduire  des  deux  théorèmes  précédents  en  supposaut  que  quelques- 
uns  des  éléments  de  la  figure  soient  è.  l'infini  (ce  qui  n'empêche 
nullement  les  raisonnements  précédents  d'être  valables). 

Par  exemple,  si,  dans  le  théorème  démontré  en  dernier  lieu,  nous 
supposons  qu'un  des  cijtés  du  quadrilatère  complet  soit  la  droite  de 
l'infini,  la  proposition  devient  celle-ci  : 

Si  l'on  joint  un  point  du  plan  d'un  triangle 
à  chaque  sommel,  et  qu'on  mène  par  le.  même 
point  la  parallèle  au  càlê  opposé,  on  a  trois 
couples  en  involution. 

Supposons    que  le    point    considéré    soit 
[fiçj.  54-5)  sur  deux  des  hauteurs  du  triangle  : 
FiG.  Mb.  alors,  deux  des  couples  dont  nous   venons 

de  parler  seront  formés  de  rayons  rectangu- 
laires. 11  en  sera,  par  conséquent,  de  même  du  troisième  couple  et 
le  point  considéré  sera  aussi  sur  la  troisième  hauteur.  Le  théorème 
d'après  lequel  les  hauteurs  d'un  triangle  passent  par  un  même  point 
est  donc  un  cas  particulier  du  précédent. 
Si  te  quadrilatère  est  tout  entière,  dis- 
tance finie,  mais  que  le  point  0  soit  à 
l'infini,  les  rayons  de  jonction  seront  tous 
parallèles  entre  eux  :  en  les  coupant  par 
une  perpendiculaire  à  leur  direction  com- 
mune, on  Yoit  que  notre  théorème  de-  fic,  sifi. 
vient  :  les  projections  des  sommets  opposés 

d'un  quadrilatère  complet  sw  une  droite  quelconque  aoni  des  poivù 
en  involution  {fig.  346). 

De  même,  dans  le  théorème  du  n»  661, 
sommets  du  quadrilatère  rejeté  à  l'infini 
suivant  :  Les  projections  des  sommets  d' 


n  peut  s 

l'énoncé  devient  alors  le 

[  triangle  sur  une  droite 
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quelcoligve  forment,  avec  les  points  où  cette  droite  rencontre  respecli- 
vemenl  les  côtés  opposés,  trois  couples  en  involuiion. 

664.  Homograpbîe  et  involution  sur  nii  cercle.  —  On  dira 
que  deux  points  variables  sur  un  cercle  ou  sur  des  cercles  différents 
y  déterminent  deux  divisions  homographiques  si  le  rapport  anhar- 
monique  (PL,  212)  de  quatre  positions  du  premier  est  égal  au  rap- 
port anharmonique  des  positions  correspondantes  du  second. 

Plus  généralement,  on  définira  de  même,  par  l'égalité  des  rapports 
anharmoniques  homologues,  l'homographie  entre  une  division  sur 
un  cercle  et  une  division  sur  une  droite  ou  un  faisceau  de  droites  ou 
de  plans. 

Ea  particulier,  une  division  sur  un  cercle  est,  par  définition,  homo- 
graphique-  du  faisceau  décrit  par  la  droite  qui  joint  un  point  quel- 
conque de  la  division  à  un  point  fixe  du  cercle. 

Deux  divisions  homographiques  sur  un  même  cercle  seront  dites 
en  involution,  comme  dans  le  cas  d'une  droite,  si  la  relation  entre 
deux  points  homologues  est  réciproque. 

Théorème.  ^  Une  série  de  sécantes  issues  d'un  même  point  déter- 
minent sur  un  cercle  des  couples  de  points  en  involution. 

On  peut,  tout  d'abord,  remai'quer  que  le  théorème  e 
point  est  extérieur  au    cercle  :   car   la 
polaire  de  ce  point  et  l'une  quelconque 
des   sécantes   considérées    divisent  ce 
cercle  harmoniquement  (PI.,  213). 

Pour  démontrer  la  même  proposition 
dans  tous  les  cas,  S  {fiff.  847)  étant  le 
point  donné,  considérons  deux  points 
0,0'  du  cercle  pris  une  fois  pour  toutes 
en  ligne  droite  avec  le  point  S.  MM' 
étant  une  position  quelconque  de  la 
sécante;  M, M'  ses  points  d'intersection 
avec  le  cercle,   le  lieu  du  point  d'in-  •'i«-  s*7, 

tersection     des     droites   OM,0'M'     est 

(PI.,  211)  une  droite,  la  polaire  du  point  S.  Donc  ces  droites 
OM,0'H'  décrivent  deux  faisceaux  homographiques  et,  par  consé- 
quent, les  points  M,M' décrivent  des  divisions  homographiques. 

D'ailleurs   ces    divisions    satisfont   évidemment    à    la    condition 


évidents! 


y  Google 


d'involiiLion.  L'homologue  d'un  point  du  cercle,  que  ce  point  soit 
considéré  comme  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux  divi- 
sions, sera  une  extrémité  de  la  corde  dont  l'autre  extrémité  est  en 
ce  point,  et  qui  passe  par  le  point  S. 

Réciproquement,  une  cm'de  variable,  dont  les  exlrémités  décnoeut 
deux  divisions  en  involxtlion,  passe  par  un  point  fixe. 

En  effet,  si  S  est  le  point  d'intersection  (à  distance  finie  ou  à 
l'infini)  de  deux  positions  de  la  corde,  les  points  d'intersection  du 
cercle  avec  une  sécante  mobile  passant  par  S  décrivent  sur  ce 
cercle  une  involution,  laquelle  coïncide  avec  la  première,  puisqu'elle 
a  avec  elle  deux  couples  de  points  homologues  communs. 

Ce  théorème  permet  d'effectuer  très  aisément   la  plupart  des 

constructions  relatives  aux  faisceaux  et,  par  suite,  aux  divisions 

en  involution. 

Soient  deux  faisceaux  en  involution 
donnés  par  deux  couples  de  rayons 
homologues.  Par  le  centre  commun  0, 
faisons  passer  une  circonférence  qui 
coupera  les  quatre  rayons  en  A,A',B,B' 
ifig.  548).  Les  droites  AA',BB'  se  cou- 
peront en  un  point  S  et  l'involution 
considérée  ne  sera  autre  que  celle  qui 
est  formée  par  les  rayons  qui  joignent 
le  point  0  aux  points  de  rencontre  du  cercle  avec  une  sécante  quel- 
conque issue  de  S. 

h'komologue  d'un  rai/on  quelconque 
OC  s'obtiendra  en  joignant  le  point  C, 
où  ce  rayon  rencontre  le  cercle,  au 
point  S;  les  rayons  doubles  passeront 
par  les  points  de  contact  des  tangentes 
issues  de  S  :  ils  seront  réels  ou  imagi- 
naires, suivant  la  situation  de  ce  point 
par  rapport  au  cercle. 

Il  en  résulte  bien,  conformément  à  ce  fig.  i>is  b:s. 

qui  a  été  dit  plus  haut  (657),   que  les 

rayons  doubles  seront  imaginaires  si  les  couples  A,  A';  li,B'  (et, 
par  conséquent,   aussi    les    couples  de  rayons  OA,OA';  06,  OB') 
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se  séparent  réciproquement,  le  point  S  étant  alors  intérieur  au 
cercle  [fig.  S48)  ;  qu'ils  sont  réels,  au  contraire,  si  les  angles  AOA.' 
BOB'  sont  entièrement  intérieurs  ou  extérieurs  l'un  à  l'autre,  le 
point  S  étant  alors  extérieur  (fig.  548  bis). 

Le  couple  commun  à  deux  inwlulions  s'obtiendra  en  construi- 
sant (la  circonférence  étant,  bien  entendu,  choisie  une  fois  pour 
toutes)  les  points  S,  S'  qui  donnent  naissance,  conformément  au 
théorème  précédent,  &  ces  deux  involutions  :  il  sera  déterminé  sur 
le  cercle  par  la  droite  SS'. 

En  particulier,  comme  le  point  S  qui  correspond  à  une  involu- 
lion  formée  de  rayons  rectangulaires,  n'est  évidemment  autre  que 
le  centre  du  cercle,  on  obtiendra  les  rayons  rectangulaires  d'une 
invotution  en  joignant  au  centre  le  point  qui  donne  naissance  à 
celle  involution  [jig..  548  bis).  Comme  le  diamètre  de  jonction  coupe 
toujours  le  cercle,  on  voit  qa'une  involution  a  toujours  un  couple 
de  rayons  rectangulaires. 

Plus  généralement,  le  segment  commun  à  deux  involulions  existe 
toujours  si  l'une  des  involulions  a  ses  points  doubles  imaginaires, 
puisque  alors  l'un  au  moins  des  points  S, S'  est  intérieur  au  cercle. 

Si,  au  contraire,  les  deux  involutions  ont  leurs  points  doubles 
réels,  le  segment  commun  pourra  évidemment  être  considéré  comme 
déflni  par  la  condition  de  former  avec  les  points  doubles  de  chacune 
d'elles  une  division  harmonique.  Il  sera  donc  imaginaire  ou  réel, 
suivant  que  ces  points  doubles  se  sépareront  ou  non. 


EXERCICES 

87B.  Citiistruire,  ù  l'aide  de  la  règle  seule,  l'homologue  d'un  point  donné  dans  u 
involution  donnée  pai' deu\   ouple  (Je  po    tshoiologue 

879.  Lieu  des  centres  <îe  pfrspect  ve?  telle  que  o  a  j  o  i  l  lo  nés  ei  1  g 
droite  se  projettent  sur  un  plan  donne  sj  vu  t  t  o  s  po  nts  lo  t  les  d  stin 
mutuelles  aieut  des  rapport'  ioune 

I.  Étendre  la  réciproque  d    co  olK  e  II  lu       201  a    n  fT«,  au  de  qail 


plan 


'm.  Quel  est  le  lieu  des  droites  sui 
de  deux  faiscaau\liomogL-aphiqu( 

vant  lesquelles  s 
;sqLii  ont  unplai 

se  coupent  les  pi: 
n  homologue  ooii 

On  considère  trois  angles  adjacoi 

lis  de  même  su 

mmet  et  égau;; 
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!S  angles,  connaissant  le  rapport  anliaimonique  du 
ou  PI,,  ex.  274). 

88Î.  Mener,  par  un  point  donné,  deuï  transversales  interceptant  entre  elles,  sur 
les  eûtes  d'un  ai^le  donné,  des  segments  de  longueurs  données. 

883.  Inscrire,  dans  un  cercle,  un  polygone  dont  les  côtés  passent  respectivement 
par  des  points  donnés  (nouvelle  solution,  fondée  sur  le  théori,me  a'  664) 

8S4,  Étant  donnés  deux  angles  de  même  sommet,  mener  pai  un  point  du  plan 
irae  transversale  sur  laquelle  ces  deux  angles  interceptent  des  spgnienti  égaui 

Plus  généralement,  mener  une  tiansversale  telle  que  les  segmenta  mterceptés 
par  les  angles  donnés  soient  dans  un  i  ippoi  t  donné 

885.  Deux  divisions  homograpïuques  étant  données  ^ur  deux  droites  difierentes 
quel  est  le  lieu  des  points  de  i,ha(,uii  desquels  on  les  loit  sous  deux  faL=i.eaii\  en 
involutionî 

Eu  déduire  que,  si  A,  A'  ;  B,  B'  sont  deux  couples  de  points  homologues  quel- 
conques, le  point  d'intersection  AB'  et  de  B.V  e?t  sur  une  droite  liie  (la  droite  qui 
joint  les  Itomologues  du  point  commun  aux  deux  droites  données,  ce  point  étant 
successivement  considéré  comme  appartenant  à  la  première  et  à  la  seconde). 

Deux  faisceaux  homographiques  de  centre  différents  o,  o'  étant  donnés,  les  droites 
sur  lesquelles  ils  déterminent  deux  diTÎsions  en  involution  passent  par  un  point 
fixe. 

Trois  points  quelconques  A,  B,  C  étant  donnés  sur  une  droite  et  trois  points  quel- 
conques A',  B',  C  sur  une  autre  droite,  le  point  de  rencontre  de  BC  avec  CB',  le 
point  de  rencontre  de  CA'  avec  AC  et  le  point  de  rencontre  de  AB'  avec  BA'  sont  en 
ligne  droite. 

886.  Une  involution  est  définie,  sur  un  cercle  C,  par  cette  condition  que  les  droites 
qui  joignent  les  points  homologues  à  un  point  fixe  0  de  ce  cercle  Tont  couper  une 
droite  donnée  D  en  deux  points  conjugués  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  C  :  le  point 
S  où  se  rencontrent  les  cordes  qui  joignent  entre  eux  ces  points  iLomologues  n'est 
autre  que  le  pûle  de  D,  et  cela  quel  que  soit  le  point  0. 

887.  Trouver  tous  les  cas  dans  lesquels  le  problème  posé  à  l'e^jcrcice  883,  et 
relatif  aulriangle,  est  indéterminé- 

888.  Ramener,  par  perspective,  le  théorème  des  triangles  homologiques  (PI.,  195) 
aux  propriétés  des  triangles  homotliétiques  (on  fera  passer  à  l'infini  deux  des  points 
d'intersection  des  côtés  iiomologues). 

889.  On  dit  que  deux  figures  sont  homologiques  si  àchaquepoiht  Mdelapremlère 
correspond  un  point  M'  de  la  seconde  tel  que  ladroite  MM'  passe  par  un  point  fixe  0 
(dit  cenfj-e  d'komologie)  et  est  divisée  dans  un  rapport  anbarmonique  constant  (dit 
rapport  d'Iiomologie)  par  une  droite  fixe  (dite  axe  d'komologie). 

Montrer  que  deux  figures  homologiques  sont  homographiques.  Le  centre  d'homo- 
logie  se  correspond  à  lui-même,  ainsi  que  tout  point  de  l'axe  d'homologie. 

Réciproquement,  si  deux  figures  homographiques  sont  telles  que  tous  les  points 
d'une  droite  déterminée  soient  leurs  propres  homologues,  elles  sont  homologiques. 

890.  Deux  triangles  homologiques  peuvent  être  considérés  comme  deux  figures 
homologiques,  au  sens  qui  vient  d'être  indiqué. 

Deux  cercles  peuvent  être  considérés  comme  deux  figures  homologiques,  et  cela 
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e  radical  et  le  contre,  l'un 

891.  Deux  figures  homologiques  peuvent  être  projetées  suivant  (leux  figures  homo- 
thé  tiques. 

893.  La  perspective  F'  d'une  figure  plane  F  sut-  un  plan  P'  et  le  rabattement  Fi 
de  cette  figure  sur  ce  même  plan  (obtenu  en  faisant  tourner  ie  plan  P  de  la  figure  F 
autour  de  son  intersection  avec  P',  jusqu'à  le  faire  coïncider  avec  celui-ci)  sont 
deuï  figures  homologiques. 

892  bis.  Réciproquement,  deux  figures  homologiques  étant  données,  si  on  laisse 
l'une  d'elles  fixe,  pendant  qu'on  fait  tourner  l'autre  autour  do  l'axe  d'homologie,  ces 
deux  figures  restent  constamment  en  pei"spective.  Quel  est  le  lieu  du  point  de  vue? 

893.  Deux  figures  homographiques  d'un  mÉme  plan  telles,  que  l'homologue  d'un 
plan  quelconque  soit  le  même,  que  l'on  considère  ce  point  comme  faisant  partie  de 
l'une  ou  de  l'autre  figure,  sont  homologiques,  avec  —  1  comme  rapport  d'homo- 

894.  Deux  figures  planes  ho  m  o  graphiques  F,  F'  étant  données  dans  deux  plans 
différents,  à  quelle  condition  peut-on  trouver  deux  points  0,  0'  tels  qu'en  joignant 
le  point  0  à  un  point  quelconque  M  de  F  et  le  point  0'  au  point  homologue  M' de  F', 
on  obtienne  deux  droites  qui  se  rencontrentî  Quel  est  le  lieu  des  points  0  et  O'I 
Quel  est  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  OM  et  de  O'M',  une  fois  OetO'  choisis? 

895.  Une  transversale  coupe  les  eûtes  opposés  d'un  parallélogramme  en  a,  a';  b, 
y  et  une  des  diagonales  en(;;on  joint  a,  n'iun  point  donné  quelconque  p  du  plan. 
Le  lieu  du  point  de  concours  de  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  dans  lequel 
ces  deux  côtés  doivent  passer  respectivement  par  4,  ft',  une  diagonale  passant  par  c 
et  les  deux  autres  côtés  étant  suivant  ap,  a'p  est  la  parallèle  menée  par  p  à  la  trans- 
versale (montrer  que  le  quadrilatère  et  le  parallélogramme  sont  deux  figures  homo- 
logiques). 

896.  Toute  homographie  entre  deux  figures  places  peut  s'oljtenir  en  faisant  corres- 
pondre à  un  point  quelconque  M  de  la  preinière  le  point  M'  dont  les  coordonnées 
baryeentriquea,  par  rapport  à  un  triangle  fixe  T',  sont  ^ales  à  celles  du  point  M, 
par  rapport  à  un  triangle  fixe  T,  multipliées  par  des  nombres  conslanis.  Inverse- 
ment, la  correspondance  ainsi  réalisée  est  toujours  homographique. 

897-  Homographie  dans  Vespace.  Deux  figures  de  l'espace  sont  dites  homogra- 
p/iiques  si  à  chaque  point  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  correspond  un  point  de 
l'autre  de  manière  qu'à  des  points  d'un  même  plan  correspondent  des  points  d'un 
même  plan  et  que  les  points  correspondants  forment,  dans  leurs  plans  respectifs, 
lieux  figures  homographiques. 

Montrer  qu'on  peut  trouver,  et  d'une  seule  manière,  «ne  homographie  telle  qu'à 
cinq  pOLnlsdonnés(dontquatrequelconquesne  sont  pas  dans  un  même  plan]  corres- 
pondent cinq  autres  points  donnés  (satisfaisant  k  la  même  condition). 

898.  Généraliser  à  l'espace  l'exercice  896. 

899.  Deux  figures  de  l'espace  étant  dites  homologiques  si  à  cliaque  point  M  de  la 
première  correspond  un  point  M'  de  la  seconde,  tel  que  la  droite  MM'  passe  par  un 
point  fixe  0  {centre  d'homologie)  et  soit  divisée  dans  un  rapport  anharmonique 
constant  par  ce  point  et  un  plan  fixe  (plan  d'homologie)  ;  deux  figures  homolo- 
giques sont  homogi'aphiqiies. 
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900.  Par  un  point  quelconque  M  de  l'espace,  on  mène  la  droite  4U1  ituuuuLrn  en 
P,  P'  deux  droites  ûxus  et  on  prend  sur  celte  droite  ie  point  M'  te!  que  (MM'PP') 
=  coasl.  Montre  m     g 

homographiques 


901.  Étant  do 

que  la  droite  de 

fi                           h  m 

coïncide  avec  so 

m      gi 

g03.  Plus  gén 

lîg         h  m  g 

plan,  on  suppose 

Trouver  les  autr 

q             se 

(En  général,  0 

P 

dehors). 

903.  Élant  données  deuï  figures  planes  honiographiqu 

les  telles  que  les  droites  de 

re  figu 

re,  une 

direction  telle  que 

tes  segments  pris  s 

iur  les  droites  parallèles  à  cette 

direcl 

.mn  soi( 

!nt  dans  un  rapport 

donné  avec  leurs  homologues. 

(On  ramènera,  p 

âr  similitude,  au  cas  oii  deux  pi 

jiritB  coïncide 

nt  avec  leurs  homo- 

logues  et  on  appliquera  PI.,  116). 

'(■fouver  le  maiimum  et  le  minimum  du  rapport  en  question.  Montrer  qu'ils  cor- 
i-espondent  à  deux  directions  rectangulaires  entre  elles  dans  chacune  des  deux 
ligures,  et  que  l'on  ohiient  ainsi  le  seul  augle  droit  qui  corresponde  à  un  angle 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'on  puisse  projeter  la  première 
Dgure  suivant  tine  ligure  égale  à  la  seconde  est  <iiss  le  maïimum  et  le  minimum 
trouvés  comprennent  entre  eux  l'unité.  Si  le  minimum  est  égal  à  1,  la  prajeclion 


904.  Déduire  de  l'es,  précédent  ta  solution  du  prohlème  suivant  :  couper  1 
prisme  triangulaire  par  un  plan,  de  manière  que  l'i  section  sait  semblable  à  t 
Iriangh  donné. 

'JOâ.  Les  cercles  qui  ont  pour  diamètres  les  segments  d'une  même  involulion  0 
même  aie  radical. 

906.  Ti'oîs  couples  en  invokition  A,  A';  B,  B';  C,  G'  étant  donnés  sur  une  droit 


Se  ramène  à  PI.,  192. 

90".  Deux  divisions  hotnograpliiques  étant  données  sur  une  mSme  droite,  en 
trouver  une  troisième  qui  soit  en  involution  avec  les  premières. 

(Soient  M,  M'  deux  points  homologues;  N,  un  point  quelconque,  lequel,  considéré 
comme  appartenant  b.  la  première  division,  a  pour  homologue  N'  dans  la  seconde 
ot,  considéré  comme  appartenant  à  la  seconde  division,  a  pour  homologue  i\"  dans 
la  première.  Iji  division  liomogTaphîque  des  deux  premières  et  telle  que  les  (rois 
points  N,  M,  M'  de  cette  nouvelle  division  correspondent  respectivement  aux  points 
M,  N,  N"  de  la  première  donnée,  répond  à  )a  question). 

Le  protilème  a  une  infinité  (3e  solutions.  Les  points  doubles  de  l'homographio 
donnée  sont  homologues  entre  eux  dans  chacune  des  involutioos  olj tenues. 

90S,  Deux  divisions  homographiques  étant  données,  on  peu^,   d'une  infinité   de 
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manières,  ti-ouver  dein  points  0,  0'  tels  que  la  droite  qui  joint  le  point  0  à  un 
point  M  de  la  première  division  coupe  sous  un  angle  constant  la  droite  qui  joint  0' 
au  point  homologue  M'  de  la  seconde.  L'un  des  deux  points  0,  0'  peut  élre  choisi 
arbitrairement. 

Si  les  deux  diTisions  sont  portées  par  une  mCme  droite  D,  le  point  0'  se  déduit  du 
point  0  par  une  inversiou  suivie  d'une  symétrie,  le  pôle  de  l'inversion  étant  l'un 
des  points  I,  J',  homologues  de  l'infini  et  l'axe  de  la  symétrie,  la  perpendiculaire  au 
milieu  de  IJ'. 

De  plus,  le  lieu  de  l'inlersection  des  rayi 
cercles  ainsi  obtenus  (lorsqu'on  choisit  les  po 
ont  pour  axe  radical  commun  la  droite  d 
communs  les  points  doubles,  si  ceux-ci  sor 
ont  deux  poinls  limites,  qui  sont  tels  que, 
compris  entre  deux  points  homologues  sous 

(Voir  PI-,  exercices 40i-«5]. 

909.  Le  lieu  des  points  d'oii  l'on  voit  deu: 
sous  des  angles  égaux  ou  supplémentaires,  i 
â.  l'e.iercice  957).  Quels  sont  les  points  où  ce 
condition  le  lieu  exisie-t-il  ? 

910.  On  considère  deux  couples  quelconques  àe  points  homologues  de  deux  divi- 
sions liomograptiiques  et  on  décrit  le  cercle  (ex.  précédent)  lieu  des  points  d'où  l'on 
voit  sous  des  angles  égaux  le  segment  dont  chacun  a  pour  exti'émités  les  poiiits 
d'un  même  couple.  Tous  les  cercles  ainsi  obtenus  ont  même  axe  radical. 

9L1.  Six  points  a,  fi,  c.rf,  e, /'  étant  donnés  sur  une  droite,  on.  prend  les  points 
doubles  m,  m'  de  l'involution  déterminée  par  les  segments  ai,  de;  les  points  doubles 
n,  »'  de  l'involution  déterminée  par  les  segments  te,  e/;  les  points  doubles  p,p'  de 
l'involution  déterminée  par  les  segments  cd,  fa.  Montrer  .que  les  six  points  m,  m'  ; 
ii,n'  ;  p,  p'  forment  eux-mÉmes  une  involution. 

(Ou  considérera  l'homographie  dans  laquelle  aux  points  a,  c,  e,  correspondent 
respectivement  les  poinVi  d,f.b). 

Déduire  de  Iftle  théorème  de  Pascal  (du  moins  lorsque  les  points  de  i-eiicontrc 
des  côtés  opposés  de  l'hexagone  sont  extérieurs  au  cercle). 

912.  Projeter  deux  faisceaux  homographiques  d'un  même  plan  suivant  deux 
faisceaux  tels  que  les  rayons  homologues  se  coupent  sous  un  angle  constant. 

913.  Deux  divisions  homographiques  étant  données  sur  une  même  droite,  on 
demande  de  les  projeter  sur  une  autre  droite,  suivant  deux  divisions  semblables. 

ill4.  Si  deux  divisions  homographiques  ont  leurs  points  doubles  confondus  en  0, 
la  relation  entre  deux  points  homologues  quelconques  M  et  M'  peut  s'écrire 


0.\1       0.\l' 

{Faire  passer,  par  une  homographie  auxiliaire,  le  point  0  à  l'inflni). 

9i5.  Étant  données  deux  divisions  homographiques  sur  une  même  droite,  on  prend 
l'iiomologue  M'  d'un  point  quelconque  M  (considéré  comme  appartenant  à  la 
première  division],  puis  l'homologue  M"  de  M',  puis  l'homologue  M''"  de  ,M",  etc. 
Déterminer  ces  homologues  success ils  M',  M",  M"',.-.  Montrer  que  : 
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1°  Si  les  points  doubles  sont  réels  et  distincts,  les  points  M',  M",  M"'.,,,  tendent, 
en  général,  vers  l'un  ou  l'autre  de  ces  points  doubles  (un  cas  d'exception)  ; 

2°  Si  les  pointa  doubles  sont  confondus,  les  points  M' M"  M"'  tendent  vers  le 
point  double  unique  (eï.  préeéd.). 

3°  Si  les  points  doubles  sont  imaginaires,  les  points  M,  M',  M"....  ne  tendent  jamais 
ters  une  limite,  mais  il  peut  arriver  que  coa  points  se  reppoclnisent  périodiquement, 
le  A^"  homologue  Ml*)  coïncidant,  pour  une  certaine  valeur  de  h,  avec  M,  quel 
que  soit  M. 

918.  Lorsque  deux  divisions  homographiques  d'une  même  droite  ont  leurs  points 
doubles  imag-inaires,  i!  existe  (exercice  908)  deux  points  de  chacun  desquels  on 
voit  îe  segment  formé  par  deux  points  homologues  quelconques  sous  un  angle 
constant. 

Montrer  que  la  grandeur  de  cet  angle  ne  change  pas  lorsqu'on  projette  simul- 
tanément les  deux  divisions  sur  une  autre  droite  quelconque  (exercice  881). 

917.  Si  on  coupe  les  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet  par  une  même 
droite,  les  conjugués  liarmoniques  des  points  d'intersection,  par  rapport  à  ces 
trois  diagonales,  sont  eux-mêmes  en  ligne  droite  (662).  Déduire  là  le  Ûiéortme  du 
n"  184. 

918.  Appliquer  le  théorème  du  n"  660  à  la  construction  des  points  doubles  de 
deux  divisions  homographtques  (on  considérera  ceux-ci  comme  segments  communs 
à  deux  involutions  et  on  appliquera  la  construcliou  du  n"  664). 

919.  On  donne  deux  divisions  homographiques  sur  un  cercle.  Soient  a,  a'  un 
couple  de  points  homologues  déterminé  ;  m,  m'  un  second  couple  de  points  homo- 
logues quelconque.  Montrer  que,  si  ce  dernier  varie,  le  point  i  où  am'  rencontre  a'm 
décrit  une  droite  B,  Cette  droite  8  reste  également  la  mfime  si,  en  même  temps  que 
m  et  !«',  on  fait  varier  a  et  a'.  Elle  passe  par  les  points  doubles  de  l'homographie 

Déduire  de  là  le  théorème  du  n°  660.  Faire  voir  que  la  démonstration  ainsi 
obtenue  s'applique  au  cas  oii  les  points  doubles  sont  confondus. 

920.  Appliquer  l'exercice  précédent  au  cas  où  l'homographie  qui  lie  les  pomts 
m,  m'  est  définie  par  cette  condition  que  les  droites  joignant  respectivement  ces 
points  à  deux  points  fixes  0,  0'  se  coupent  sur  le  cercle.  Quelle  est  alors  la  droite  8  7 
Déduire  de  là  le  théorème  de  Pascal. 

Inversement,  déduire  la  solution  de  l'exercice  précédent  du  théorème  de  Pascal 
(exercice  907). 

081.  PoinU  'imaginaires.  De  même  qu'on  peut  se  donner  deux  points  en  se 
donnant  deux  cercles,  ou  une  droite  et  «n  cercle,  qui  se  coupent  en  ces  points,  on 
dit,  par  convention,  qu'on  a  défini  an  couple  de  points  imaginaires  conjugués,  si 
on  s'est  donné  deux  cercles  ou  une  droite  et  un  cercle,  extérieurs  l'un  à  l'autre  {'), 
avec  cette  clause  (valable  évidemment  dans  le  cas  des  points  réels)  que  l'on  définit 
le  même  couple  si  l'on  remplace  les  deux  cercles  par  deux  quelconques  des  cercles  G 
qui  ont,  avec  les  premiers,  même  aie  i-adical.  En  particulier,  on  peut  toujours 
remplacer  les  deux  cercles  par  une  droite  (leur  axe  radical)  et  un  point  extérieur  à 
cette  droite  (un  de  leurs  points  limites). 
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Tous  les  cercles  C  sont  dits  {par  convention  également]  passer  par  les  deux  points 
imaKinaires  en  question  et  on  nomme  droile  qui  joint  les  deux  points  imaginaireii 
conjugués,  l'ase  radical  commun  D  de  ces  cercles.  On  nomme  encore  milieu  de  la 
ilistance  des  points  imaginaii'es  le  point  de  rencontre  de  D  avec  la  ligne  des  centres 
des  cercles  C;  produit  des  dislances  ô'an  pomt  àa  D  aux  deux  points  imaginaires, 
la  puissance  de  ce  point  par  rapport  à.  l'un  quelconque  des  cercles  C  (définitions  qui 
sont  évidemment  exactes  lorsqu'il  s'agit  de  lieux  points  réels).  On  dit  aussi  que 
deux  points  o,  6  de  D  forment  avec  les  deux  points  imaginaires  conjugués  une 
divisionliarmoniques'i.lssont  conji^ués par  rapport  àl'un  quelconque  des  cercles  C; 
que  des  segments,  réels  ou  imaginaires,  d'une  même  droite,  sont  en  involulion, 
s'ils  peuvent  être  considérés  comme  interceptés  sur  cette  droite  par  des  circonfé- 
rences ayant  même  axe  radical. 

Dans  ces  conditions,  on  constate  que  toutes  les  propriétés  qui  s'expriment  par 
(les  relations  d'égalité  et  qui  ont  été  démontrées  dans  le  cas  des  points  réels,  sont 
également  vraies  pour  les  points  imaginaires  conjugués,  lorsqu'elles  conseryent  un 
sens  dans  ces  nouvelles  conditions.  Vérifier,  par  exemple,  les  suivantes  : 

La  différence  entre  le  produit  des  dislances  d'un  point  m  d'une  droile  à  deux 
points  X,  «'  de  celte  droile  et  le  cari-é  de  la  distance  du  m^me  point  au  milieu 
de  an'  est  indépendante  de  la  position  du  point  m  (que  les  points  a,  a'  soient  réels 
ou  imaginaires  conjugués  ;  seulement  le  signe  de  cette  iliffL'renco  n'est  pas  le  même 
dans  les  deux  cas). 

Le  produit  des  distances  du  milieu  de  la  distance  de  deus  points  Uses  imaginaires 
conjugués  à  deux  autres  points  quelconqueso,i,  formanlavec  les  premiers  une  divi- 
sion harmonique,  est  constant.  Le  produit  des  distances  du  milieu  de  ab  aux  deux 

points  imaginaires  i 

Les  pointa  doubles  de  deux  divisions  homograp h iques  (lorsque  ces  points  doubles 
seront  imaginaires)  seront  considérés  comme  déterminis  pu  la  droite  D  qui  porto 
les  divisions  et  la  cii-conférence  décrite  sut  le  segment  1/  ^tîg  53o)  comme  diamètre. 
Montrer  que  ces  points  sont  indépendants  du  choix  (arbitiaire  comme  on  l'a  vu 
au  n"  649)  du  point  i  sur  la  perpendiculaire  menée  a  D  par  le  point  I  (fig.  535). 
{D'après  ce  qui  précède,  ,1e  sens  de  cette  proposition  est  le  -uivant  les  circonfé- 
rences qui  ont  pour  diamètres  respectifs  les  diiférenl=  segments  tels  que  i/,  ont  pour 
axe  radical  commun  la  droite  D). 

Montrer  que  les  cercles  dont  il  est  question  fi  l'exercice  908  passent  par  les 
points  doubles  de  deux  divisions  liomo  graphique  s,  que  ceux-ci  soient  réels  ou 
imaginaires. 

Monliei  que  les  points  doubles  d'une  Involiition, 
divisent  harmoniquemeut  tout  couple  appartenant  i.  c 
encore  de  même  si  l'involutioti  comprend  des  segments  formés  de  points  imagi- 
naire- (ce  qui  n'arrive  que  tians  le  cas  où  les  points  doubles  sont  réels). 

B23  Les  points  doubles  (imaginaires)  de  l'homographie  déterminée,  sur  une 
droite  donnée,  par  les  côtés  d'un  angle  de  grandeur  constaiiie  tournant  autour  de 
aon  sommet  donné,  sont  indépendants  de  la  grandeur  de  l'angle. 
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POLES    ET   POLAIRES    PAR    RAPPORT    A    LA    SPHÈRE.    INVERSION 
DANS  L'ESPACE.  COMPLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE  SPHÉRIQUE 


665.  Pôles  et  polaires  par  rapport  à  la  sphère. 

Théorème-  —  Le  lieu  des  conjugués  harmoniques  d'un  point  donné 
par  rapport  aux  cordes  interceptées  par  une  sphère  donnée  sur  les 
sécantes  issues  de  ce  point  est  un  plan. 

En  effet,  si  P  est  un  point  du  lieu,  a  le  point  donné,  on  prouvera, 
comme  en  géométrie  plane  (204),  que  le  milieu  de  oP  est  dans  le 
plan  radical  du  point  a  et  de  la  sphère,  et,  par  conséquent,  le 
point  P  dans  nn  plan  homothétique  de  celui-là  par  rapport  au 
point  a. 

D'ailleurs,  le  lieu  dont  il  s'agit  peut  être  considéré  comme 
engendré  par  la  rotation,  autour  du  diamèl.re  qui  passe  au  point  a, 
de  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  l'un  quelconque  des  grands 
cercles  dont  le  plan  contient  ce  point. 

Ce  lieu  est  dit  plan  polaire  du  point  a  par  rapport  à  la  sphère. 

Nous  avons  d'ailleurs  les  propositions  suivantes,  conséquences 
immédiates  de  ce  qui  a  été  dit  en  Géométrie  plane. 

Le  plan  polaire  d'ttn  point  a,  par  rapport  à  une  sphère  de  centre  0 
et  de  rayon  R,  est  perpendiculaire  à  la  droite  0«  en  un  point  a'  situé 
du  même  côté  que  a  par  rapport  à  0  et  donné  par  la  relation . 

(11)  Oa.Ofl'c=R^ 

Ce  plan  coupe  la  sphère  ou  ne  la  coupe  pas,  mivant  {pie  le  pôle  est 
extérieur  ou  intérieur. 

Dans  le  premier  cas,  le  plan  polaire  d'un  point  a  n'est  autre  que  le 
plan  du  cercle  de  contact  du  cône  circonscrit  qui  a  pour  sommet  ce 
point. 
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Lorsque  a  est  sur  la  sphère,  son  plan  polaire  coïncide  avec  le  plan 
langenl  en  ce  point. 

Inversement,  tout  plan  a,  par  rapport  à  une  sphère  donnée  quel- 
conque, im  pôle;  mais,  dans  le  cas  oit  le  plan  passe  par  le  centre  de 
la  sphère,  le  pôle  est  rejeté  à  l'infini  dans  la  direction  perpendiculaire 
à  ce  plan. 

666.  11  est  clair  qae  si,  par  le  point  a  on  mène  un  plan  sécant  à  la 
sphère,  la  polaire  de  a,  par  rapport  au  cercle  de  section,  est  dans  le 
plan  polaire  du  même  point 

par  rapport  à  la  sphère. 

Si,  par  le  point  a  on  mène 
à  la  sphère  deux  sécantes 
quelconques,  et  qu'on  joigne 
deux  à  deux  {fig.  549)  les 
points  d'intersection  de  ces 
sécantes  avec  la  surface, 
les  droites  de  jonction  se 
coupent  en  deux  points  H,K 
dont  le  lieu  géométrique, 
lorsque  les  sécantes  varient 
d'une  façon  quelconque  en 

passant  toujours  par  le  point  a,  est  le  plan  polaire  de  ce  point, 
puisque  H  et  K  appartiennent  {PI.,  211)  à  la  polaire  de  a  par 
rapport  au  cercle  situé  dans  le  plan  oHK. 

667.  Théorème.  —  Si  un  point  a  est  dans  le  plan  polaire  d'un 
point  l>,  réciproquement  celui-ci  est  dans  le  plan  polaire  du  point  a. 

En  effet,  si  l'on  coupe  la  figure  par  un  plan  contenant  a  et  b,  la 
polaire  du  point  a,  par  rapport  au  cercle  de  section,  passera  par  h, 
et,  par  conséquent,  la  polaire  du  point  l>,  par  rapport  au  même 
cercle,  passera  par  a. 

D'ailleurs,  ia  même  proposition  peut  ici  se  démonti-er  directe- 
ment. Si,  en  effet,  la  droite  ab  coupe  la  sphère,  le  fait  est  évident 
(PI.,  205,  Rem.)  Si,  au  contraire,  la  droite  ab  est  extérieure  à  la 
sphère,  le  pian  polaire  de  chacun  des  points  «  et  ô  est  le  plan  de 
base  du  eùne  circonscrit  qui  a  pour  sommet  ce  point.  Or  nous 
savons  (477  bis)  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
le  plan  d'un  cercle  de  la  sphère  passe  par  le  sommet  du  cône  cir- 
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conscrit  suivant  un  autre  cercle  est  que  ces  deux  courbes  se  coupent 
à  angle  droit,  condition  qui  ne  change  pas  lorsqu'on  permute  entre 
euK  les  deux  cercles,  et  par  conséquent  les  deux  pôles  a  et  è  ('). 

Deux  points  a  et  ô,  tels  que  le  plan  polaire  de  l'un  passe  par 
l'autre,  sont  dits  conjugués  par  rapport  à  la  sphère.  De  même,  deux 
plans  sont  dits  conjugués  par  rapport  à  la  sphère,  si  l'un  d'eux 
passe  par  le  pûle  de  l'autre.  On  voit  que,  si  deux  plans  coupent 
une  sphère,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces 
plans  soient  conjugués  est  que  les  cercles  de  section  se  coupent  à 
angle  droit. 

663.  Droites  rëcip roques. 

De  ce  qui  précède  résulte  immédiatement  que,  lorsqu'un  point 
décril  une  droite,  son  plan  polaire  tourne  autour  d'une  seconde  droite 
fixe,  et  qu'inversement,  si  un  plan  tourne  autour  de  la  première 
droite,  son  pôle  décrit  la  seconde. 

En  effet,  si,  sur  la  première  droite  donnée  D,  nous  prenons  deux 
points  a,b  et  que  D,  soit  ia  droite  d'intersection  de  leurs  plans 
polaires,  tout  point  a'  de  D,  sera  conjugué  de  a  et  de  b.  Le  plan 
polaire  de  a'  contiendra  donc  la  droite  D,  et,  par  conséquent,  le 
point  a'  sera  conjugué  de  tout  autre  point  de  D.  D'ailleurs,  inverse- 
ment, tout  plan  passant  par  D  aura  pour  pôle  un  point  conjugué  ù 
la  fois   à  fl  et   h  à  et,  par  conséquent, 

0 3  b  situé  sur  D,. 

j  Deux  droites  déduites  l'une  de  l'autre 

comme  le  sont  D  et  D„  c'est-à-dire  telles 
que  tout  plan  passant  par  l'une  quelcon- 
que d'entre  elles  ait  pour  pôle  un  point 
situé  sur  l'autre,  sont  dites  réciproques 
par  rapport  h  la  sphère. 
Il  est  aisé  de  voir  que,  la  droite  D 
Fit,.  SM.  étant  donnée,  sa  réciproque  sera  déter- 

minée par  la  double  condition  d'être 
perpendiculaire  au  plan  diamétral  qui  contient  D  et  de  passer  par 
le  piJle  de  D,  par  rapport  au  grand  cercle  contenu  dans  ce  plan 
(fg.  830). 

Qoïnoids  avBi:  le  point  de  contact. 
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Autrement  (lit,  deux  droites  réciproques  sonC  perpendiculaires  ;  leur 
perpendiculaire  commune  passe  par  le  centre  de  la  sphère  et  les  pieds 
a,  a'  de  cetle  perpendiculaire  commune  sont  liés  entre  eux  par  la 
relation  (11). 

D'une  manière  générale,  la  droite  réciproque  de  D  est  évidemment 
le  lieu  des  pôles  de  D  par  rapport  aux  cercles  dont  le  plan  passe  par 
cette  droite. 

Lorsque  D  est  tangente  à  la  sphère,  la  construction  précédente 
montre  que  la  réciproque  D,  est  la  tangente  perpendiculaire  àD, 
menée  par  le  même  point  de  la  .sphère. 

Sauf  dans  ce  cas  particulier,  de  deux  droites  i-éciproques,  l'une  est 
extérieure.  Vautre  sécante  à  la  sphère,  puisque  les  distancesdu  centre 
à  ces  droites  vérifient  la  relation  (11). 

Celle  des  deux  qui  est  sécante  passe  par  les  points  de  contact  des 
plans  tangents  menés  par  l'autre. 

669.  Les  considérations  qui  précèdent  permettent  de  passer  (com- 
parer PI.,  206)  de  toute  figure  F  composée  de  points,  de  droites  et 
de  plans  ti  une  figure  F',  dite  polaire  réciproque  de  la  première  par 
rapport  à  la  sphère,  et  que  l'on  formera  en  faisant  correspondre  : 

à  tout  point  de  F,  son  plan  polaire  ; 

à,  tout  plan  de  F,  son  pôle  ; 

à.  toute  droite  de  F,  sa  réciproque. 

Dès  lors,  à  des  points  de  F  situés  dam  un  même  plan,  correspondront 
des  plans  de  F'  passant  par  un  même  point,  et  inversement  (')  ; 

à  des  points  de  F  situés  sur  une  même  droite  correspondent  des  plan  s 
de  F'  passant  par  une  même  droite,  et  inversement  ; 

à  des  droites  de  F  situées  dans  un  même  plan,  ou  passant  par  un 
même  point,  correspondent  des  droites  de  F'  passant  par  un  même 
point  ou  situées  dans  un  même  plan. 

Deux  droites  situées  dans  un  môme  p!an  étant  toujours  concou- 
rantes (à  distance  finie  ou  à  l'infini),  on  voit  que  si  deux  droites  sont 
dans  un  même  plan,  il  en  est  de  même  de  leurs  réciproques. 

Les  propriétés  relatives  aux  directions, (comparer  PI.,  209)  seront 
les  suivantes  : 

L'angle  de  deux  plans  sera  égalàl'angle  des  droites  qui  joignent 

plan,  lequel  a  pour  pâle  lo  cenire  do  la  spfaâro. 
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leurs  pôles  ou  centre  de  la  sphère  directrice,  ou  à  son  sup-plémenl  :  car 
chacune  des  droites  est  perpendiculaire  au  plan  correspondant  ; 

L'angle  de  deux  droites  est  égal  à  l'angle  des  deux  plans  diamétraux 
qui  contiennent  leurs  réciproques,  ou  à  son  supplément  :  car  chaque 
droite  est  perpendiculaire  au  plan  diamétral  qui  contient  sa 
réciproque. 

/.e  rapport  anhartnonique  de  quatre  points  en  liqne  droite  est  égal  A 
celui  de  leurs  plans  polaires,  puisque  ceux-ci  sont  respectivement 
perpendiculaires  aux  droites  qui  joignent  le  centre  aux  pôles  cor- 
respondants. 

Ce  théorème  permet  (comparer  PI.,  210)  de  transformer  le 
rapport  de  deux  segments  en  ligne  droite  ayant  une  extrémité 
commune  ('). 

Le  rapport  nnharmonique  de  quatre  droites  concourantes  d'un  plan 
est  égal  à  celui  de  leurs  réciproques ,  puisque  celles-ci  sont  respecti- 
vement perpendiculaires  aux  plans  diamétraux  qui  contiennent  les 
premières. 

670.  Inversion. 

L'inverse  d'un  point  M,  par  rapport  au  pôle  d'inversion  0,  la 
puissance  d'inversion  étant  k,  est,  comme  en  géométrie  plane,  le 
point  M',  pris  sur  la  droite  OM  do  manière  qu'on  ait,  en  grandeur 
et  signe, 

(12)  OM.  OM'  =  /c. 

Les  principales  propriétés  de  l'inversion  sont  identiques  à  celles 
que  nous  avons  démonirées  en  géométrie  plane  ou  s'en  déduisent 
immédiatement  :  nous  n'aurons  donc  besoin,  en  général,  que  de  les 
énoncer. 

Deux  figures  inverses  d'une  même  troisième,  par  rapport  au  même 
pôle,  sont  homothétiques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  .ce  point. 

Lorsque  la  puissance  d'inversion  A  est  positive,  on  peut  définir  In 
transformation  à  l'aide  de  la  sphère  d'inversion,  e'est-Èi-dire  de  la 
sphère  décrite  du  pôle  comme  centre  avec  v''^  comme  rayon. 
Toute  sphère  passant  par  deux  points  inve?'ses  coupe  à  angle  droit  la 

(1)  Il  est  d'ailioura  clair  quo  le  rapport  ùa  deni  SHBments  ili,  c/j.  rfj,  di  pris  sur  une  mémo 
droite,   insis   sona  oslriroilé  commune,  peut   s'oiprimef  par  le  produil  clo  doux  rapporta 
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sphère  d'iiivcrsùm,  en  verLu  du  tliéorèmo  du  n°  456  :  par  conséquent 
aussi,  tout  cercle  passant  par  deux  points  inverses  conpe  èi  angle 
droit  la  sphère  d'inversion  ;  car  il  y  a  nécessairement  intersection, 
puisque  les  deux  points  inverses  sont  l'un  extérieur,  l'autre  intérieur 
à  la  sphère  d'inversion  et,  au  point  commun,  le  point  tangent  à  la 
sphère  est  perpendiculaire  à  la  tangente  au  cercle,  puisqu'il  est 
perpendiculaire  au  plan  tangent  à  toute  sphère  passant  par  ce 
cercle. 

Réciproquement,  ^i  deux  points  M,  M'  sont  tels  que  toute  sphère 
{ou,  ce  qui  revient  au  même,  tout  cercle),  passant  par  ces  deux  points 
coupe  à  angle  droit  la  sphère  d'inversion,  ils  sont  inverses  l'un  de 
l'autre  :  car  la  droite  MM'',  axe  radical  commun  de  toutes  les  sphères 
qui  passent  en  M  et  en  M',  doit  passer  par  le  point  0,  qui  a  même 
puissance  par  rapport  à  ces  sphères,  et  Ton  doit  avoir  la  relation  (12). 

La  symétrie  par  rapport  à  xm  plan  est  un  cas  limile  d'inversion 
{comparer  PI.,  216), 

671.  Deuxpoints  quelconques  et  leurs  inverses  sont  toujours  sur  une 
même  circonférence. 

Réciproquement,  si  deux  fyures  {dont  tous  les  points  ne  sont  pas 
situés  sur  un  seul  et  même  cercle) 
se  correspondent  point  par  point 
de  manière  que  deux  points  quel- 
conques et  leurs  homologues 
soient  toujours  sur  un  même 
cercle,  elles  sont  inverses  l'une  de 
l'autre. 

En  effet,  soicnl  pris,  une  fois 
pour  toutes,  deux  points  A,  \i 
dont  les  homologues  sont  A',  B'  p^.  ;,;;, 

{fiq.   Soi).   Par   hypothèse,  ces 

quatre  points  sont  sur  une  môme  circonférence,  ce  qui  montre 
d'abord  que  les  droites  AA',  BB'  sont  dans  un  même  plan.  Soit  0 
leur  point  de  rencontre  (')  :  on  aura  OA.  OA'  =  OB.  OB', 

Si  maintenant  M  est  un  point  quelconque  de  l'espace,  son  homo- 
logue est,  en  vertu  de  l'hypothèse,  le  second  point  commun  aux  cer- 
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cliJsMA\',  MBB' :  or  ces  cercles  passent  tous  deux  par  le  point  M' 
pris  sur  OM  de  manière  que  OM.  OM'  ~  OA,  OA''  =  OB.  OB'. 

672.  La  distance  des  inverses  A',  B'  de  deux  points  Â,B  es(  liée  à  la 
distance  AB  et  mix  rayom  vecteurs  OA,  OB  par  la  relation 

673.  Au  théorème  du  n"  219  correspond  le  suivant  : 
Théorème-  — Les  tangentes  aux  points  correspondants  de  deux  lignes 

inveraes  sont  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  au  plan  perpendi- 
culaire au  milieu  de  la  ligne  gui  joint  leurs  points  de  contact. 

Soient,  en  effet,  A,  A'  deux  points  correspondants  de  deux  courbes 
inverses  C,  C,  M,  M'  deux  points  inverses  pris  sur  les  mêmescourbes 
et  voisins  respectivement  des  premiers.  Par  hypothèse,  lorsque  le 
point  M  se  rapproche  indéfiniment  de  A  suivant  la  courbe  C,  la 
droite  AM  tend  vers  une  direction  limite  AT  (/îy.l89,  PI.,  page  213). 
Donc  la  tangente  kx  à  la  circonférence  AMA'M',  faisant  avec  AM  un 
angle  qui  tend  vers  zéro  (comparer  PI.,  219),  tend  elle-même  vers  la 
même  position  limite  AT.  Dès  lors  la  tangente  AV  menée  en  A'  à  la 
même  circonférence,  et  qui  est  symétrique  de  A  a;  par  rapport  au 
plan  perpendiculaire  au  milieu  de  AA',  tend  vers  une  position  limite 
A'T',  symétrique  de  AT  par  rapport  h  ce  plan.  A'T'  sera  donc  aussi 
la  position  limite  de  A'M',  puisque  l'angle  M'AV  tend  vers  zéro. 

Corollaires.  —  Deux  ligues  qui  se  coupent  font  entre  elles  le  même 
angle  que  leurs  inverses. 

Si  une  surface  adinetun  plan  langent  en  wi  point,  son  inverse  admet, 
du  point  correspondant,  un  plan  tangent,  sgmêtrigtte  du  premier  par 
rapport  au  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  la  ligne  qui  joint  les 
points  de  contact.  C'est  ce  qui  ressort  du  théorème  précédent  et  de  la 
définition  du  plan  tangent. 

Par  conséquent,  deux  surfaces  font,  en  chaquç  point  de,  leur  ligne 
d'intersection,  le  même  angle  que  leurs  inverses  au  point  con-espon- 
dant. 

Le  trièdre  qui  a  pour  arêtes  les  tangentes  à  trois  lignes  [ou  pour 
faces  les  plans  tangents  à  trois  surfaces)  qui  se  croisent  en  un  point,  est 
symétrique   du  trièdre  analogue   formé  par  les   lignes    ou  surfaces 


y  Google 


I^VEIISIOU  DANS   L'ESPACE.  a67 

674.  L'inverse  d'un  plan  esl  une  sphère  passant  par  le  pâle  d'inver- 
sion (sauf  dans  le  cas  où  le  plan  donné  passe  lui-même  par  ce  pùle, 
et  est,  par  conséquent,  son  propre  inverse).  Cette  figure  inversepeul, 
en  effet,  s'obtenir  en  faisant  tourner,  autour  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  pôle  sur  le  plan  donné,  le  cercle  inverse  (PL,  220)  de  la 
droite  suivant  laquelle  ce  plan  est  coupé  par  un  pian  quelconque 
passant  par  la  perpendiculaire  en  question.  Le  plan  donné  esl  paral- 
lèle au  plan  langent  mené,  à  la  sphère  obtenue,  par  le  pôle  d'inver- 
sion; le  diamètre  de  celte  sphère  est  égal  à  la  puissance  d'inversion, 
divisée  par  la  distance  dupôle  au  plan  donné. 

L'inverse  d'une  sphère  passant  par  le  pôle  est  un  plan. 

675.  ApplicaHon.   —  Cakuter  le  rayon  de  (i   sph 
tétraèdre  dont  on  danne  les  six  ariles. 

Dans  le  tétraèdre  ABCD  (flg.  532}  soient 
comme  au  n'  814,  a,  b,  c,  «,  p,  -f  les  six 
arÉtes.  Prenons  les  inverses  A',  B',  C  des 
points  A,  B,  G  par  rapport  au  pôle  D  et  à 
une  puissance  quelconque  k.  La  sphère 
conscdte  au  tétraèdre  est,  dans  ces  condi- 
tions, l'inverse   du  plan  A'B'C  ;  son  dia- 


mètre 2R  est  égal  à 


DH' 


1  désignant  par 


DH  la  perpendiculaire  abaissée  dn  pôle  sur  --^^   ;  ^""--=^0' 

ce  plan((ie.3y2).  -b'' 

Mais    DH    est  la  hauteur    du  tétraèdre  t-io.  55^, 

A'B'C'D   :  le  volume  de   ce   tétraèdre  est 

donc  le  tiei-s  du  produit  DH  X  surf.  A'B'C.  D'autre  part,  le  tétraèdre 
donné  et  le  tétraèdre  DA'B'C  peuvent  être  considéi'és  comme  ayant  paur 
bases  respectives  les  triangles  DAB,  DA'B',  leurs  hauteurs  étant  alors  Ce, 
Ce'  (flg.  532)  :  le  rapport  de  ces  tétraèdres  est  donc  égal  au  rapport  de 

,  DA'.DB' 

'   DA.DB  ' 
DC 


leurs  bases  (c'est-à-did 


hauteurs  (év 

idemment  égal  à  ^:rp- }.  Par  conséquent,  si 

est  le  volume  di 

tétraèdre  donné, 

il  vient 

(«) 

IDHXsiirf.A'lî'C       IDA'.  DR'.IM:' 
3V                    DA.DB.  DC 

Or  les  seg 

len 

s  qui  figurent  au  second  membre  ont  1 

s  valeurs  respec 

tives  DA=.a 

Dli 

=  p,  DC  =  ï.DA'  =  -  ,  DB'  =    ^  ,  DC  = 

-.   D'autre  pari 
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k.nC        k.(i         k.rn,    ^,,, 


;  A'B'  =  - 


montre  que  le  Iriangte  A'B'C  est  semblable,  le  rapport  de  simililude  étant 
-^,  au  triangledontles  côtés  sonlmesuréspar  les  produits  aa,  bp,  c^. Soit  S 

ia  surl'acfi  de  ce  dernier  triangle  :  on  aura  surf.  A'B'C  =    „,  ,. 

Si  l'on  remplace  les  diverses  (luantiLéa  qui  ligurent  da.ns  l'équation  (c) 
par  les  valeurs  que  nous  venons  d'obtenir,  et  DH  par  —  :  il  vient,  toutes 
réductions  faites, 

6VFt  -^  L. 


Ainsi,  !e  produit  du  rayon  de  la  splièi-e  circonscrite  par  le  volume  est  égal 
au  sixième  de  l'aire  du  triangle  dont  les  côtés  sont  mesiirés  par  les  produits 
des  arêtes  opposées  du  tétraèdre. 

Cette  relation  fait  bien  connaître  le  rayon  cherché,  la  valeur  de  V  ayant 
été  calculée  au  n"  614  et  celle  de  S  en  géométrie  plane  (251). 

676.  L'inverse  d'nne  sphère  ne  passant  pas  parle  pôle  esl  une  sphère, 
elles  deux  surfaces  ont  le  pôle  pour  centre  de  simililude  (PI.,  221). 

Réciproquement,  deux  sphères  peuvent  être  regardées,  de  deux 
manières  di/féi-enles  (et  de  deux  seulement),  comme  figures  inverses. 

Les  points  inverses  sont  encore  dits,  comme  en  Géométrie  plane, 
antiltomologues. 

Deux  couples  de  points  anlihomologues  sont  sur  une  même  circon- 
férence. 

Deux  cordes  antiliomotogues  se  coupent  dans  le  plan  radical. 

■De  plus,  deux  cordes  antihomologues  coupent  les  plans  polaires 
du  centre  de  similitude  par  rapport  à  leuis  sphères  respectives  en  deux 
points  qui  se  correspondent,  lorsque  les  deux  sphères  sont  considérées 
comme  figures  homothéiiqites  {P\.,  224),    - 

Un  plan  et  une  sphère  peuvent  être  également  regardés  de  deux 
manières  différentes  comme  figures  inverses,  les  pôles  d'inversion  étant 
les  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  au  plan.  Dans  le  cas  de 
deux  plans,  les  inversions  dégénèrent  en  sjmélries  (PI.,  226), 

677.  Inverse   d'un   cercle. 

C'a  cercle  ou  une  droite  ont  pour  inverses  : 

Une  droite,  si  le  cercle  ou  la  d}'oite  donnés  passent  par  le  pôle  ; 

Un  cercle,  dans  le  cas  contraire. 
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En  effet,  une  di'oile  ou  uti  corde  peuvent  être  considérés  comme 
intersection  de  deux  surfaces  planes  ou  splié- 
riques. 

Eq  vertu  de  la  même  considération,  lorsqu'un 
cercle  a  pour  inverse  une  droite,  celle-ci  esl 
parallèle  à  la  tangente  menée  au  cercle  par  le 
pôle  d'inversion. 

Deux  cei'cles  inverses  l'nn  de  l'autre  sont 
situés  sur  une  même  sp/iére. 

Soient,  en  effet  A,B  {fit).  5S3)  deux  points  du 
premier  cercle  ;  A',B'  les  points  correspondants  \   \ 

du  second.  Les  quatre  points  A,  B,  A',  B"  sont  \'i 

sur  un  même  cercle,  lequel,  avec  le  premier  '^J 

cercle  considéré,  détermine  une  sphère  (451).  ^^^  „,j 

Celle-ci  coïncide    avec  son    inverse,  puisque 
la  puissance  OA.  OA'  du  pôle,  par  rapport  à  elle,  esl  égale  à   la 
puissance  d'inversion  (voir  PI.,  221};  donc,  passant  par  le  premier 
cercle,  elle  passe  également  par  son  inverse. 

678.  Section  antiparallèle  du  cône  oblicfiie. 

Si  l'on  remarque  que  deux  cercles  inverses  l'un  de  l'autre  font 
partie  d'un  même  cOne  ayant  pour  sommet  le  pfile  d'inversion 
(puisque  chaque  rayon  vecteur  rencontrant  l'un  des  deux  rencontre 
l'autre),  on  est  conduit  par  ce  qui  précède  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Un  cône  oblique  à  base  circulaire  admet,  outre  tes  sec- 
tions parallèles  à  la  base,  une  série  de  sections  circulaires  non  paral- 
lèles à  cette  base. 

L'inverse  du  cercle  de  base,  par  rapport  au  sommet  du  cône,  la 
puissance  d'inversion  étant  quelconque,  donnera,  en  effet,  une  telle 
section. 

Les  nouvelles  sections  circulaires  ainsi  obtenues  sont  dites  sèc/îohs 
anliparallèles  des  premières.  Le  plan  de  l'une  quelconque  d'entre 
elles  est  l'inverse  de  la  sphère  S  qui  passe  par  le  sommet  S  du  cône 
et  le  cercle  de  base  :  it  sera  donc  parallèle  au  plan  tangent  mené 
à  S  par  te  point  S. 

Ou  pyut  encore  construire  un  plan  de  seclioii  antipiirallcle  en  remar- 
quant qu'il  doit  être  perpendicuUiire  au  plan  !'  mené  par  le  sommet  du 
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cône  et  le  centre  Au  la  base  perpendiculairement  au  piao  de  celle-ci  ("ce 

plan  P  est,  en  cil'et,  im  plan  de  syméirie  dn  cône,  de  sorte  que  l'invei'se  du 

cercle  de   base   par  rapport  au  sommet 

,'-^^  admet  égalenient  P  comme  plan  de  symé- 

_,--;.-■-'--. ^  ~~'-.^  Irie).  Le  plan  P  coupe  d'ailleurs  le  cône 

---.        suivantdeuxgénératrices  SA,SB  ((ig.  5o4) 

.'  et  la  trace  du  plan  de  section  cherché  sur 

ce  plan  P   devra  être   anti-parallèle,  par 

rapport   à  l'aiiple    ASB,  de  la  trace  du 

plan  de  base,   c'est-à-dire    former    avec 

cette  trace  et  les  deux  droites  SA,  SB  un 

quadrilatère  inscriptible. 

Si  le  cône  est  droit,  les  deux  séries 
se  confondent,  les  sections  anliparallèles  étant  en  même  temps 
parallèles  à  la  base.  Mais,  si  le  cône  est  oblique,  il  n'en  est  jamais 
ainsi  :  sans  quoi  le  plan  tangent  mené  en  S  &.  la  sphère  S  serait 
parallèle  au  plan  du  cercle  de  base  et,  par  conséquent,  te  point  S 
serait  un  pôle  de  ce  cercle,  ce  qui  ne  se  peut  que  si  le  cône  est  de 
révolution. 

679.  Une  section  parallèle  et  une  section  antiparallèle  apparliennenl 
à  une  même  sphère,  puisqu'elles  sont  inverses  l'une  de  l'autre. 


■de  d'une  sphère, 
du  premier 


Réciproquement,  vn  cône  qui  a  pour  base  u 
coupe  cette  sphère  suivant  un  second  cercle, 
par  rapport  au  sommet  du  cône. 

Corollaire.  —  Un  cône  à  base  circulaire  ne 
peut  admettre  d'autres  sections  circutaii-es  que 
ses  sections  parallèles  et  ses  sections  antipa- 
rallèles. Si,  en  effet,  il  existe  une  section 
circulaire  C  non  parallèle  à  la  base,  on  peut 
évidemment  (en  remplaçant  au  besoin  le 
plan  de  C  par  un  plan  parallèle)  supposer 
que  le  plan  de  C  et  le  plan  de  base  se  cou- 
pent suivant  une  droite  sécante  au  cône  fio,  sas. 
[fig.  555).  Alors  les  deux  sections  seront  deux 

cercles  se  coupant  en  deux  points,  et  appartenant,  par  suite,  à  une 
même  sphère.    Donc   ces  sections  seront  inverses  l'une  de  l'autre, 
c.  Q.  F.  J). 


y  Google 


COHPl.KMEPiTS  riF.  GÉOMÉTlllE   SPHEIilOUE.  ^Hl 

€80.  Projection  stêréo^raphiqne. 

On  sait  (')  qu'on  appelle  projection  stéréograpliïqiie  !a  perspective 
d'une  sphère  sur  le  plan  d'un  grand  cercle,  le  point  de  vue  étant 
placé  en  un  des  pôles  du  grand  cercle. 

Or  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  plan  du 
tableau  ainsi  choisi  est  inverse  de  la  sphère 
par  rapport  au  point  de  vue,  la  puissance  d'in- 
version étant  convenablement  choisie  :  les 
points  inverses  l'un  de  l'autre  étant  [fiç;.  556) 
ceux  qui  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  de 
vue,  la  projection  stéréographique  est  un  cas  p,g  ^,^g_ 

particulier  d'inversion. 

Ceci  donne  immédiatement  les  deux  propriétés  fondamentales  de 
ce  mode  de  projection  : 

La  projection  stéréographique  conserve  les  angles; 

La  projection  stéréographique  d'un  cercle  de  la  sphère  est  vu  cercle. 

681.  Proposons-nous  de  rechercher  le  centre  du  cercle  c,  projec- 
tion d'un  cercle  C  de  la  sphère  (^</.  557).  Nous  observerons,  à  cet  effet, 

que  ce  centre  est  le  point  de  concours  des 
droites  qui  coupent  c  à  angle  droit.  Les 
droites  situées  dans  le  plan  du  tableau  sont 
les  projections  de  cercles  passant  par  le 
point  de  vue  V,  et  si  ces  droites  sont  ortho- 
gonales à  c,  c'est  que  les  cercles  correspon- 
dants sont  orthogonaux  à  C.  Leurs  plans 
passeront  donc  par  le  sommet  I  du  cône 
^  circonscrit  suivant  C,  et  eux-mêmes  passe- 

ront par  le  point  de  la  sphère  situé  sur 
!a  droite  Vl.  Le  centre  de  c  sera  donc  le  point  oh  cette  même 
droite  percera  le  plan  du  tableau. 

Cette  même  construction  donne  les  centres  des  sections  antiparal- 
lèles du  cône  oblique  :  car  une  telle  section  est  évidemment  la 
projection  stéréographique  du  cercle  de  base,  considéré  comme 
appartenant  à  la  sphère  que  nous  avons  appelée  S  au  n"  678. 

682.  Quand  deux  sphères  sont  inverses  l'une  de  l'autre,  toute  sphère 
qui  passe  par  deux  points  anlUiomologues  est  sa  propre  inverse;  elle 
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coufe  donc  les  deux prernlh-es  sphà'es  sous  le  mêmeangle  (PI.,  227). 

Inversement,  toute  sphère  S  qui  coupe  deux  sphères  données  S.  S' 
soiis  le  même  angle  (en  particulier-  toute  sphère  tangente  à?,  et  à  S')  les 
coupe  suivant  deux  cercles  qui  se  correspondent  dans  l'une  des  deux 
inversions  qui  transforment  l'une  dans  l'autre  les  deux  sphères  don- 
nées. 

Coupons,  en  effet,  la  figure  par  le  plan  qui  contient  les  centres 
des  trois  sphères  :  nous  aurons  trois  grands  cercles  de  section  faisant 
entre  eux  les  mêmes  angles  que  les  sphères  elles-mêmes  (').  Le  troi- 
sième de  ces  gictnds  cercles  coïncide  donc  avec  son  transformé  dans 
l'une  des  deu\  m\prsions  qui  changent  (PI-,  227,  voir  la  figure  192) 
les  deu\  premiers  lun  dans  l'autre,  c'est-à-dire  dans  l'une  des  deux 
inversions  qui  changent  les  sphères  données  l'une  dans  l'autre. 

Si  la  spheie  S  est  tangente  à  S  et  à  S',  les  points  de  contact  sont 
inverses  l'un  de  l'autre.  Si  S  coupe  S  et  S',  les  deux  cercles  d'inter- 
section sont  inverses  l'un  de  l'autre. 

Si  l'inversion  en  question  a  sa  puissance  positive  et  admet  par 
conséquent  une  sphère  d'inversion,  celle-ci  coupera  S  à  angle  droit. 

683.  Nous  pouvons  déduire  de  là  le  théorème  suivant,  réciproque 
de  ceux  qui  ont  été  démontrés  au  n"  677  : 

Théorème.  —  Par  deux  cercles  quelconques  d'une  même  sphère,  on 
peut  faire  passer  deux  cônes  {ou  cijlindres). 

Menons,  en  effet,  deux  sphères  coupant  la  première  à  angle 
droit  et  passant  respectivement  par  les  cercles  donnés  :  ceux-ci 
seront  homologues  entre  eux  dans  l'une  comme  dans  l'autre  (compa-, 
rer  PI.,  227  bis)  des  deux  inversions  qui  changent  l'une  dans  l'autre 
les  deu."c  sphères  ainsi  tracées. 

RBMAEQUJiB.  —  Zes  sommets  des  deux  cônes  sont  dans  le  plan  qui 
contient  les  axes  des  deux  cercles,  puisque  ce  plan  est  un  plan  de 
symétrie  commun  aux  deux  courbes. 

Ces  sommets  sont  conjugués  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  la  sphère. 
La  droite  qui  les  joint  est  la  réciproque  de  l'intersection  des  plans  des 
deux  cercles.  C'est  ce  que  l'on  reconnaît  en  coupant  la  figure  par 
un  pian  quelconque  passant  par  ces  deux  sommets  H  et  K  :  le 

(1)  Le  plan  des  trois  centiaaoel  normal  au  IroLi  sphbrea  :  il  eoupe  dooc  le  ditdro  forcnd  par 
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Uiéorème  an  n"  2H  montre  alors  (^3.  558)  que  le  pôle  de  HK  pav 


rapport  au  cercle  de  section  est  le  point  a  oii  le  plan  de  ce  cercle 
rencontre  l'intersection  des  plans  des  cercles  donnés. 

GS4.  Sphères  tangentes. 

Les  deux  solutions  données  en  Géométrie  plane,  pour  le  problème 
des  cercles  tangents,  s'appliquent  sans  difficulté  au  problème  des 
Sphères  tangentes. 

Première  solution.  —  On  commence  par  la  résolution  des  pro- 
blèmes suivants  : 

Mener, par  un  cercle  donné.,  une  sphère  tangente  à  une  sphère  donnée. 

On  fait  passer,  par  le  cercle  donné,  une  sphère  quelconque  cou- 
pant la  première  :  par  la  droite  commune  aux  plans  du  cercle  de 
section  et  du  cercle  donné,  on  mènera,  à  la  sphère  primitive, 
un  plan  Langent  dont  le  point  de  contact  sera  aussi  celui  du  la 
sphère  cherchée,  en  vertu  du  théorème  du  n°  458. 

Mener,  par  un  point,  une  sphère  tangente  à  trois  sphères  données{'). 

A,  B,  C  étant  ces  trois  sphères,  on  déterminera  les  transformés 
du  point  donné  dans  l'une  des  deux  inversions  qui  transforment 
A  en  B  et  dans  l'une  des  deux  inversions  qui  transforment  A 
en  C.  Ces  trois  points  détermineront  un  cercle  appartenant  à  la 
sphère  cherchée. 

On  peut  aussi  prendre  les  inverses  des  trois  sphères  données. 
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avec  Se  point  donné  pour  pôle  d'inversion  (comparer  PL,  230).  On 
est  ramené  à  tracer  un  plan  tangent  commun  à  trois  sphères. 

On  ramène  la  recherche  d'une  sphère  tangente  à  qaalre  sphères 
données  au  problème  précédent,  en  întpodnisant  (PI.,  231)  la  sphère 
concentrique  à  celle  qu'on  cherche  et  passant  par  le  centre  d'une 
des  sphères  données. 

Deuxième  solution  (solution  de  Gergonne).  —  Nous  prendrons 
cette  solution  sous  la  forme  que  nous  avons  donnée  dans  la  note  G 
(n"'  309-312)  de  la  Géométrie  plane,  forme  donnée  par  Poncclet  et 
retrouvée  depuis  par  M.  Fouchô. 

Nous  considérerons  les  sphères  1}  qui  coupent  les  quatre  sphères 
données  A,,B,C,D  sous  des  angles  égaux.  Chacune  de  ces  sphères 
est  sa  propre  transformée  dans  une  des  inversions  qui  changent  A. 
en  B,  dans  une  des  inversions  qui  changent  A  en  G  et  dans  une 
des  inversions  qui  changent  A  en  D.  Il  en  résulte  (voir  PI-,  309) 
que  les  sphères  S  forment  huit  séries,  les  sphères  d'une  même  série 
ayant,  pour  plan  radical  commun,  un  des  huit  plans  d'homothétie 
(462)  des  sphères  données.  On  construira  donc  une  sphère  S  de 
la  série  considérée  (elle  sera  déterminée  par  un  point  quelconque 
de  A  et  ses  trois  antihomologues),  et  l'on  sera  ramené  au  problème 
suivant  : 

lYouver  une  sphère  ayant,  avec  une  sphère  donnée  S,  vu  plan 
radical  donné  et  tangente  à  une  sphère  donnée  A,  problème  qui  n'est 
pas  distinct  de  celui  que  nous  avons  traité  au  n"  311,  comme  on  le 
voit  en  coupant  la  figure  par  un  plan  passant  par  les  centres  des 
sphères  données  et  perpendiculaire  au  plan  radical. 

D'après  la  solution  indiquée  au  n"  311,  on  voit  qu'on  devra  déter- 
miner le  plan  radical  d'une  sphère  S  et  de  la  sphère  A,  lequel 
coupera  le  plan  d'homothétie  suivant  une  droite  a^  (indépendante 
du  choix  de  la  sphère  S  parmi  les  sphères  de  la  série)  :  le  point 
de  contact  «  d'une  sphère  cherchée  avec  A  sera  le  point  de  contact 
d'un  plan  tangent  mené  &  A  par  la  droite  ap. 
Il  pourra  y  avoir  seize  solutions,  h.  savoir  deux  pour  chaque  série 


Si  la  sphère  qui  est  orthogonale  aux  quatre  sphères  données  ne 
se  réduit  pas  à  un  plan,  on  peut  la  prendre  pour  la  sphère  S.  Le 
centre  de  cette  dernière,  qui  est  le  centre  radical  I  des  sphères 
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(ionnées,  sera  alors  le  sommet  du  cône  circonscrit  à.  A,  le  long  du 
cercle  suivant  lequel  elle  coupera  cette  dernière,  de  sorte  que  la 
droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  cherchés  a,a\  réciproque 
de  dp,  devra  passer  par  le  point  I.  On  peut  d'ailleurs  voir  directe- 
ment (')  (voir  PL,  232)  que  la  corde  aa!  doit  passer  par  le  point  I, 
les  sphères  cherchées  étant  deux  à  deux  inverses  par  rapport  à  ce 
point.  La  construction  est  donc  la  suivante,  tout  à  fait  analogue  à 
celle  qui  a  été  donnée  au  n"  232. 

On  détermine  le  centre  radient  I  et  un  plan  d'homolhétie  des  sphères 
données.  On  Joint  le  centre  radical  aux  pôles  du  plan  d'komothétie 
par  rapport  aux  quatre  sphères.  Les  droites  ainsi  obtenues  coupent 
respectivement  les  sphères  correspondantes  aux  points  de  contact 
cherchés. 

684  bis.  Revenons  au  cas  ofi  la  sphère  S  est  une  sphère  queloontiiie  ,(io 
la  série.  On  pourra  encore  la  considérer  comme  déterminée  par  la  conslnic- 
tiou  suivante,  due  ésnlementà  Poncelet.  a  étant  un  point  quelconque  de  la 
sphère  A  (par  lequel  on  veut  faire  passer  S),  on  déterminera  le  transformé 
6  de  a  dans  Tinversion  qui  change  A  on  B,  le  transformé  c  de  6  dans  l'in- 
version qui  change  B  en  C,  et  le  transformé  a'  de  c  dans  l'inversion  qui 
change  G  en  A  :  Tous  ces  points  font,  comme  le  premier,  partie  de  la 
sphère  S.  Il  en  est  do  mt^me  du  point  a"  obtenu  d'une  manière  analogue, 
mais  en  substituant  la  sphère  D  à  ia  sphère  C.  Le  cercle  ûa'a"  sera  donc(^) 
le  cercle  d'intersection  de  S  avec  A,  et  le  plan  aa'u"  déterminera,  par 
son  intersection  avec  lo  plan  d'homothélie,  la  droite  ap. 

685.  Théorème.  ~  Lorsqu'une  sphère  varie  en  étant  tangente  à  trois 
sphères  fixes,  le  lieu  du  point  de  contact  sur  chacune  de  celles-ci  se 
compose  de  cercles. 

En  effet,  dans  la  construction  précédente,  si  l'on  ne  se  donne 
pas  la  quatrième  sphère  D,  les  sphères  S  d'une  série  déterminée 
auront  toujours  un  axe  radical  commun,  à  savoir  l'un  des  axes  de 
similitude  des  sphères  A,6,C  (puisque  chacun  des  centres  de  simi- 
litude situés  sur  cet  axe  aura  même  puissance  par  rapport  à  toutes 
les  sphères  S).  Donc  le  plan  radical  de  chaque  sphère  S  et  de  A 

(1)  Celto  ûernièra  partie  du  vnisonnomoDl  est  d'ailleurs  nicessfliro,  le  reisonnemant  fondé 
sur  la  spliÉre  ortlio^onale  aux  quatre  sphères  données  tombant  en  défaut  lorsque  cette 
sphère  n'esiato  pas,  c'est-à-dire  lorsquo  I  est  intérieur  aux  sphères  données. 

(S)  En  général,  les  point  a.  «',  a"  seront  distincts  iea  uns  des  autres  ;  si,  en  effet,  on  coupe 

o,  b,  c,  a'  sont  tous,  dans  ce  plan,  an ti homologues  les  uns  des  autres  par  rapport  auï  Iroia 
section  de  la  sphère  A  par  le  plan  P,  on  o  et  a',  sont  do  sens  oontraites  (comme  réauHanl  l'un 
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coupera  cet  axe  de  similitude  en  un  point  fixe  et,  par  conséquent, 
le  point  de  contact  a  décrira  sur  A  le  cercle  de  contact  du  cône 
circonscrit  ayant  pour  sommet  ce  point. 

686.  Â'pipUcations  de  l'inversion  à  la  géométrie  sphériqtie. 

Puisqu'une  splière  peut  être  transformée  par  inversion  (projection 
sléréographique)  en  un  plan,  nous  pouvons  appliquer  aux  figures  sphé- 
ricjues  les  propriétés  des  figures  planes  qui  ne  changent  pas  pai'  l'inver- 

Nous  savons,  par  exemple,  que  dans  le  plan,  totit  cercle  qvi  coupe  à  angle 
droit  deux  cercles  donnés  coupe  également  â  angle  droit  une  infinité  d'autres 
cercles  fixes,  à  savoir,  tous  ceux   qui  ont  avec  les  premiers   mémo   nxe 
radical. 
Donc  cette  propriété  a  également  lieu  sur  la  spkère. 

Si  les  deux  cercles  donnés  sont  sécants,  les  cercles  du  mime  faisceau  — 
c'est-à-dire  qui   ont,   conformément  à  la    pro- 
.  priété  précédente,  tous  leurs  cercles  orthogonaux 

,\,  communs    avec   les    premiers    —    passent   par 

\  1  urs  pomts  dmtersectLon    Si  les  cercles  donnés 

^*-s    rV>,  srat  tangents    les  cercles  du  même  faisceausont 

/C  /  \  \\  ^  tangents  aux  premieis  Dans  ces  deux  cas,  par 
/  ^A-__L--V\  \  conséquent  les  yUms  des  cercles  d'un  même  fais- 
I        /  r    \\^  i      ceaii  pasbent  tous  par  une  même  droite. 

i      /  0  ^  Il  est  aisé  de  voirqu  il  en  esl  de  même  dans 

V'^        1      /  /      lous  les  cas.  Quelle  que  soit,  en  effet,  la  position 

\  -,     /  /        des  cercles  primitifs,  soit  D  la  droite  d'intersec- 

^-~,..,^^J_,^  tiou  de  leurs  plans  (^ff.  S39).  Tout  cercle  C  ortho- 

gonal  aux   deux    premiers    sera   la    courhe  de 
"  ■''''■.  conlact  d'un  cône  cii'conscril  ayant  son  sommet 

sur  D  (477  bis),  et,  inversement,  le  cercle  de 
contact  de  tout  cône  circonscrit  ayant  son  sommet  sur  D  est  orthogonal 
auK  cercles  donnés  ;  mais  il  est,  de  plus,  orthogonal  à  tout  cercle  dont  !e 
plan  passe  par  D,  comme  nous  voulions  le  démonirer. 

Nous  voyons,  en  même  temps,  que  les  cercles  orthogonaux  aux  cercles  du 
faisceau  ont  leurs  plans  concourant  suivant  une  même  droite  Di,  à  savoir, 
la  réciproque  de  D.  lin  un  mot,  les  plans  qui  passent  par  deiiœ.  droites  réci- 
proques déterminent  sur  la  spMre  deux  faisceaux  orthogonaux. 

Deux  droites  réciproques  étant,  l'une  eïtérieure,  l'autre  sécanle  à  la 
sphère,  deux  faisceaux  orthogonaux  sont  composés,  l'un  de  cercles  qui  ont 
deux  points  communs,  l'autre  de  cercles  sarts  points  communs,  sauf  dans  le  cas 
limite  où  chacun  des  deux  faisceaux  est  composé  de  cercles  tangents  entre 
eux.  Dans  le  faisceau  composé  de  cercles  sanspoints  communs,  il  y  deux  cercles 
réduits  à  des  points,  à  savoir  les  points  de  contact  des  plans  tanj^ents 
menés   par  celle  des   deux  droites  réciproques  qui  est  extérieure  à   la 
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Parmi  les  c&'cles  d'un  faisceau,  il  y  a  toujours  un  grand  cercle,  et  en 
général  un  seul,  à  saToir,  le  grand  cercle  dont  le  plan  passe  par  la  droite 
D,  commune  au  pion  des  cercles  du  faisceau  {fig.  S59).  Ce  grand  cercle  eU 
le  lieu  des  pôles  descercles  du  faisceau  orthogonal  (477). 

On  lui  donne  le  nom  de  grand  ce}-ele  radical  des  cercles  donnés. 

687.  Les  grands  cercles  radicaux  de  trois  cercles  pris  deux  à  deux  ont  un 
diamètre  commun,  celui  qui  passe  par  le  point  commun  au  plan  des  trois 
cercles. 

Si  ce  dernier  point  est  extérieur  h  la  sphère,  les  eslrémités  du  diamètre 
commun  aux  trois  grandscercles  radicaux  sont  les  pôles  d"un  cercle  ortho- 
gonal aux  trois  donnés. 

688.  Théorème.  —  Le  rapport  anharmontqiie  de  quatre  points  sîir  un  cercle 
est  conservé  dans  l'inversion. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  si,  par  les  quatre  points  considérés 
A,  B,  G,  D  (fig.  360)  respectivement  et,  d'autre  part,  par  un  point  quelconque 
P  du  cercle  ABCD  et  un  point  quel- 
conque Q  extérieur  au  plan  de  ce 
cercle,  on  fait  -passer  des  circon- 
férences {lesquelles  appartiennent 
évidemment  à  une  même  sphère, 
la  sphère  ABCQ),  le  rapport  anluw- 
monique  ABCD  est  égal  au  rapport 
anharmonique  des  tangentes  à  ces 
circonférences  au  point  P  oit  ati 
point  Q. 

En  effet,  chacun  de  ces  rapports 
est  éj^al  au  rapport  anharmonique 
des  pians  des  quatre  circonférences 

Cette  remarque  conduit  immédiatement  à  la  démonstration  demandée, 
car  le  rapport  anharmonique  des  tangentes  aux  quatre  cercles  APO,  BPQ, 
CPQ,  DPQ  se  conserve  dans  l'inversion.  La  démonstration  subsiste 
lorsque,  par  l'inversion,  le  cercle  ABCD  devient  une  droite,  le  rapport 
anharmonique  ABCD  devenant  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
transformés  ['). 

Ce  théorème  permet  de  transporter  à  la  sphère  certains  théorèmes 
énoncés  pour  le  plan. 

Par  exemple,  si  deux  cercles  sont  orthogonaux  entre  eux,  lotit  cercle  ortho- 
gonal à  l'un  d'eux  est  divisé  par  eux  harmoniquement.  Si,  on  effet,  nous 
faisons  une  inversion  en  prenant  le  p6Ie  sur  ce  troisième  cercle,  nous 
1  théorème  connu  de  Géométrie  plane  ;  lorsque  deux 


y  Google 


378  GEOMETRIE. 

cercles  sont   ovihogonaiix,   tout  diamètre   de  l'un  d'eux  est   divisé  par  eux 
karmoniquemenl. 

De  même,  lorsqu\m  cercle  ^e  est  coupé  par  un  cercle  variable  qui  passe 
par  deux  points  fixes,  le  conjugué  harmonique  de  l'un  des  points  fixa,  par 
rapport  à  l'arc  intercepté,  décrit  un  cercle  passant  par  l'autre  point  fixe,  ainsi 
qu'il  résulte  de  la  défluitioa  de  la  polaire  (PI.,  204),  moyennant  une 
inversion  par  rapport  à  l'un  des  points  Uses,  etc. 

689.  Inversion  sur  la  splière. 

Nous  appellerons,  de  même,  figures  sphérigues  inverses,  deux  figures 
dont  les  projections  stéréograpliiques  sont  deux  figures  planes  inverses 
l'une  de  l'autre. 

Cette  définition  semble  dépendre  du  choii  d«  centre  de  !a  projection 
stéréograpliique.  Mais  le  théorème  du  n"  67i  montre  qu'il  n'en  est  rien  ; 
car  il  permet  d'énoncer  la  définition  des  figures  sphériques  inverses 
sous  la  forme  suivante  : 

Deux  figures  sphériques  inverses  sont  deux  figures  gui  se  correspondent 
point  par  point,  de  manière  gtte  deux  points  quelconques  et  leurs  homologues 
soient  sur  un  même  cercle. 

Il  est  bien  clair,  effectivement,  que,  si  deux  figures  sphériques  présen- 
tent cette  relation,  leurs  projections  stéréographiques  la  présenteront 
également  et  seront,  par  conséquent,  inverses  l'une  de  l'autre  ;  et  récipro- 
quentenl. 

Cette  forme  de  la  définition  montre,  de  plus,  que  deux  figures  inverses 

l'une  de  l'autre  sur  la  sphère  sont  aussi  inverses  [ou  symèlriques)  lune  de 

l'autre  dans  l'espace.  En  reprenant,  en  elfet,   le  raisonnement  du  n°  671, 

oti  constatera  qu'il  s'applique  dans  le 

^ — — ~~,^  cas  actuel.   Par  conséquent,    on  voit 

/^  A-^^  '!"*  ''^"^  P^^"-^^  inverses,  sur  la  sphéi-ii, 

/        _       /        ~~V---.,_  sont  deux  points  en  ligne  droite  avec  un 

I  "'  Nr^^^V""     -— ^^^^      point  fixe  de  Vespace  [fig.  561). 

l  \  I  11    existera  des   points,  coïncidant 

\  \  J  avec  leurs  homologues,  et  dont  le  lieu 

^---__--^  (fig.  S61),  si  le  point  fi.îe  en  question 

Fio.  s8!,  est  extérieur  à  la    sphère,  le    cercle 

d'inversion  étant  alors  le  cercle  de 
contact  du  cône  circonscrit  ayant  pour  sommet  ce  point;  car  deux  points 
inverses  seront  confondus  si  la  droite  qui  les  joint  est  tangente  à  la  sphère, 
et  dans  ce  cas  seulement.  Dans  ce  cas,  tout  cercle  passant  par  deux  points 
inverses  l'un  de  l'autre  coupera  orthogonalement  le  cercle  d'inversion. 

Remarque.  —  Le  grand  cercle  qui  joint  deus  points  inverses  l'un  de 
l'autre  passe  par  deux  points  fixes. 

690.  Considérons,  comme  application,  deux  cercles  quelconques 
de  la    sphère  :    ces  cercles  auront    pour    projections   stéréoyrapliiques 
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lieux  cercles  du  plan,  inverses  l'on,  de  l'autre  de  deux  façons  différentes. 

Donc  deux  cercles  quelconques  de  la  spMre  peuvent  être  regai-dés,  de  deux 
façons  différentes,  comme  inverses  {ou  symétriques)  l'un  de  l'autre. 

Le  raisonnement  précédent  est  indépendant  des  théorèmes  des  n"  682- 
683  :  il  fournit  donc  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  du  n'  6S3  : 
par  deux  cercles  quelconques  (Tune  splià'e,  on  peut  faire  passer  deux 
cônes. 

On  en  déduit  d'ailleurs  aisément  le  théorème  du  n"  682  :  car  si  une 
sphère  2  coupe  deux  sphères  S,  S'  sous  des  angles  égaux,  suivant  deux 
cercles  C,  C,  il  existera  deux  inversions  transformant  C  en  C  ;  dans  cha- 
cune d'elles,  S  sera  transformée  en  uue  sphère  S'i  passant  B'  et  coupant  S 
sous  le  même  angle  que  S  ;  c'est-à-dire  ou  sens  près,  sous  le  même  angie 
que  S'  ;  et,  sous  l'une  des  deux,  les  angles  égaux  que  font  S'  et  S'i  avec  2 
seront  de  même  sens  {'),  de  sorte  que  S',  coïncidera  avec  S'. 

691.  Toute  circonférence  qui  eoupe  deux  cercles  donnés  d'une  même  sphère 
sous  des  angles  égaux  se  correspond  à  elle-même  dans  l'une  des  deux  invei'- 
sions  qui  changent  ees  cercles  l'un  dans  Vautre;  et  réciproquement. 

Le  plan  de  cette  circonférence  passe  par  l'un  ou  Vautre  des  sommets  des  cènes 
qui  coniiennent  les  deux  cercles  donnés. 

Ce  théorème  est  «ne  conséquence  immédiate  du  théorème  correspon- 
dant de  géométrie  plane  et  se  démontre,  d'ailleurs, delà  même  façon. 

Les  cercles  qui  coupent  trois  cercles  donnés  A,  B,  C  d'une  sphère  sous  des 
angles  égaux  foi'ment  quatre  faisceaux  :  leurs  plans  passent  par  Vune  ou 
Vautre  de  quatre  droites  fixes,  à  savoir  celles  qu'on  obtient  en  joignant 
le  sommet  de  l'un  des  cônes  qui  passent  par  Â  et  B  au  sommet  de  l'uu  des 
cônes  qui  passent  par  A,  C. 

Ces  droites  doivent  d'ailleurs  passer,  en  vertu  du  même  raisonnement, 
par  les  sommets  des  deux  cônes  qui  passent  par  B  et  C,  de  sorte  que  les 
sommets  de  ces  six  cônes  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet. 

La  solution  da  problème  des  cercles  tangents  sur  ]a  sphère  est  une  consé- 
quence immédiate  de  ce  que  nous  venons  de  dire  :  un  cercle  tangent  à  A, 
à  B  et  à  C  appartiendra  nécessairement  à  l'un  des  faisceaux  dont  nous 
venons  de  parler  -,  de  sorte  qu'on  est  ramené  a  trouver,  dans  un  faisceau 
donné,  un  cercle  tangent  à  un  cercle  donné.  Le  point  de  contact  du  cercle 
cherché  avecApourra  être  considéré  (comparer  PL,  311)  comme  déterminé 
par  le  cercle  orthogonal  ix  la  fois  aux  cercles  du  faisceau  et  à  A. 


y  Google 


EXERCICES 


le  deux  points  au  centre  d'une  sphère  est  ég 
i  ces  points  au  plan  polaire  lie  l'autre. 

924.  Le  lieu  des  centres  des  sphères  qui  sont  coupées  par  les  faces  d'ua  ti 
suivant  trois  cercles  orthogonaux  deux  à  deux  est  la  droite  considérie  à  1' 
ciœ  494. 

935.  Les  cercles  circonscrits  à  ûeuï  faces  d'nn  tétraèdre  se  coupent  sons  le  r 
angle  que  les  cercles  circonscrits  aux  deux  autres  faces. 

935  bis.  On  prend  les  inverses  de  trois  sommelsd'un  tétraèdre,  le  pâle  d'in 
étant  le  quatrième  sommet.  Montrer  qu'on  obtient  un  triar^le  dont  les  angles  sont 
toujours  les  mÉmes,  quelque  soit  le  sommet  choisi  comme  pôle  d'inversion. 

Montrer  que  la  forme  de  ce  triangle  ne  change  pas,  si  l'on  remplace  les  quatre 
sommets  par  leurs  transfoi'més  respectifs  dans  une  même  inversion  quelconque. 

9ÎB.  Lieu  lies  droites  issues  d'un  point  donné  et  sur  lesquelles  deux  plans  donnés 
interceptent  (à  partir  de  ce  point)  deux  segments  dont  le  produit  est  constant. 

997.  Le  lieu  des  droites  passant  par  un  point  donné  et  telles  que  le  produit  des 
projections  de  deux  segmenisdonnéssurl'une  quelconque  d'entre  elles  soit  constant, 
est  un  cùne  à  Ijase  circulaire. 

9Î8.  Lieu  de  l'axe  d'un  déplacement  hélicoïdal,  connaissant  un  peint  de  tet  axe 
et  l'homologue  d'un  point  donné  de  l'espace  (se  ramène  au  pi  écédeni) 

9S9.  Lieu  des  inverses  d'un  point  donné  par  rapport  à,  des  sphères  ^^  int  iiiènie 
plan  radical  ou  même  axe  radical. 

930.  On  donne  deux  sphères  S,  S'.  Lieu  du  point  de  conlacl  de  dBU\  sphereo  qui 
varient  en  restant  tangentes  entre  elles  et  toutes  deux  tangentes  à  S  et  à  S'  (compa- 
rer PI.,  ex.  eue). 

Même  problème  lorsque,  au  lieu  de  deux  sphères  données,  il  y  en  a  trois.  S,  S',  S". 

93L  Étant  données  deux  sphères  et  un  point  A,  trouver  une  inversion  telle  que 
l'homologue  du  point  A  soit  un  centre  de  similitude  des  transformées  des  sphères 
données. 

932.  Trouver  uiie  sphère  qui  coupe  cinq  sphères  données  sous  des  angles  égaux; 
—  une  sphère  qui  coupe  quatre  sphères  données  sous  des  angles  donnés  (comparer 
ex.403);— une  sphère  qui  ait,  avec  quatre  sphères  données,  des  tangentes  communes 
de  longueur  donnée. 

939.  Toutes  les  sphères  qui  coupent  deux  sphères  données  S,  S'  sous  des  angles 
constants  a,  a'  coupent  sous  un  angle  constant  a"  toute  sphère  S"  ayant  avec  les 
premières  même  plan  radical.  Montrer  que  l'angle  a"  peut  être  considéré  comme 
déterminé  par  la  condition  que  la  sphère  dont  tous  les  pUins  tangents  coupent  S  sous 
l'angle  a,  la  sphère  dont  tous  les  plans  tangents  coupent  S'  sous  l'angle  a',  et  la 
sphère  dont  tous  les  plans  tangents  coupent  S"  par  l'angle  a"  aient  un  centre  de 

Énoncé  analogue  lorsqu'on  donne  [vois  sphères  au  lieu  de  deii.f. 
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y3i.  Résoudre,  pour  les  sphères,  les  problèmes  analogues  aa;;  e:iei' 
341  (1°,  2'),  aia,  345, 346,  347,  348  de  lu  Géométrie  plane. 

934  6is.  Trouver  le  lieu  du  point  considéi'éà  l'exercice  401,  lorsque  lestr 
dormes  sont  remplacés  par  quatre  sphères. 


9%.  Deux  figures  transformées  l'une  de  l'autre  par 
mises  à  une  mÈnrie  inversion  T.  Montrer  que  les  nouvelles  figures  a 
sont  aussi  inverses  l'une  de  L'autre  (utiliser  671). 

Trouver  le  nouveau  pôle  d'inversion,  parti  eu  lié  remeat  dans  le  cas  où 
de  l'inversion  S  est  positive  (comparer  PI.,  es.  850). 

«33.  On  soumet  une  figure  quelconque  F  à  deux  inversions  successives  (comparer 
PL,  ex.  351)  ;  on  obtient  ainsi  une  figure  F.  Montrer  : 

1"  Qu'il  existe,  soit  une  inversion  transformant  Fet  F"  en  deux  figures  homothé- 
tiques,  soit  une  inversion  transformant  F  et  F"  en  deux  figures  égales  ; 

2-  Qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes  de  deux  inversions  transformant,  comme 
ies  deux  premières,  F  en  F"  :  en  particulier,  on  peut  supposer  que  l'une  des  deux 
luit  t  une  symétrie,  à  moins  que  F  et  F"  ne  soient  semblables. 
'.  On  soumet  une  figure  quelconque  F  à  un  nombre  quelconque  d'invei-sions 
s.  Montrer  qu'on  obtient  une  figure  égale  à  l'une  des  inverses  de  F  ou  à  la 
symétrique  de  cette  inverse  et  qu'on  peut  déduire  de  V  par  une  inversion  suivie  de 
une,  deux,  trois  ou  quatre  symétries  (même  cas  d'exception  que  pour  l'exercice 
précédent). 

938.  Deux  sphères  S,  S,  se  coupent  à  angle  droit  suivant  un  cercle  c  Montrer  que 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  cercle  C  ait  même  inverse  par  rap- 
port à  Set  à  S,  (sans  que  cet  inverse  coïncide  avec  C  lui-même)  est  que  C  coupe  een 
deux  points  et  à  angle  droit. 

939.  Résoudre, pour  la  fignre  formée  de  deux  sphères,  la  question  posée  a  l'exer- 
oice  396. 

9iO.  Soient  S',  W  les  inverses  d'une  sphère  S  et  d'un  point  M  par  rapport  k  un 
pôle  d'inversion  0  ot  à  une  puissance  (i  ;  p,  la  puissance  du  point  M  par  rapport  à  la 
sphère  S;  p',  la  puissance  du  point  M'  par  rapport  ft  la  sphère  S',  on  a. 


1'  étant  la  puissance  du  point  Opar  rapport  à  S. 

(Appliquer  l'exercice  précédent  à  la  sphère  S  et  à  une  sphère  très  petite  ayant  M 
pour  centre), 

911.  Quelles  sont  les  inversions  telles  que  la  région  intérieure  à  une  sphère  déter- 
minée S  se  transforme  en  la  région  intérieure  à  la  sphère  S',  transformée  de  S? 

942.  Il  existe  une  infinité  de  cereles  qui  coupent  à  angle  droit  une  sphère  donnée 
et  qui  coupent  un  cercle  donné  en  deux  points  et  à.  angle  droit.  Le  rapport  anhar- 
monique  déterminé  par  les  quatre  points  d'intersection  est  le  même  sur  chacun  de 
ces  cercles. 

943.  Un  cercle  et  une  sphère  quelconques  peuvent  toujours  être  transformés,  soi! 
en  une  droite  et  en  un  plan,  soit  en  un  cercle  et  en  un  plan  parallèle  au  plan  du 
cercle. 
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911.  Étant  données  deux  flguiea  dont  <  hacuQe  be  compose  d'une  epbère  et  d'un 
cercle,  la  condition  nécessaii-e  et  «uOiiânte  pourvue  l'on  puisse  transformeir,  par 
inversion,  l'une  de  ces  figures  en  une  aulie  égale  A  la  secooiie  est,  si  la  sphère  et  le 
cercle  se  coupent,  que  leur  angle  soit  le  même  de  part  etd'auire.  Dans  tous  les  cas, 
a  dont  il  est  question  à  l'exercice  iH2 


yui  transforoïorit  doux   cei'cles  donnés  ci'u 


945.  Lieu  des  pôles  des 
en  sphères  Égales. 

946.  Lieu  des  pôles  des 
même  sphère  en  cercles  éj 

947.  Un  cercle  étant  donné  sur  une  sphère 
telles  que  la  transformée  de  la  sphère  donnée  ait  pour  grand  cercle  le  transformé  du 
cercle  donné;  ou,  plus  généralement,  telles  que  le  cane  de  révolution  ayant  pour 
base  le  cercle  transformé  et  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  transformée  ait 
une  ouverture  donnée. 

Lieu  das  sommets  des  cônes  ayant  pour  base  Hii  cercle  donné  d'une  sphère  et  qui 
coupent  cette  sphère  suivant  an  second  cercle  de  grandeur  donnée. 

948.  Lieu  des  pôles  des  inversions  qui  changent  deux  points  d'une  sphère  en  deux 
poinis  diamétralement  opposés  de  la  sphère  transformée. 

949.  Lieu  des  pâles  des  inversions  telles  qu'un  cercle  et  un  point  donnés  sur 
une  sphère  aient  pour  homologues  respectifs  un  cercle  et  l'un  de  ses  pfiles  sur  la 
sphère  transformée. 

950.  Deux  cercles  situés  sur  une  même  sphère  étant  donnés,  quel  est  le  lieu  des 
pôles  des  inversions  telles  que  les  transformés  de  ces  deux  cerclas  aient  leurs  plans 
parallèles  entre  eux? 

951.  Quand  l'un  des  cônes  qui  passent  par  deux  cercles  donnés  de  la  sphère 
devient-il  un  cylindre?  Quand  les  deux  cônes  deviennent-ils  des  cylindres  ? 

ifô2.  On  transforme  une  figure  sphérique  par  deuï  inversions  (sphériques)  suc- 
cessives. Trouver  une  projection  stéréographique  telle  que  la  fleure  primitive  et 
la  figure  transformée  se  projettent  suivant  deux  figures  homothétiques  ou  suiv&nt 
deux  figures  égales. 

953.  Deux  figui-es  sphériques  inverses  étant  données,  quel  est  le  Heu  du  point  de 
vue  d'une  projection  stéréographique  telle  que  ces  deux  figures  se  projettent  suivant 
deux  figures  planes  symétriques  par  rapport  à  une  droite? 

954,  Une  sphère  étant  projetée  stéréographiquement  sur  un  plan,  quel  est,  dans 
l'espace,  le  lieu  des  pôles  d'inversion  tels  que  deux  figures  sphériques  inverses  par 
rapport  à  ces  points  donnent  en  projection  deux  figures  planes  symétriques  par 
rapport  à  une  droite? 

■  955.  Dans  les  mêmes  conditions,  quel  est  te  lieu  des  pôles  d'inveision  tels  que  les 
deux  figures  sphériques  inverses  par  rapport  à  ces  points  donnent  en  projection 
deux  figures  planes  inverses  par  rapport  à  un  pôle  donne  (la  puissdn(,e  étant 
variable)? 
958.  Transformer  par  inversion'le  théorème  suivant:  loutes  Ips  langenles  menées 

d'un  point  à  une  sphère  font,  atec  te  diamètre  qui  passe  ati  jwnl  ronudéi/'  des 
angles  égaux. 
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957.  Wmontrer  et  transformer  par  inversion  ie  Ihéorème  suivant  :  une  lan- 
génie  commune  quelconque  à  deux  sp/ières  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  le 
plan  radical. 

958.  On  considère  toutes  les  sphères  tangentes  (avec  contacts  de  même  espèce) 
à  deux  sphères  séuantes  données  ;  par  les  points  de  contact  de  chaciines  d'elles  et  par 
lin.  point  Bse  A  du  cercle  d'intersection,  on  fait  passer  une  circonférence.  Montrer 
que  tontes  ces  circonférences  sont  tangentes  entre  elles. 

959.  Trois  sphères  se  coupent  deux  à  deui  suivant  trois  cercles  C,  C,  C.  Montrer 
qu'il  existe  une  infinité  de  sphères  S  tangentes  à  C,  C,  G"  et  que  ces  sphères  sont 
laugentes  à.  trois  sphères  fixes. 

Si,  par  les  trois  pointa  de  contact  de  chaque  sphère  S  avec  C,  C,  C  et  un  point 
commun  à  ces  trois  cereles,  on  fait  passer  une  sphère,  toutes  ces  sphères  sont 
tangentes  entre  elles. 

960.  Transformer  par  inversion  les  exeroices  488-i95. 

Donner  aux  énoncés  déduits  des  exercices  i89-i9a  une  forme  telle  qu'ils  con- 
servent un  sens  et  restent  exacts  lorsque  les  sphères  en  lesquelles  sont  transformées 
les  faces  du  trièdre  sont  remplacées  par  des  sphères  sécantes  deux  à  deux,  mais 
n'ayant  pas  de  point  qui  leur  soit  commun  i.  toutes  trois  ;  et  aux  énoncés  déduits  des 
exercices  488,  493,  494  une  forme  telle  qu'ils  conservent  un  sens  et  restent  exacts, 
même  lorsque  les  sphères  en  question  sont  remplacées  par  des  sphères  non  sécantes 
deux  à  deux. 

Déduire  l'énoncé  correspondant  à  l'exercice. 488  de  l'exercice  945. 

Transformer  également  l'exercice  496. 

961.  Une  figure  sphèrique  F  est  projetée  stéréographi  que  ment  sur  deux  plans  dia- 
métraux différents.  Montrer  que  si  l'on  rabat  la  première  des  deux  projections  ¥" 
sur  le  plan  de  l'autre  ¥",  en  la  faisant  tourner  autour  du  diamètre  commun  à.  ces 
deux  plans  (dans  un  sens  convenable),  la  nouvelle  position  de  F"  est  inverse  de  F". 
Quel  est  le  pôle  d'iuversionî 

902  Deu\  petits  cercles  étant  donnes  sur  une  sphère,  le  grand  cercle  qui  joint 
deux  points  quelconques  du  piemiei  et  le  grand  cercle  qui  joint  les  points  respec- 
tivement antibomologues  du  deuxième  se  roupent  sur  le  grand  cercle  radical. 

963  Étendre  à  la  géométrie  sphèrique  les  exercices  360, 261,  W% 

Montrer  que  le  lieu  (688)  des  conjugués  harmoniques  du  point  B  par  rapport  aux 
arcs  interceptés  par  un  cercle  donné  sur  les  cercles  qui  passent  par  tes  poinls  A  et 
B  n'est  autre  que  le  cercle  APQ  analogue  à  celui  dont  il  est  question  à  l'eierciee  362; 
et  que,  de  même,  le  lieu  des  conjugués  harmoniques  du  point  A  par  rapport  aux 
mêmes  arcs  est  le  cercle  analogue  BPQ- 

hlontrer  que  ces  cercles  se  coupent  sous  un  angle  égal  à  celui  que  font  entre  eux 
les  cercles  tangeals  au  cercle  donné,  menés  par  les  points  A  et  B. 

Dans  le  cas  où  A  coïncide  avec  B,  le  cercle  APQ  coupe  le  premier  à  angle  droit. 

964.  Transformer,  par  projection  stéréographi  que,  le  théorème  du  n"  2H.  En 
conclure  une  construction  des  cercles  tangents  à  un  cercle  donné  de  la  sphère  et 
menés  par  deux  poinls  donnés. 

965.  Transformer  par  projection  sléréographique  (comparer  688)  les  théorèmes 


Deux  parallèles  interceptent  sur  deux  sécantes  i 
ments  proportionnels. 
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Deux  parallèles  sont  divisées  pai'  dos  Bôt'aiites  issues  d'un  même  point  eu  segments 
proportionnels. 

D66.  Si  par  deux  points  ûxus  A,  B  d'une  sphère  on  fait  passer  un  cercle  variable 

qui  coupe  un  oerele  llïe  C  en  deux  points  P,  Q,  le  quotient  -y- i-  est  constant.  Le 

point  A  étant  donné,  ainsi  que  le  cercle  C,  quel  est  le  lieu  du  point  B  pour  que  ce 
quotient  ait  une  valeur  donnée  ? 

967.  {Réciproque  d'un  des  énoncés  du  n'  888)  :  Si  un  cercle  C  d'une  sphère  est 
divisé  harm uniquement  par  deux  autres  A,  B,  il  passe,  par  les  points  d'intersection 
de  A  et  de  C,  un  cercle  orthogonal  à  B  et  à  C. 

908.  Si  six  points  A,  B,  C,  a,  b,  c  d'une  sphère  sont  tels  que  les  cercles  Abc,  Ben, 
Cab  passent  par  un  même  point,  les  cercles  aBG,  fiCA,  cAB  sont  aussi  concourants 
(se  ramène  à  l'exercice  34i  de  la  Géométrie  plane). 

089.  Le  rapport  anharmonique  intercepté  par  deux  cercles  sécants  entre  eux  sur 
un  tiMisiéme  cercle  qui  les  coupe  tous  deux  à  angle  droit  est  indépendant  de  la 
position  de  ce  troisième  et  aussi  de  la  position  des  deux  pi'emiers,  pourvu  que  leur 
angle  reste  constant  (comparer  PL,  ex.  39fl). 

(Si  V  est  l'angle  des  deux  premiers  cercles,  le  rapport  anharmonique  en  question 


UIO.  On  donne,  sur  une  sphère,  trois  cercles  qui  se  coupent  deux  â  ticux  en  A,  A'; 
B,  B';  C,  C  Mener  par  B',  C;  C,  A';  A',  B'  respectivement  trois  cercles  B'C'gr, 
C'AVp,  A'B'pî  tels  que  le  point  p  commun  aux  deux  derniers  soit  sur  le  cercle 
BCB'C,  le  point  q  (commun  ans  deux  extrêmes)  sur  CACA'  ;  le  point  )■  {commun 
aux  deux  premiers)  sur  ABA'B'. 

{On  pourra,  par  exemple,  projeter  stéréo  graphique  ment  en  prenant  A'  comme 
point  de  vue). 

Montrer  ; 

1°  Que  le  cercle  WCqr  fait  des  angles  ^auï  avec  les  cercles  BCB'C,  B'C'A  ; 

a°  Que  les  cercles  AA'ji,BB'7,CCl'r  concourent  aux  deuï  mêmes  points; 

3'  Que  si,  par  B'  et  C,on  t'ait  passer  un  cercle  quelconque  coupant  AGA'C  en  î,  et 
ABA'B'  en  r„  les  cercles  A'B'g,  et  A'C'î-,  coupent  BCB'C  en  deux  nouveaux  pointa 
p,,  p',  tels  que  le  cercle  A'p,p',  a  sa  tangente  en  A'  llxe. 

971.  Résoudre,  sur  la  sphère,  les  exercices  26H,  402,  40a  de  la  Géométrie  plane, 

072.  On  donne,  dans  un  plan  P,  un  cercle  e  et  on  suppose  la  sphère  qui  a  c  pour 
grand  cercle  projetée  stéréographiquement  sur  le  plan  P  (le  point  de  vue  étant  l'une 
quelconque  des  extrémités  du  diamètre  porpendiculdre  à  P).  Cela  posé,  à  quelle 
condition  un  cercle  tracé  dans  P  est-il  la  projection  d'un  grand  cercle  de  la  sphère  î 

A  quelle  condition  deux  points  sont-ils  les  projections  de  deux  points  diamé- 
tralement opposés? 

073.  Les  données  étant  les  mêmes  que  pour  l'exercice  précédent,  réaliser,  en 
projection  stéréographique  ('),  les  constructions  suivantes  : 

(1)  Faire  paner,  en  projeelion  aUi-éogi-aphique ,  an  grand  cercle  poi"  deux  point»  ijonaét 
aignitle  :  Étant  données  Ui  projections  atéréographiguea  de  deux  poinU,  conalridre  ta  projecthtt 
iléréographIqM  d-a  grand  cercle  qui  poste  par  ce»  deux  poinli.  ol  ûe  même  pour  les  qoealioiis 
suivantes.  Tous  cas  prablèmes  doivent  ètFO  résolus  effixtivement  A  l'aide  de  constructions 
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1°  Faire  passer  ungfand  cercle  pai' deux  points  donnés; 

3'  Trouver  la  distance  sphérique  de  deux  points  donnés  ; 

3»  Décrire  le  cercle  qui  a  un  point  donné  comme  pôle  et  qui  passe  par  un 
point  donné;  —  ou  qui  a  un  pôle  en  un  point  donné  et  son  rayon  sphérique 
un  arc  donné  du  cerele  e  ; 

i"  Décrire  le  grand  cercle  lieu  des  points  également  distants  de  deux 
donnés. 

Effectuer  également,  en  projection  sléréographique,  les  dive 
indiquées  à  l'exercice  703. 

97*.  On  donne,  sur  une  sphère  solide,  un  point  V  et  un  point  A  du  grand  cercle  C 
quiapour  pâle  V;  sur  un  plan,  un  cerclée,  de  même  rayon  que  la  sphère  et  un  point 
a  sur  ce  cercle,  et  ou  considère  une  ligure  plane  égale  à  la  projection  slériiogra- 
phique  de  la  sphère  faite  avec  V  comme  point  de  vue,  le  cercle  c  correspondant 
au  grand  cercle  C,  le  point  a  au  point  A.  et  un  sens  donné  sur  c  au  sens  direct  sur 
le  cercle  G  (ïu  du  point  V).  Placer  sur  la  sphère  (A  l'aide  de  constructions  planes  et 
sphériques)  le  point  M  qui  correspond  à  un  point  m  du  plan,  et  inversement. 

975.  Trouver  effectivement  {par  des  constructions  planes  et  sphériques)  les  deux 
inversions  qui  transforment  l'un  dans  l'autre  deux  cercles  donnés  d'une  sphère 
solide.  Ou  déterminera  deux  couples  de  points  homologues  de  chaque  inversion 
ainsi  que  les  cercles  d'inversion  s'ils  existent  et  les  points  oii  celle  sphère  est  cou- 
pée par  la  droite  qui  joint  les  sommets  des  deux  cûnes  qu'on  peut  mener  par  les 
deux  cercles.  Réaliser  également  cette  dernière  construction  en  projection  stéréo- 
graphique. 

916.  Étant  donnés  trois  cercles  sur  uue  sphère,  construire  effecliremeiU là  l'aide 
de  constructions  sphériques  et  de  constructions  planes)  le  cercle  dont  il  est  question 
à  l'exercice  705. 

977.  Réaliser  la  même  construction  en  projection  sléréographique. 

978.  Résoudre,  sur  In  sphère,  l'exercice  113  (PL,  iiv.  Il)  (lieu  du  point  de  contact 
lie  deux  cercles  qui  varient  en  restant  tangents  entre  eux  cl  restant  tangents  chacun 
i  un  cercle  fixe  en  un  point  fixe). 

BT9.  Deux  sphères  tangentes  chacune  à  un  plan  Rxe  en  un  point  fixe,  sont  cons- 
tamment tangentes  entre  elles.  Lieu  du  point  de  contact  (se  ramène  au  précédent, 
ce  point  étant  sur  une  sphère  Qxe). 

930.  Deux  cercles,  tangents  chacun  à  une  droite  fixe  de  l'espace  en  un  point  fixe, 
varient  en  restant  toujours  tangents  entre  eux.  Lieu  du  point  de  contact. 

981.  Si  une  droite  rencontre  la  réciproque  d'une  autre  droite  par  rapport  à  une 
sphère,  inversement,  celle-ci  rencontre  la  réciproque  de  la  première  (669). 

Montrer  que  cette  situation  mutuelle  est  celle  des  droites  A6,  AC,  si  les  cercles  de 
contact  (les  c6nes  circonscrits  à  la  sphère  et  ayant  A,  B,  CI  pour  sommets  sont  tels 
que  le  premier  est  divisé  iiarmoniquement  par  deux  autres. 

982.  Lorsque  le  point  a  varie  sur  la  sphère  A,  le  point  a'  considéré  au  n*  684  bis 
décrit  sur  lil  même  sphère  une  figure  inverse  de  celle  que  décrit  a  {considérer  les 
homothétiques  des  points  b  et  c,  sur  la  sphère  A  et  appliquer  ex.  930  bis  et  n°  689). 

883.  Si  deux  cercles  C,  C  sont  tels  que  par  C  on  puisse  faire  passer  une  sphère 
orthogonale  à  C,  réciproquement,  par  C  on  peut  faire  passer  une  sphère  orthogo- 
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Cas  où,  par  l'un  des  cercles,  on  peut  faire  passeï'  une  iniinité  lie  sphères  orthogo- 
nales à  l'autre. 

Montrer  qu'alors  un  quadrilatère  gauche  ayant  deux  sommets  opposés  sur  Cet 
deuï  sur  C  est  tel  que  le  produit  de  deiix  côtés  opposés  est  égal  au  produit  des  deux 

984.  A  tout  point  P  de  l'espace  correspond  un  point  P',  tel  que,  par  les  points  P 
etP',  il  passe  une  infinité  de  cercles  orthogonaux  en  deux  points  à  un  cercle  donnée. 
Le  point  P'  se  déduit  du  point  P  par  deux  inversions  successiTes  par  rapport  ^ 
deux  sphères  orthogonales  se  coupant  suivant  C. 

985.  Trouver  un  cercle  langent  à  un  cercle  donné  et  coupant  un  anira  cerck^ 
donné  en  deux  points  et  à  angle  droit. 

986.  Deux  cônes  de  révolution  circonscrits  à  une  mênie  spliére  se  coupent  suivant 
deux  courbes  planes  (se  déduit  de  683  par  polaires  réciproques). 

986  bis.  Démontrer  le  même  théorème  à  l'aide  <iu  a'  691  (on  considérera  les 
cercles  de  hases  des  cônes  circonscrits  à  la  sphère  et  ayant  pour  sommets  les  points 
des  courbes  d'intersection  cherchées]. 

087.  Cercle  imaginaire.  Convenons  de  dire  (comparer  e.'jercice  9îl)  qu'où  a  défini 
un  cercle  imaginaire  lorsqu'on  s'est  donné  deux  sphères  (ou  un  plan  et  une  sphère) 
sans  point  réel  conimun('),  avec  cette  clause  qu'il  est  indifférent  de  remplacer  les 
sphères  en  question  par  deux  quelconques  des  sphères  S  qui  ont,  avec  les  premières, 
même  plan  radical  P,  ce  plan  étant  dit  leplan  du  cercle  et  le  point  où  il  perce  la 
ligne  des  centres  des  sphères  S,  le  centre  de  ce  cercle.  En  particulier,  cette  clause 
permet  de  déflnir  le  cercle  par  le  plan  P  et  un  point  s,  à  savoir  l'un,  des  points 
limites  de  la  série  des  sphères  S  :  ou  encore  par  deux  points  (les  deux  points  limites). 
L'une  quelconque  des  sphères  S  sera  dite  passer  par  te  cercle  imaginaire. 

La  puisiance  d'un  point  m  du  plan  P  par  rapport  au  cercle,  sera  la  puissance  de 
ce  point  par  rapport  à  une  sphère  S,  autrement  dit  mP.  IPaxe  radical  de  deu.v 
cercles  (réels  ou  imaginaires)  d'un  même  plan  sera  le  lieu  des  points  qui  ont  même 
puissance  par  rapport  à  ces  deux  cercles.  Un  cercle  réel  du  plan  P  sera  dit  orthogo- 
.  nal  au  cercle  imaginaire,  s'il  est  grand  cercle  d'une  sphère  ortliogonale  à  toutes  les 
S,  PluB  généralement,  un  cercle  situé  sur  une  des  S  est  dit  orthogonal  au  cercle 
imaginaire  ai,  par  lui,  on  peut  faire  passer  une  sphère  orthogonale  à  toutes  les  S. 
Une  sphère  orthogonale  à  toutes  les  S  est  d'ailleurs  dite  orthogonale  au  cercle  ima- 
ginaire. La  polaire  d'un  point  rn,  du  plan  P  par  rapport  au  cercle  est  la  droite 
homolhétique,  avec  m  comme  centre  et  2  comme  rapport  d'homothétle,  de  l'axe 
radical  du  point  m  et  du  cercle.  Deux  points  sont  corijugués  par  rapport  à  un  cercle 
imaginaire,  si  la  polaire  du  premier  passe  par  le  second.  Deux  points  du  plan  P  sont 
dits  inverses  par  rapport  au  cercle  imaginaire,  si  toute  circonférence  passant  par 
ces  points  coupe  ce  cercle  à  ai^le  droit. 

L'inverse  d'un  cercle  imaginaire,  par  rapport  à  un  pôle  et  à  une  puissance  donnés 
quelconques,  est  le  cercle  imaginaire  que  l'on  obtient  en  remplaçant  les  sphères  S 
par  leurs  inverses  relativement  à  ce  pôle  et  à  cette  puissance. 

Dans  ces  conditions,  on  propose  d'étendre  aux  cercles  imaginaires  un  certain 
nombre  de  propriétés  des  cercles  réels,  telles  que  les  suivantes  ; 
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La  puissance  d'un  point  d'un  plan  par  rapport  à  un  cercle  de  ce  plan  a  une 
différence  constante  aveu  le  carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre  du  cercle. 

Deiii  points  a,  b,  conjugués  par  rapport  à  un  cercle  imaginaire,  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  imaginaires  conjugués  [exercice  922)  ob 
ce  cercle  est  rencontré  par  la  droite  aft. 

Deux  pointe  inverses  pai'  rapport  à  un  cercle  imaginaire  dérivent  l'un  de  l'autre 
par  une  inversion  ayant  pourpôlele  centre  de  ce  cercle. 

Las  axes  radicaux  lie  trois  cercles  pris  deux  à.  deux  sont  concourants. 

Dans  un  plan,  les  cercles  orthogonaux  à  deux  cercles  fixes  ont  les  mêmes  points 
communs  (poinls  limiles).    . 

A  deux  cercles  orthogonaux  (')  d'une  sphère  correspondent  par  inversion  deux 
cercles  orthogonaux. 

Si  deux  cercles  d'une  sphère  sont  orlhogonaux(i),  leursplans  sont  conjugués  par 
rapport  k  la  sphère. 

Tout  cercle  d'une  sphère  qui  coupe  à  angle  droit  deux  cercles  fixes,  coup©  à.  angle 
droit  une  infinité  d'autres  cercles  fixes. 

988.  Un  cercle  iniaginaire  étant  défini  par  son  plan  P  et  un  point  extérieur  s  (con- 
sidéré comme  sphère  de  rayon  nul],  montrer  que,  si  un  point  du  planPest  conjugué 
d'un  autre  par  rapport  au  cercle,  réciproquement  celui-ci  est  conjugué  du  premier. 
Montrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  points  a,  b  du  plan 
P  soient  conjugués  par  rapport  au  cerole,  est  que  sa  et  sb  soient  rectangulaires. 

La  polaire  du  point  a  par  rapport  au  cercle  n'est  autre  que  la  droite  suivant 
laquelle  le  plan  P  est  coupé  par  le  plan  perpendiculaire  à  sa  et  mené  par  j. 
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CHAPITRE     IV 
AIRES  DES    POUYGONES   SPHËRIQUES 


692.  Nous  supposerons,  daas  le  présent  chapUre,  que  l'on  a  pris 
pour  unité  d'angle,  l'angle  droit  et,  pour  unité  d'aire,  l'aire  du 
triangle  sphérique  trireclangle  tracé  sur  la  sphère  donnée.  La  sur- 
face de  cette  sphère  a  alors  pour  mesure  le  nombre  8,  car  elle  peut 
évidemment  être  décomposée  en  8  triangles  trirectangles. 

Si  le  rajon  de  cette  sphère  ou  l'unité  de  longueur  n'ont  pas  été  choisis 
d'une  façon  particulière  (eierc.  990),  celte  hypothèse  ne  sera  pas  d'accord 
avec  la  eonvetilion  générale  formulée  ou  n"  24i  (et  rappelée  au  u"  397). 

11  faudra  donc,  pour  revenir  au  cas  où  les  unités  seront  prises  conformé- 
ment à  ces  conventions  générales  (exerc.  989)  appliquer  Jes  règles  connues 
du  changement  d'unités(i). 

693.  Ce  choix  d'unités  une  fois  fait,  nous  allons  commencer  par 
évaluer  l'aire  du  fuseau  sphérique. 

On  nomme  fuseau  sphérique  la  portion  de  sphère  comprise  entre 
deux  demi-grands  cercles  limités  à  leurs  points  communs  :  autre- 
ment dit  la  section  de  la  sphère  par  un  dièdre  ayant  pour  arête  un 
diamètre  ;  l'angle  de  ces  deux  demi-grands  cercles  est  Vangle  du 
fuseau  {(ig.  562}.  Cela  posé,  on  a  le 


¥m.  SS3, 

Théorème.  —  Deux  fuseaux  sont  entre  eux  comme  leurs  angles. 


y  Google 


AIIŒS  DES   POLYGONES  SPllÉBIQUES-  3S1) 

Eu  effet: 

1°  Deux  fuseaux  de  même  angle  sont  égaux:  car  ils  coïncideront 
lorsqu'on  fera  coïncider  les  dièdres  correspondants; 

2°  Le  fuseau  G  qui  a  pour  angle  la  somme  des  angles  de  deux  fuseaux 
A,  B,  a  pour  aire  la  somme  des  aires  de  A  et  de  B.  C'est  ce  qui  est 
évident  {fig.  562)  si  on  rend  adjacents  {')  les  deux  fuseaux,  ce  qu'on 
a  le  droit  de  faire  eu  vertu  de  i". 

Des  deux  remarques  précédentes  résulte,  comme  nous  savons,  !<■ 
théorème  que  nous  voulions  démontrer. 

Corollaire,  —  L'aire  d'un  fuseau  a  jjour  mesure  le  double  de  son 
angle  (dans  notre  système  actuel  d'unitfe]. 

Car  le  fuseau  dont  l'angle  est  droit  se  compose(/'(ï.  563)dedeux 
triangles  trirectangles  :  son  aire  est  donc  mesurée  par  le  nombre  2. 
La  mesure  d'un  fuseau  quelconque  sera  donc  égale  h  2  multiplié  par 
le  rapport  de  son  angle  k  l'angle  droit  (théorème  précédent), 
c'est-à-dire  par  la  mesure  de  l'angle  dans  notre  système  actuel 
d'unités. 

694.  Pour  déduire  de  \K  la  mesure  d'un  triangle  spiiériqne  quel- 
conque, nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant. 

.    Lemme.  —  Deux  triangles  spkériques  symétriques  l'un  de  Caulre 
sont  équivalents. 

i"  Cas  des  triangles  isoscèles.  Deux  triangles  sphériques  isoscèies 
symétriques  sont  aussi  égaux  (476)  et,  par  conséquent,  équiva- 
lents. 
■  2"  Cas  général.  Soient  ABC  un  triangle  sphérique,  A'B'C  son  symé- 
trique. Soit  0  l'un  des  pôles  du  cercle  circonscrit  à  ABC  et  suppo- 
sons, pour  flxer  les  idées,  ce  point  intérieur  au  triangle  {fig.  S64): 
alors  ce  dernier  sera  décomposé  en  trois  triangles  isoscèles  OBC,  OCA, 
OAB.  Le  triangle  A'B'C  est  alors  évidemment  la  somme  de  trois 
triangles  isoscèles  respectivement  égaux  aux  premiers  et,  par 
conséquent,  le    théorème   est  démontré. 

Si  le  point  0  n'était  pas  intérieur  au  triangle,  si,  par  exemple,  la 
disposition  était  (')  colle  de  la  fig.  563,  le  triangle  ABC  serait  ia 
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somme  de  deux  triangles  isoscèlcs  OBC,  0C.\  diminuée  du  triangle 


isoscèle  OAB  et  le  triangle  A'Iî'C  serait  aub&i  la  scimnie  de  deux  trian- 
gles isoscèles  diminuée  d'un  iroisième,  ces 
trois  triangles  étant  respect! vemeat  égaux 
aux  premiers  :  de  sorte  que  la  conclusion 
serait  la  même. 

695.  Théorème.  —  L'aire  d'vn  triangle 
spitérique  a  pour  mesure  l'excès  de  la 
somme  de  ses  angles  sur  deux  droits. 

Soient  ABC  le  triangle  sphérique  consi- 
déré ;  A',  B',  C  {fig.  566)  les  points  diamé- 
tralement opposés  à  A,  B,  C.  Le  fuseau 


,dont  l'angle  est  l'angle  A  du  triangle  se  compose  du  triangle  ABC 
ajouté  au  triangle  BCA'  :  soit 


lus.   A  =   tr.   ABC   +  tr.    BCA' 

De  même    fus.     lï  =    tr.   ABC    -f     tr.    ACB' 

fus.    C    =    tr.   ABC   +    tr.   ABC. 

Mais,  dans  celle  dernière  égalité,  le  triangle  ABC  peol  Cire  rem- 
placé par  son  équivalent  A'B''C  (lemme  précéd.).  En  ajoutant  alors 
ces  trois  égalités,  et  remarquant  que  la  somme  des  triangles  ABC, 
BCA',  CAB',  A'B'C  n'est  autre  que  l'un  des  deux  hémisphères  déter- 


mamo  hétntaphère 


|8  triangle,  sans  quoi  il  eufRrail  de  r( 

ioU  lu  position  du  pats  par  rapport  au  trianf^U 


paiBi 


r  le  pSle  t 
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minés  par  le  grand  cercle  AB  et  a,  par  coiisé(|uent,  pour  mesure  4, 
il  vient 


fus.  A  +  fus.  B  +  fus.  C  =  2  tr.  ABC  +  4, 
DU,  puisque  (693)  fus.  A  =  2A,  fus.  B  =-2B',  fus.  C  =  20, 


Ir,  ABC  =  A  +  B  - 


C- 


CoroUaire.  —  Un  polygone  sphérique  de  n  côtés  a  pom 
l'excès  de  la  somme  de  ses  angles  sur  2n  —  4  droits, 
comme  on  le  voit  (comparer  PI,,  44  bis)  en  déeom- 
posanÈ  ce  polygone  en  triangles  par  des  diagonales 
(fis.  567). 

On  donne  le  nom  d'excès  sphénque  d'un  poly- 
gone sphérique  à  l'excès  de  la  somme  des  angles 
sur  2n  —  4  droits,  de  sorte  qu'im  polygone  sphé- 
rique  a  pour  mesure    (par   rapport  au    système   d'unités    adopté 
dans  ce  chapitre)  son  excès  sphérique. 

696.  Théorème. — Le  troisième  sommet  d'un  triangle  sphérique  dont 

les  deux  preraiers  sommets  sont  donnés,  ainsi  que  la  différence  entre 

Vangle  au  sommet  variable  et  la  somme  des  angles 

^  aux  sommets  fixes,  est  sur  l'un  ou  l'autre   de  deux 

arcs  de  cercles  fixes. 

Soient  B,  C  les   sommets  donnés,  A  le  sommet 
variable    :    nous    supposons    donnée    la    quantité 
B  +  C— A.  Soit  encore  0  {fy.  568)  l'un  des  pôles 
Fie.  aijs.  du  cercle  circonscrit  au  triangle  :  je  vais  démontrer 

que  le  point  0  est  fixe. 
Pour  présenter  un  raisonnement  tout  à  fait  général,  nous  consi- 
dérerons les  angles  comme  positifs  ou  comme  négatifs,    suivant 
qu'ils  seront  de  sens  direct  ou  de  sens  rétrograde. 

Le  triangle  OBC  étant  isoseèle,  les  arcs  de  grands  cercles  OB  et  OC 
feront  avec  BG  des  angles  égaux,  mais  de  signes  contraires.  Soil  k  le 
premier  de  ces  deux  angles  :  par  conséquent 


=  CBO  --.  —  BCO, 
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soient  de  même 

p  ='ACO  —  —CAO 

1  ='iîÂÔ=  —  ABO". 

Si  la  disposition  du  triangle  est  telle  que  l'angle  BAC  soit  direct  ('), 
on  a  alors,  à  uu  multiple  près  de  la  circonférence  (^), 


A=p  +  ï 

B  =  Y  +. 

C=.+|i 

il  par  conséquent 

G+C— î= 

)U   encore 

B  +  C-î 

(l'égalité  n'ayant  lieu  cette  fois  qu'a  un  multiple  prÈs  de  la  demi- 
circonférence)  :  ceci  donne  a  et  t'ait  conoaitre,  par  conséquent,  la 
position  du  point  0-  En  donnant  à  a  deux  \aleurs  différant  d'une 
demi-circonrérence,  on  a,  pour  ce  point,  deux  positions  diamétrale- 
ment opposées,  qui  sont  les  deux  pôles  d'un  même  cercle. 

On  obtiendrait  au  contraire  un  cercle  différent  en  faisant,  sur  la 
disposition  du  triangle,  l'hypotbèse  inverse  de  celle  que  nous  avons 
faite  tout  à  l'heure;  ou  encore,  en  changeant  le  signe  de  la  difle- 
rence  B  +C  --  A. 

697.  Théorème  de  LexelL  —  Lorsqu'on  donne  l'aire  d'un  triangle 
sphérique  et  deux  sommets,  le  Ueti  du  troisième  sommet  se  compose  dé 
deux  petits  cercles  passant  par  les  points  diamétralement  opposés  aux 
sommets  connus. 

Soient  encore  {fig.  566)  C  le  sommet  variable  ;  A,  B,  les  sommets 
connus;  A',  B'  les  points  diamétralement  opposés  à  A,  B.  On  connaît 
la  somme  A  -|-  B  -|-  C  des  angles  du  triangle  ABC.  Mais  les  angles 

(compté  an  grandeur  et  aÎBno)  BAC;  dans  l'hjpothôsa  contraire,  on  anrBit  A  =  —  B  A  C  = 
-(S  + y);  B=-CBA  = -(!  +  >.];  C=-  ACa=  -(,  +  p). 
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CA'B'  et  CB'A'  du  triangle  AB'C  sont  respeclivement  égaux  à  CAD', 

CBA  ,  c'est-à-dire  aux  suppléments  de  A  et  de  B.  Donc,  la  somme 

A  +  B  -|-  C  peut  s'écrire  C  +  2  —  CA'B'  —  dB'A'.  Par  conséquent, 

on  connaît  la  quantité  CA'B'  +  CB'V  —  C  et  le  lieu  du  point  C  se 
compose  de  deux  petits  cercles  passant  par  A'  et  B'. 


EXERCICES 


en  niéli'es  cari'és)  l'aire  du  Iriaugld  sphériqiie  dont  les  angies  se 
triangle  étant  tracé  sui'  la  sphère  iJe  10"  de  rayon. 


991.  Déduire  le  tiiéoréme  lieLexell  de  l'exercice  706. 

99î.  A,  B,  C  étant  trois  points  de  la  aphére,  quel  esl  le  lieu  des  points  M  tels  que 
les  triangles  sphédques  MAB,  MAC,  sapjmsés  ((e  même  disposition,  soient  équiva- 
lents entre  eux? 

993.  Partager  un  triangle  en  2''  parties  équivalentes  par  des  grands  cercles  issus 
d'un  sommet  A,  ou  d'un  point  quelconque  situé  sur  un  cAté. 

Dans  le  premier  cas,  si  l'on  prend  le  point  diamétralement  opposé  au  sommet 
donné  A  pour  centre  d'une  projection  siéréographique,  la  projection  du  eûté  opposé 
à  A  est  divisée  par  les  projections  des  sommets  des  triangles  partiels  en  arcs  égaux. 

991.  Trouver,  à  l'intérieur  d'un  triangle  sphérique,  un  point  tel  que  les  grands 
cercles  qui  le  joignent  aux  trois  sommets  divisent  l'aire  du  triangle  en  trois  parties 
dont  deux  soient  équivalentes,  et  la  troisième  double  des  premières. 


de  grands  cercles  q 
X  un  angle  donné. 


990.  Si,  l'unité  d'aire  étant  l'aire  du  triangle  sphérique  trirectangle,  rfn  prend 
pour  unité  d'arc  le  quadrant  de  grand  cercle,  l'aire  de  tout  polygone  sphérique  a 
pour  mesure  la  difîérence  entre  i  et  le  périmètre  du  polygone  polaire  du  premier. 

907.  Construire  un  triangle  sphérique  : 
Connaissant  un  angle,  une  hauteur  et  l'aire; 
Connaissant  un  côté,  une  hauteur  et  l'aire. 

de  l'aire  d'un  triangle  dans  lequel  on  connaît  un  côté  ou 

rcespondante. 
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998.  Construire  un  triangle  sphérique  isoscèle  donl  on  doniio  le  côté  et  l'aire. 

Construire  un  triangle  sphériqueisoscèle  ûe  côté  donné  ayant  l'aire  la  plus  grande 
p06sil)le. 

909.  Moairer  que  les  arcs  de  graiiiJs  cercles  issus  des  sommets  d'un  triangle  apiié- 
rique  ABC  et  dont  chacun  partage  l'aire  du  triangle  en  deux  parties  équivalentes, 
ne  sont  autre  que  les  arcs  Ajj,  Bj,  D-  considérés  à  l'exercice  970  [les  cercles  donnés 
étant  les  eûtes  du  triangle). 

1000,  Calculer  l'aire  d'une  portion  de  sphère  limitée  par  des  cercles  quelconques. 

(On  commencera  par  mesurer  la  partie  d'un  fuseau  spliérique  comprise  dans  une 
calotte  quelconque  ayant  pour  pôles  les  sommets  du  fuseau.  On  en  déduira  la  mesure 
de  la  portion  de  splière  comprise  entre  un  arc  de  grand  cercle  ef  un  arc  de  petit 
cercle  ayant  mêraes  extrémités.  Puis  on  raisonnera  comme  à  IM.  263). 
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CHAPITRE    V 
THÉORÈME   D'EULER.  POLYÈDRES   RÉGULIERS 


698.  Nous  considérerons  exclusivement,  dans  ce  chapitre,  des 
polyèdres  satisfaisant  aux  conditions  indiquées  page  60,  notes  1  ot2, 
à  savoir  : 

Leur  surface-limite  sera  d'un  seul  morceau. 

Il  n'arrivera  jamais  qu'une  arête  soit  commune  à  plus  de  deux 
faces,  ni  qu'un  sommet  soit  commun  à  plusieurs  angles  polyèdres 
formés  avec  les  faces  du  solide. 

De  plus,  chaque  face  aura  elle-même  son  contour  d'un  seul  tenan  t, 
comme  il  a  été  expliqué  au  n°  21  (PL,  liv.  I).  Cette  condition  est 
distincte  de  celle  que  nous  avons  donnée  en  premier  lieu.  Par 
exemple,  si  l'on  considère  l'aire  plane  ombrée  sur  la  jir).  569  comme 


la  base  d'un  prisme,  ce  prisme  sera  un  polyèdre  satisfaisant  à  l'iinc 
des  deux  conditions  et  ne  satisfaisant  pas  à  l'autre. 

Il  n'arrivera  jamais  non  plus,  nous  le  supposons,  qu'un  sommet 
soit  l'extrémité  commune  de  plus  de  deux  arêtes  appartenant  à  la 
même  face.  Par  exemple,  une  face  ne  pourra  jamais  avoir  la  forme 
du  polygone  représenté  figure  570. 

699.  Lorsqu'on  supprime  une  ou  plusieurs  faces  d'un  polyèdre,  la 
surface  restante,  que  nous  supposerons  être  encore  d'un  seul  tenant, 
n'est  plus  fermée;  elle  possède  (outre  des  arêtes  dont  chacune  est 
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commune  k  deux  faces),  des  arèles  libres,  c'est-à-dire  qui  n'appar- 
tiennent plus  qu'à  une  seule  face.  Ces  dernières  forment  le  contour 
ou  bord  de  la  surface  polyédrale  ouverte  considérée. 
Joignons  entre  eux  deux  points  du  bord  d'une  surface  ouverte 
I  non)  par  un  chemin  situé  sur  la  surface  et  qui  ne  se 
coupera  lui-même  en  aucun  point.  Si  nous  fen- 
dons la  surface  suivant  la  ligne  ainsi  considérée, 
nous  aurons  pratiqué  une  section  de  la  surface. 
Si,  par  exemple,  la  surface  est  poljédrale,  et 
le  chemin  formé  d'arêtes  du  polyèdre,  il  est  bien 
entendu  qu'à  partir  du  moment  où  la  section  sera 
pratiquée,  deux  faces  (F,  F',  fg.  571)  séparées  par 
une  arête  appartenant  à  la  section  ne  devront  plus 
être  considérées  comme  contiguës;  l'arôte  en  question  (AB,  fig.  571) 
devra  être  considérée  comme  faisant  partie  désormais  du  bord  de 
la  surface,  et  cela  à  double  titre,  à  savoir  comme  côté  de  F,  et 
comme  côté  de  F'. 

700.  Deux  surfaces  A,  A'  sont  dites  avoir  la  même  connexion  si  on 
peut  les  faire  correspondre  point  par  point,  le  contour  de  l'une  cor- 
respondant au  contour  de  l'autre,  de  manière  :  1°  qu'à  chaque  point 
de  A  corresponde  un  point  et  un  seul  de  A'  et  inversement  ;  2°  qu'à 
une  figure  (ligne  ou  région)  d'un  seul  tenant  prise  sur  A  corresponde 
toujours  une  figure  d'un  seul  tenant  sur  A',  et  inversement. 

C'est,  en  particulier,  ce  qui  arrive  si  l'une  des  surfaces  résulte  de 
l'autre  par  une  déformation  continue  dans  laquelle  il  n'y  a,  à  aucun 
moment,  ni  déchirure,  ni  soudage  de  parties  séparées  aupara- 
vant ('). 

Si  une  aire  A  a  pour  perspective  sur  un  plan  une  aire  A'  limitée 
en  tout  sens  (de  sorte  qu'aucun  point  de  A  n'ait  sa  perspective  à 
l'infini)  et  si  chaque  projetante  n"a  qu'un  point  commun  avec  A,  ies 
aires  A  et  A'  ont  môme  connexion;  bien  entendu,  il  n'en  serait  plus 
nécessairement  de  même  si  les  projetantes  avaient  plus  d'un  point 
commun  avec  A. 

Au  contraire,  un  triangle  quelconque  et  l'aire  représentée  fig.  569 
n'ont  assurément  pas  la  même  connexion  puisque,  sans  cela,  les 
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deux  bords  devraient  ae  corrûspondro,  au  lieu  que  ['un  esld'unsoul 
tenant,  l'autre  non. 

701.  Deux  aires  A  et  A',  de  même  connexion,  étaut  considérées, 
si  l'on  pratique  dans  A  une  section  s  qui  la  morcelé,  c'est-à-dire  la 
divise  en  deux  parties  séparées  A;,  Aj,  ii  est  clair  que  la  section  s' 
qui,  dans  A',  correspond  à  s,  divisera  A'  en  deux  parties  A',,  A'^ 
{celles  qui  correspondent  respectivement  k  A,,  Aj). 

702.  Nous  nommerons  aiie  amplement  connexe  toute  portion  do 
plan  dont  le  contour  est  d'un  seul  tenant  (et  telle  que  deux  portions  non 
consécutives  de  ce  contour  n'aient  jamais  de  point  commun  ['},  OU  toute 
aire  ayant  même  connexion  qu  une  telle  portion  de  plan  (^). 

Une  aire  plane  simplement  connexe  fA  /i^.S72)  est  évidemment 
divisée  par  une  section  quelconque  tn  deux  aires  planes  A.,,  Aj  de 
même  nature.  Donc  (701)  toute  au'e  simplement  connexe  est  morcelée  {^) 
par  une  section  quelconque  et  les  deux  morceaux  sont  eux^nêmes 
simplement  connexes. 


6ÎD 


703.  Fn  enlevant  une  face  F  d'un  polyèdre  convexe  P,  on  obtient 
toujours  une  aire  A  simplement  connexe. 

Soit,  en  effet,  0  un  point  situé,  par  rapport  à  F,  du  cùté  où  n'est 
pas  le  polyèdre,  mais  situé,  au  contraire,  du  même  côté  que  P,  par 
rapport  à  chacune  des  faces  qui  composent  l'aire  A  (ce  qui  arrivera 
nécessairement  si  0  est  suffisamment  voisin  de  la  face  F).  La  per- 
spective de  A  sur  le  plan  de  F  {fig.  573)  n'est  autre  que  F  elle-même 
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et  un  point  M' intérieur  à  celle-ci  est  la  projection  d'un  point  wi?i(7L((î  (^) 
M  do  A.  Le  théorème  est  donc  démontré  {700). 

704.  Lorsqu'un  polyèdre  est  tel  qu'en  en  suppumant  une  face  [^) 
on  obtienne  une  aire  simplement  connexe,  ce  poljedre  est  dit  d' 
genre  zéro.  Un  polyèdre  convexe  est  donc  nécessairement  de  geme 
zéro.  Cette  propriété  appartient  d'ailleurs  à  beaucoup  dpspei  es  de 
polyèdres  concaves  (exemple  :  les  prismes  à  base  concave),  maïsnon 
pas  à  tous. 

■  Prenons,  par  exemple,  trois  surfaces  prismatiques  P,  P',  P"  à  arêtes 
horizontales  (mais  n'ayant  aucune  face  latérale  horizontale)  se  déduisant 
l'une  de  l'autre  par  des  rotations  de  =-  de  droit  autour  d'unaxe  vertical  qui 

leur  est  extérieur.  En  limilant  ces  prismes  à  leurs  intersections  mutuelles, 
leur  ensemble  forme  un  solide  S  qui  est  représenté  par  ses  projections  sur 
la  figure  574,  et  par  le  dessin  de  la  figure  S'74  bis.  Si  de  ce  solide  on 
enlevé  ime  face,  par  exemple  obdc,  a'b'd'e'  (fig.  aT4,  ou  ABDE,  fig,  fi7i  bis) 


f' 


il  reste  une  aire  polyédrale  qui  n'est  pas    simplement  connexe, 
opérant  la  section  ACB  {jig.  !i74  bis]  ou  lou te  section  par  un  demi-plai 


{1)U  point  o 

comme  élaat  ilii  i 
plan  de  toute  tai 
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par  l'axe  et  rencoiitraiit  ie  hord,  on  ne  morcelé  pas  la  surface  :  il  en  est 
de  même  pour  la  section  AGD  {fy.^7i  Us).  Tout  polyèdre  ayant  une  forme 


annulaire  analogue  à  celle  de  S  présenterait  une  propriété  semblable. 
Si,  enfui,  on  adjoint,  au  polyèdre  S  son  symétrique  par  rapport  à  une  de 
ses  faces  les  pins  éloignées  de  l'axe,  on  obtient  un  solide  S  (fig.  573, 
aiSÈis),  dans  lequel  on  peut  faire  à  Ja  fois  (après  l'enlèvement  d'uae  des 
faces)  quatre  sections  dilFérentes  sans  morceler  ia  surface. 

705,  Tii-éorème  d'Eulet:  —  Bans  tout  polyèdre  du  genre  zéro  [et, 
par  conséquent,  dans  tout  polyèdre  convexe),  le  nombre  des  faces , 
augmenta  de  celui  des  sommets,  donne  le  nombre  des  arêtes  phis  deux. 

Si,  d'un  polyèdre  quelconque,  nous  enlevons  une  face,  il  reste  une 
surface  polyédrale  ouverte  qui  a  autant  de  sommets  et  d'arêtes  que 
le  polyèdre  primitif,  mais  une  face  de  moins. 

Tout  revient  donc  à  démontrer  que  si  une  surface  polyédrale 
ouverte  et  simplement  connexe  a  F  faces,  S  sommets,  et  A  arêtes, 
on  a 

P+S  =  A+J. 

Le  théorème  est  évident  pour  F  =1,  car  alors  la  surface  se  réduit 
à  un  polygone  plan,  pour  lequel  on  a  S  :=:  A..  Nous  allons,  dès  lors, 
supposer  la  démonstration  faite  pour  toutes  les  surfaces  polyédrales 
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de  moins  de  F  faces  et  nous  uons  proposerons  de  la  donner  pour 
une  surface  à,  F  faces. 

A  cet  effet,  joignons  deux  points  du  bord  de  cette  surface  par 
un  chemin  distinct  du  bord,  composé  d'arêtes  de  la  surface  et  ne 
se  coupant  lui-même  en  aucun  point  ('),  et  sectionnons  suivant  ce 
chemin.  La  surface  sera(n°précéd.)  divisée  en  deux  morceaux  simple- 
ment connexes,  ayant  l'un  F,  faces,  Si  sommets  et  A,  arêtes,  l'autre 
Fj  faces,  Sj  sommets  et  Â^  arêtes.  Les  nombres  F,,  F^  étant  inférieurs 
à  F,  nous  avons  le  droit  d'écrire 


(131  ^   F.  +S,  =  A,  +  1, 

^^^^  '    F,  +S,=  A,+1. 

Mais,  si  ).  est  le  nombre  des  eûtes  de  la  sectiou  et,  par  conséquent, 
i  -f  ^  's  nombre  de  ses  sommets,  on  a 

Aj  +  A,  =  A  +  ). 

S,  +  S,  =  S  +  X  +  ■! , 

car,  lorsqu'on  compte  le  nombre  des  arêtes  ou  des  sommels  de 
chaque  morceau  et  que  l'on  fait  la  somme,  chaque  arête  ou  sommet 
n'appartenant  pas  à  la  section  figure  une  fois  ;  chaque  arête  ou 
sommet  appartenant  à  la  section,  deux  fois.  Comme  on  a  d'ailleurs 
F,  +  Fj  =:  F,  il  vient,  en  ajoutant  les  deux  équations  (  13), 

F4-S  +  )>  +  1  =  A+X+2, 

relation  équivalente  à  celle  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

706.  Soit  une  surface  polyédrale  ouverte  S  qui  n'est  pas  simplement 
connexe(^)  et  soit  pratiquée  une  section  {que  nous  sup- 
poserons, pour  sinipliBer,  composée  d'arêtes)  ne  mor- 
celant pas  la  surface.  Si  ceile-ci  n'est  pas  devenue  sim- 
plement connexe,  sectionnons-la  à  son  tour  :  la  section 
pourra  d'ailleurs  avoir  ses  extrémités  soit  sur  le  bord 
primitif,  soit  sur  le  nouveau  bord  (c'est-à-dire  sur  la 

(])0n  83i  assuré  de  trouver 


hord 

.  Comme  telle,  la  face  P  aura  dos 

qns  le  tbéorèma  est  démontré).  Le 
lonc  des  parties  libres  et  des  parties 
.■nières  (ABC,  fiS-   570)  donnera  un 
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section  ûpéi'ée  eu  preiuiei')  :  jiolis  supposerons  eiicoi'e  qu'elle  est  composée 
d'arêtes  et  que  la  surface  n'est  pas  morcelée.  Continuant  de  môine, 
admettons  qu'au  bout  de  n  sections  successives,  la  surface  soit  rendue 
simplement  connexe  sans  âtre  morcelée.  Alors  le  nombre  !i+  1  (lequel 
peul,  jusqu'à  preuve  dw  conlraire,  dépendre  de  la  manière  dont  on  a  opéré 
les  sections)  est  dit  l'ordre  de  connexion  de  la  surface  primitive  S. 

Je  dis  que  si  F,  S,  A  désignent  encore  le  nombre  des  faces,  le  nombre 
des  sommets  et  le  nombre  des  arêtes  de  S,  on  a 

(U)  F  +  S  =  A  +  1  —  n. 

Eu  effet,  soit  l  le  nombre  des  côtés  de  la  première  section.  Une  fois 
celle-ci  pratiquée,  cbacuu  de  ces  côlés  compte  deux  fois  comme  arCtes  de 
la  surface,  et  il  en  est  de  même  pour  les  sommets  de  !a  section  ;  de  sorte 
que,  comme, tout  àl'beure,  le  nombre  A  augmente  de  X  unités,  ienombre 
S,  de  X  +  t.  Donc  la  quantité  F  +  S  —  A  augmente  d'une  unité.  Les 
mêmes  circonstances  se  produisent  à  cbaque  section  nouvelle,  le  nombre 
F  +  S  —  A  augmente  de  n  unités  en  tout.  Or  il  devient  rinalemenl  égal 
il,  puisque  l'on  arrive  à  une  aire  d'un  seul  tenant  et  simplement  connexe. 
Donc,  ce  nombre  était  toutd'abordégal  à  1  —  w. 

Exemples.  —  lîn  enlevant  une  face  du  polyèdre  S  (n°  704)  on  a  une  sur- 
face triplement  conuese  (n  =  2),  laquelle  a  8  faces,  18  arêtes  et  9  sommets. 

En  opérant  de  même  avec  le  polyèdre  S  du  même  numéro,  on  a  une 
surface  pourlaquelle  n  =^  4,  F  =  15,  A  =  33,  S  ^14. 

On  voit  que  le  lliéorème  d'Euler  îie  s'appliqjte  pas  k  des  polyèdres  tels 
que  S  et  S. 

Corollaire. —  Le  nomfti'enesi  {contrairement  à  ce  que  l'on  pouvait  penser 
au  premier  abord)  indépendant  de   la  marche 
suivie  dmis  le  necHonnement.  Car  il  est  donné 
par    l'égalité    (14),  dans  laquelle  F,  S,  A    ne 
dépendent  que  de  la  surface  donnée. 

707.  Angles  polyèdres  ré^aliers. 

—  On  nomme  angle  polyèdre  régulier 
un  angle  polyèdre  convexe  ('),  S.  ABCDE 
[fy.  377),  dont  toutes  les  faces  sont  égales 
et  tons  les  dièdres  sont  égaux. 

On  nomme  polygone  spkérique  régulier  un  'x 

polygone  sphérique  convexe  dont  tous  les  fig.  5-7. 

côtés  sont  égaux  et  tous  les  angles  égaux. 

Il  est  clair  (471)  qu'à  vin  angle  polyèdre  régulier  dont  le  sommet  est 
au  centre  d'une  sphère  correspond  sur  celle-ci  un  polygone  sphé- 
rique régulier,  et  inversement. 

(1)  Il  esUte  dos  anglsa  poljùJrcs  râiçiilim  étoilos  anabguES  a-^i  polygones  nJjçuHBrB  itoilis. 
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Dans  un  angle  polyèdre  régulier  SABCDE,  les  trièdres  S.\BC,  SBCD, 
SCI)E...  sont  égaux,  comme  ayant  un  dièdre  égal  compris  faces  égales 
chacune  à  chacune,  avec  la  même  disposition  (371). 

Or  ji  existe  une  rotation  qui  amène  l'aréLe  SA.  sur  SB  et  l'apèLe  SB  sur 
se  (puisque  ASB  =  BSC).  Le  trièdre  SABC  prend  alors  la  position  SBCD 
(380,  Rem.)  :  donc,  SC  vient  sur  SD.  De  même  SD  vient  sur  SE  ;  etc. 
Donc,  il  existe  vne  rotation  gui  transforme  l'angle  polyèdre  régulier  en 
lui-même,  chaque  face  prenant  la  place  de  la  suivante.  Plus  générale- 
ment, il  existe  une  rotation  transformant  l'angle  polyèdre  régulier-  en 
luir-même,  chaque  face  prenant  la  place  de  celle  qui  lui  est  postérieure  de 
p  rangs:  il  suffit  évidemment  de  répéter  p  fois  la  rotation  précé- 
dente. 

Laxe  de  cette  rotation  fait  évidemment  des  angles  égaux  avec 
toutes  les  arêtes  :  il  est  l'axe  d'un  cône  de  révolution  circonscrit  à 
l'angle  polyèdre. 

Par  conséquent,  aussi,  un  polygone  spkérique  régulier  est  inscrip- 
tible  à  xin  cercle,  que  ses  sommets  divisent  évidemment  en  parties 
égales  (')  :  h.  savoir  le  parallèle  décrit  par  l'un  de  ces  sommets  dans 
sa  révolution  autour  de  ^x.  Autrement  dit,  si  sur  les  arêtes  de  l'angle 
polyèdre  régulier  SABCDE,  on  prend  les  longueurs  égales  SA  = 
SB  =  SC  =  SD  =  SE,  les  extrémités  de  ces  lon- 
gueurs sont  les  sommets  d'un  polygone  régulier 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  h.%x  et  le  centre  o 
sur  Sx  :  on  a  donc  formé  ainsi  une  pyramide  régu- 
lière. 

La  droite  So  est  évidemment  intérieure  k  l'angle 

•s  polyèdre  :  prolongée  au  delà  de  o,  elle  coupe  donc 

Fio.  :,-.-,  bis.         la  sphère  de  centre  S  et  de  rayon  SA  en  un  point 

0   iftg.  577  bis)  intérieur  au  polygone  sphérique 

ABGDE,  etquenous  appellerons  le  piîie  de  ce  polygone.  C'est  en  effet 

l'un  des  pôles  du  cercle  qui  lui  est  circonscrit,  h  savoir,  celui  qui 

est  intérieur  à  ce  cercle  (puisque  l'angle  ASo  est  aigu). 

Inversement,  l'angle  polyèdre  au  sommet  d'une  pyramide  régu- 
lière admet  des  rotations,  c'est-à-dire  qu'il  existe  des  i-otalions  qui  le 
transforment  en  lui-même,  à  savoir,  celles  qui  transforment  en  elle- 

(!)  Oq  (lÈmoiilrerait  ûe  mûme  qu'un  poijgone  spbériquo  régulier  est  eïroonsoriptible  à  un 
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même  la  base  de  la  pyramide  (PI. ,  162,  Rem.),  D'autre  part,  si  un  angle 
polyèdre  admet  une  rotation  dans  laquelle  chaque  face  prenne  la 
place  de  la  suivante,  il  peut  être  considéré  comme  l'angle  au  som- 
met d'une  pyramide  régulière  et  il  est  régulier,  puisque  chaque  face 
est  égale  à  la  suivante  et  chaque  dièdre  égal  au  suivant  ('). 

Enfin,  puisque  tout  polygone  régulier  admet  des  axes  de  symétrie, 
toute  pyramide  régulière  et,  par  suite,  tout  angle  polyèdre  régulier 
admettent  des  pians  de  symétrie  passant  par  Taxe  So  des  rotations 
dont  nous  venons  de  parler. 

708.  Polyèdres  réguliers. —  Nous  nommerons  ^o/^ètfre  régu- 
lief  un  polyèdre  convexe  (^)  dont  toutes  les  faces  sont  des  polygones 
réguliers  égaux  et  dont  tous  les  angles  polyèdres  sont  réguliers  et 
égaux  (cette  dsrniére  condition  pouvant  évidemment  élre  remplacije  parcelle-ci, 
que  tous  tes  dièdres  sont  égaiii). 

Théorème.  —Un  polyèdre  régulier  admet  [au  s^iisdun''précàc\eTii)  tout 
déplacement  dans  lequel  une  face  f  vient  sur  une  face  {■']  f,  l'intérieur 
du  poli/èdre  transporté  étant  du  môme  côté  de  f  que  l'intérieur  du 
poti/èdre  p-imilif.  Soient,  en  effet,  f,  une  face  contiguë  à  f  suivant 
l'arête  h'B\f\,h',  B'  les  positions  occupées  par  /i.  A,  B  après  le  dépla- 
cement. Le  dièdre  f'f\  est  égal  au  dièdre  du  polyèdre  donné  sui- 
vant A'B'  [ces  deux  dièdres  étant  tous  deui  égaux  ù.  ff,]  et  de  même  sens 
(a  cause  de  t'hypottièse  faite  sur  la  position  du  polyèdre  relativement  à  la  tace  f'). 
Donc  le  plan  de /■',  coïncidera  avec  celui  de  la  face /""qui  est  contiguè 
à  f  suivant  A'B',  et  comme  les  deux  polygones  f\,  f"  sont  égaux  et 
situés  du  même  côté  par  rapport  au  côté  A'B'  commun,  ils  coïncident. 

Le  raisonnement  s'étendrait  de  même  à,  toute  face  contiguë  à/',  et, 
de  proche  en  proche,  à  chaque  face  du  polyèdre  :  le  théorème  est 
donc  démontré. 

Parmi  les  dépiacementsdont  il  est  question  dans  l'énoncé,  on  peut 
évidemment  en  trouver  un  qui  fasse  venir  une  face  donnée  quel- 
conque /"sur  une  face  donnée  quelconque  f,  et  une  arête  quelconque 
AB  de  /  sur  une  arête  donnée  quelconque  A'B'  de  f  {sans  qu'on  puisse 
toutefois  choisir  arbitrairement  celui  lies  deux  points  A  et  B  qui  viendra  sur  A'). 


(1)  L'snglo  poljàars  su  aoom 

let  d'une  pyramid 

a  régal  lé  ro  est  toujoi 

loljgone  coDveîe 

m  Voir  plus  loin,  page  408, , 

(3)Laf»cerP™tEopaa6l, 

nt/'pnellB-mêmo. 
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Réciproquement,  si  un  polyèdre  convexe  admet  un  déplacement  à 
l'aide  duquel  on  puisse  transporter  une  face  quelconque  f  sur  une  face 
donnée  quelconque  f,  une  arête  donnée  quelconque  ÂB  de  f  venant  sur 
une  arête  donnée  quelconque  A'B'  de  F',  il  est  régulier. 

Car  il  a  ses  arêtes  égales,  les  angles  de  ses  faces  égaux,  cl  ses 
dièdres  égaux. 

Enfin  il  est  aisé  de  voir  que  Sont  polyèdre  régulier  admet  des  plans 
de  symétrie. 

709.  Théorème.  —  1°  Tout  polyèdre  régulier  est  inscriplilile  à  une 
sphère  ; 

2"  Les  angles  polyèdres  qui  ont  pour  sommet  commun  le  centre  de 
celle  sphère  et  pour  sections  respectives  les  différentes  faces  du  polyèdre, 
divisent  la  sphère  enpolygones  sphériques  réguliers  et  égaux  ; 
Z"  Le  polyèdre  est  cîrconscriplible  à  une  sphère,  concentrique  à  la 
première. 

i"  Considérons  deux  faces  f,  f 
{ftg.  578)   du    polyèdre   contiguës 
suivant  l'arùte  AB  :  les  cercles  C,  C, 
circonscrits    à    ces     deux    faces, 
\        /  \     f,'    S      ayant  deux  points  communs  A,  B, 

\     /  V^^      /        appartiennent  à  une  même  sphère 

\r'  ^  dont  le  centre  S  est  àl'intersectioa 

s  des  axes  de  ces  cercles. 

Fie.  573,  La  face  /'et,  par  suite,  le  polyè- 

dre entier  admettent  une  rotation, 
d'axe  es  {fîg.  578),  transformant  ABen  un  autre  côté  quelconque  de 
/■et  par  suite /l  en  une  quelconque  /"'ides  faces  contiguës  à  f-  Cette 
rotation  laisse  inaltérée  la  sphère  S,  puisque  l'axe  GS  est  un  dia- 
mètre de  cette  sphère  :  donc  S  est  aussi  circonscrite  s.f\.  On  démon- 
trerait de  même  que  S  est  circonscrite  à  toute  face  voisine  de  /*,  ou 
de  f\,  et  ainsi  de  suite  :  la  conclusion  demandée  est  donc  établie. 

On  remarquera  que  les  déplacements  qu'admet  ie  polyèdre  sont 
tous  des  rotations,  car  ils  laissent  évidemment  immobile  le  centre  S. 

Ces  rotations  peuvent  d'nilleurs  être  de  trois  espèces  différentes  : 
1°  Rotations  admises  par  une  face  déterminée  quelconque; 
2"  Rotations    admises  par  l'angle  poljèdi-e  en    un  sommet  déterminé 
quelconque  ; 
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3°  Transpositions  autour  de  la  droite  qui  va  du  centre  au  milieu  d'une 

Ces  trois  sortes  de  rotations  laissent  Lien  le  polyèdre  inaltéré  ;  et  toute 
rotation  qu'admet  ce  polyèdre  appartient  bien  à  l'une  de  ceslrois  catégories  ; 
car  le  point  I  oit  son  axe  perce  la  surface  du  solide  est  ou  bien  intérieur  à 
une  face,  qui  devra  rester  inaltérée  par  la  rotation  [sans  quoi  elle  serait 
transformée  en  une  autre  ayant  avec  elle  le  point  I  commun,  ce  qui  ne  se 
peut)  ;  ou  situé  eu  un  sommet,  inaltéré  dès  lors  par  la  rotation  ;  ou  situé 
sur  une  arête  admettant  cette  rotalion  et  par  conséquent  perpendiculaire 

2"  Les  pyramides  qui  ont  pour  sommet  commun  S  et  pour  bases 
respectives  les  faces  du  polyèdre  sont  régulières  (puisque  S  est  sur 
l'axe  du  cercle  circonscrit  &  chaque  face)  et  égales  (puisqu'elîes 
coïncident  les  unes  avec  les  autres  dans  les  différents  déplacements 
susmentionnés)  ;  il  en  est  donc  de  même  de  leurs  angles  polyèdres 
au  sommet.  D'ailleurs  une  demi-droite  quelconque  issue  de  S  est 
intérieure  à  un  et  à  im  seul  de  ces  angles  polyèdres.  Donc  ceux-ci 
divisent  la  sphère  en  polygones  réguliers  égaux,  chaque  point  de 
celle-ci  étant  intérieur  à  un  polygone  et  à  un  seul. 

3°  Les  pyramides  régulières  dont  il  vient  d'être  question,  ont 
toutes  même  hauteur,  rayon  d'une  sphère  inscrite  qui  touche 
chaque  face  en  son  centre. 

710.  Réciproquement,  si  la  surface  d'une  sphère  est  divisée  en 
polygones  sphériques  réguliers  et  égaux  entre  eux,  les  soiiimels  de  ces 
polygones  sont  les  sommets  d'un  polyèdre  régulier. 

En  effet,  les  sommets  de  l'un  quelconque  F  des  polygones  sphé- 
riques  en  queslîon  sont  les  sommets  d'un  polygone  régulier  plan  f, 
et  la  pyramide  p  qui  a  f  pour  base  et  le  centre  S  de  la  sphère  pour 
sommet  est  régulière.  Tontes  les  pyramides  telles  que  p  sont  égales 
entre  elles.  Elles  sont  d'ailleurs  extérieures  les  unes  aux  autres 
(puisque  leurs  angles  polyèdres  en  S  n'ont  aucune  partie  com- 
mune). Leur  ensemble  forme  un  polyèdre  P  qui  a  pour  faces  les 
polygones  f  (les  faces  latérales  des  pyramides  p  dispai'aissant, 
puisque  chacune  d'elles  est  commune  k  deux  pyramides  adjacentes) . 

Ce  polyèdre  a  bien  ses  faces  régulières  et  égales  entre  elles  et  ses 
dièdres  égaux  entre  eux  (puisqu'ils  sont  tous  doubles  des  dièdres  h 
la  base  d'une  pyramide  p).  Il  reste  à.  montrer  qu'il  est  convexe. 

711.  A  cet  effet,  soient  B  le  pôle  du  polygone  sphérique  F  et,  de 
même,  B',...  les  pôles  des  autres  polygones  analogues.  Je  dis  qu'»» 
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point  quelconque  de  la  sphère  eut  plus  rapproché  du  pôle  du  polygone 

auquel  il  appartient  que  de  ceux  des  autres  polygones. 

Soient  M  le  point  considéré  {fig.  579),  F  un  polygone  sphérique 

de  pijle  B,  qui  ne  conLicnt  pas  M.  Prenons  dans  F  un  point  quel- 

,  conque  N  et  joignons  N  à  M  par 

X/  "~-„^^        ^^'-^  un  arc  de  grand  cercle,  plus  petit 

y'^        ^T^"^  ^-.        qu'une   demi-circonférence.    Puis- 

\, que  M  et  N  ne  sont  pas  dans  le 

^       ^-.^^  même   polygone,  cet  arc  rencon- 

y^^N  irera  les  cùtés  d'un  ou  plusieurs 

polygones,   par  exemple  {fig.  579) 
le  cOté  AA,,  séparant  F  d'un  poly- 
gone F'  de  pôle  B';  le  côté  A' A',,  séparant  F'  d'un  polygone  F" 
de  pôle  B";  etc. 

L'arc  de  grand  cercle  AA,  est  manifestement  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  BB'.  Or  le  point  M  est,  par  rapport  à  AA,,  du  même 
côté  que  B'.  Donc,  il  est  (469,  Rem.)  plus  près  de  B'  que  B. 

On  démontrera  de  même  qu'il  est  plus  près  de  B"  que  do  B',  le 
p61e  le  plus  rapproché  étant,  finalement,  celui  du  polygone  qui 
contient  M. 

Ce  raisonnement  s'applique  évidemment  au  cas  où  M  n'est  pas  à 
l'intérieur  d'un  polygone,  mais  est,  par  exemple,  un  sommet,  avec 
cette  seule  exception  qu'il  appartient  alors  ii  plusieurs  polygones 
et  est  également  distant  des  pôles 

de  ceux-ci;  mais   il   est  plus  rop-  /"""--^m  m-.-^ — 

proche  de  ces  derniers  pôles  que  de         /  i  1 

tous  les  autres.  \       '^      V  L       "^ 

Par  conséquent  aussi  un  pôle  est  X^.-^"^  ^"X 

plus  rapprochédes  sommets  du  poly-  ^^^.^  j^, 

gone  correspondant  que  des  sommets 

non  appartenant  à  ce  polygone  (car,  s)  M  est  le  pôle  d'un  polygone 
F,  M  un  sommet  de  F,  M'  un  sommet  n'appartenant  pas  k  F, 
mais  appartenant  à  un  polygone  F'  de  pôle  B',  la  distance  M'B  est 
supérieure  à  M'B',  lequel  est  égal  à  MB  {fig.  580)). 

Or,  cette  dernière  conclusion  entraine  la  convexité  du  polyèdre 
considéré  :  elle  montre,  en  effet  (466)  que  tous  les  sommets  n'appar- 
tenant pas  à  une  face  f  sont,  par  rapport  au  plan  de  cette  face,  du 
même  côté  que  le  centre  de  la  sphère. 
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712.  Théorème,  —  A  lout  polyèdre  régulier  en  correspond  vn  autre 
qui  a  autant  de  sommets  que  le  premier  a  de  faces  et  inversement,  le 
nombre  des  arêtes  étant  le  même  de  part  et  d'autre. 

Le  nombre  des  arêtes  de  chaque  angle  polyèdre  de  l'un  des  solides 
est  égal  au  nombre  des  côtés  de  chaque  face  de  l'autre. 
Ce  nouveau  polyèdre  régulier  est  dit  le  conjugué  du  premier. 
La  relation  entre  les  deux  polyèdres  est  réciproque. 

Soient  P  un  polyèdre  régulier;  F, F', F"...  les  polygones  sphôriqucs 
en  lesquels  les  sommets  de  P  permettent  de  diviser  la  sphère 
circonscrite  {fig.  581);  A.,A',A"...,  les  sommets,  B  le  pôle  du  poly- 
gone F.  Les  arcs  de  grands  cercles  BA.,BÂ',BA"...  décomposûnt  F 
en  triangles  sphériques  isoscèies  :  si,  dans 
chacun  de  ces  triangles,   par  exemple   BAA',  _         \        \ 

on  mène  l'arc  de  grand  cercle  (BC,  fig.  581)  IV7~~~t&— _U-^" 

perpendiculaire  au  côté  dupolygone  et  abou-  ^  \  \/^~\  // 
tissant  (469)  au  milieu  de  ce  côté,  on  a  formé  -"'T  /V~~3^ 
deux  triangles  sphériques  rectangles   symé-  '  '     ,>''  f 

triques  l'un  de   l'autre.  Opérons    de    même  * 

pour  tous  les  polygones  sphériques  donnés  Fis.  sai. 

et  assemblons  les  triangles  rectangles  qui  ont 
un  sommet  en  A.  Ces  triangles  ayant  deux  à  deux  un  côté  de  l'angle 
droit  commun  (par  exemple  AC,  fig.  581),  le  polygone  sphérique  G 
ainsi  formé  a  pour  sommets  les  pôles  B,B'.--  des  polygones  F,F'... 
qui  ont  un  sommet  en  A. 

Comme  ces  points  B,B''--  sint  sur  un  même  cercle  de  pôle  A  et  le 
divisent  en  parties  égales,  le  polygone  G  est  régidier.  D'ailleurs  les 
polygones  analogues  formés  autour  des  autres  sommets  du  polyèdre 
donné  P  sont  évidemment  tous  égaux  au  premier.  Donc  (VIO- 
VU)  les  points  B,B',B"...  sont  les  sommets  d'un  polyèdre  régu- 
lier P'. 

Les  pôles  des  polygones  G  sont  d'ailleurs  les  sommets  des  poly- 
gones F  et  inversement,  de  sorte  que  les  relations  indiquées  dans 
l'énoncé  deviennent  évidentes. 

713.  Chaque  face  du  polyèdre  donné  P  a  pour  centre  un  point  b 
situé  sur  le  rayon  SB,  qui  va  du  centre  de  la  sphère  au  pAIe  du 
polygone  sphérique  correspondant   et   à    une  distance  constante 
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de  S.  Les  points  tels  que  d  sont  donc  les  somnieLs  d'un  polyèdre  [",, 
homothétique  de  P'  par  rapport  au  centre  S. 

Or  le  point  b  est  le  pôle  d'une  face  de  P  par  rapport  à  la  sphère 
inscrite  à  ce  polyèdre.  Donc  P',  est  la  figure  polaire  réciproque  de  P, 
par  rapport  à  cette  dernière  sphère  :  les  faces  de  P\  sont  (667)  dans 
les  plans  polaires  des  sommets  de  P;  les  arêtes  de  P',  sont  (668)  les 
réciproques  des  arêtes  de  P. 

Il  résulte  de  là  que  deux  polyèdres  réguliers  conjugués  adinellent 
les  mêmes  rotations. 

714.  Nous  avons  vu,  en  Géométrie  plane,  qn'\\  existe  une  infinité 
d'espèces  de  polygones  réguliers.  U  en  est  tout  autrement  en  ce  qui 
concerne  les  polyèdres;  on  a,  en  effet,  le  théorème  suivant: 

Théorème.  —  Jl  n'existe  que  cinq  esi)i}ces  de  polyèdres  réguliers. 

Sont  considérés  comme  appartenant  à  la  même  espèce  les 
polyèdres  dont  les  angles  polyèdres  ont  le  même  nombre  d'arêtes, 
et  les  faces  le  même  nombre  de  côtés.  Nous  verrons  d'ailleurs  que 
deux  polyèdres  réguliers  de  même  espèce  sout  semblables  ('). 

Démonsiraiion.  —  Soient  m  le  nombre  des  côtés  de  chaque  face 
d'un  polyèdre  régulier;  h,  le  nombre  des  arêtes  de  chaque  angle 
polyèdre. 

Chaque   angle    d'une  fiice  quelconque   est  exprimée   (PI.,   163, 

4 
Rem.),  l'angle  droit  étant  pris  pour  unité,  par  le  nombre  2 ; 

mais  la  somme  des  n  angles  groupés  autour  d'un  sommet  étant 

4 
plus  petite  que  4  droits,  chacun  d'eux  est  inférieur  à  — ;  donc  on  a 


(15)  i  +  [>ï 

l'égalité  étant  exclue. 

Cette  inégalité  fournil  à  elle  seule  la  conclusion  demandée.  En 
effet,  les  nombres  vi  et  n  sont  tous  deux  au  moins  égaux  à  3.  Or,ils 

(f)  Il  esiste  des  polyèdres  réguliore  litoiLés,  analognea  fluï  polygones  réguliers  dtoilés. 
Comme  dans  la  cas  dos  poIjgoQos.  lout  polyèdra  régulier  étoile  a  pour  sommets  les  aommsts 
d'un  polyèdre  régulier  eonveie.  Dès  lors,  les  polyèdres  réguliers  ftollés  sont,  eux  aussi,  on 
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ne  peuvent  être  tous  deux  supérieurs  à  3  :  car,  pour  m  ^  4,  n  ^  4, 


posons  que  ce  soit  m,  quitte  à  permuter  met  «dans  rinégalité  (15), 
laquelle  est  symétrique  par  rapport  à  ces  deux  nombres. 
Alors  il  viendra 

1,1       1 

ou  il  <iQ.  Donc  n  ne  peut  recevoir  que  les  valeurs  3,  4,  o. 

La  symétrie  de  l'inégalité  (15)  par  rapport  à.  m  et  à  n  ne  doit  pas 
nous  étonner  :  ces  deux  nombres  se  permutent,  en  effet,  entre  eux 
lorsqu'on  passe  d'un  polyèdre  à  son  conjugué.  Nous  avons  donc  un 
couple  de  solutions  conjuguées  chaque  fois  que  m  et  n  sont  diffé- 
rents :  soient,  en  tout,  les  cinq  solutions  suivantes  : 

1":        m  =  H  =  3; 

2°,  3°:  m,îi=3,  4; 

4°,5":  m, .1=3, S. 

C.    Q.    F.    1). 

715.  Le  théorème  d'Eulcr  permet,  non  seulement  d'olitenir  l'iné- 
galité (la),  mais  de  trouver  à  quoi  est  égale  la  différence  des  deux 
membres. 

Soient,  en  effet,  comme  précédemment,  F,  S,  A  les  nombres  des 
faces,  des  sommets  et  des  arêtes.  Chaque  face  ayant  m  arêtes,  elles 
en  ont  en  tout  mF  :  mais  chaque  arête  est  ainsi  comptée  deux  fois, 
puisqu'elle  est  commune  à  deux  faces  :  on  a  donc 

(16)  ml''^2A; 

de  même  (une  aiêle  Joignant  deux  sommpts), 

(16')  nS=:2A; 

Il  suffit  do  tirer  de  ces  deux  formules  les  valeurs  de  F  et  de  S,  puis 
de  les  reporter  dans  la  formule 

F  -h  S  =  A  -I-  2 
pour   obtenir 
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Une  fois  connus  les  nombi'es  m  el  n,  on  voit  que  A  sera  connu  par 
réquation  précédente,  après  quoi  les  relations  [16)  et  (16')  donnent 
F  et  S.  On  a  ainsi  : 


1°  Pour  m  =  n  —  d 
■2",  3"  —  m,»  — 3,4 
4"    go     j/i  ïi  ^  3    5 


A=6,  F  ^S  =  4; 
A=  12;  F,S=  8,6; 
A=30;F,S  =  20,12. 


Le  raisonnement  que  nous  venons  de  présenter  ne  suppose  nulle- 
ment l'égalité  des  angles  ou  des  eûtes.  Il  fournit  la  démonstration 
de  la  proposition  plus  générale  suivante  :  Il  n'existe  que  cinq  espèces 
de  polyèdres  dont  toutes  les  faces  aient  le  même  nombre  de  côtés  et 
tous  les  angles  polyèdres  le  même  nombre  d'arêtes. 

716.  Il  est  d'ailleurs  à.  remarquer  que  l'inégalité  (15)  est  encore 

fournie  par  le  triangle  sphérique  ABC  (Itg.  581)  qui  a  l'angle  en  C 

-^  2 

droit,  l'angîe  en  A  égal  à—  dr.  (puisqu'il  y  n,  autour  de  A,  2ji  anjles  égauï 


dont  la  soinnie  faii  i  de.)  ot  l'angle  en  B  égal  à  —  dr.  :  il  suffit  d'écrire 

que  la  somme  de  ces  angles  est  supérieure  à  2  dr. 

De  plus,  la  considération  de  ce  triangle  montre,  comme  nous 
l'avions  annoncé  tout  à  l'heure,  que  deux  polyèdres  réguliers  demême 
espèce  sont  semblables.  Car  si,  d'abord,  les  spbÈres  circonscrites  ont 
même  rayon,  le  triangle  ABC,  formé  à  l'aide  du  premier  polyèdre, 
sera  égal  (')  au  triangle  analogue  formé  à  l'aide  du  second  (puisi^n'iis 
auront  leurs  angles  égaux  chacun  à  chacun)  et  if  est  dès  lors  clair  que  les 
doux  polyèdres  sont  égaux.  Donc  aussi,  dans 
le  cas  général,  deux  polyèdres  réguliers  de 
même  espèce  sont  semblables. 

717.  Les  cinq  solutions  précédemment  trou- 
vées de  l'inégalité  (Ib)  correspondent  efïective- 
ment  h    cinq   polyèdres    réguliers    que    nous 
allons  apprendre  à  former. 
1»  Le  tétraèdre  régulier  (/îg.  S82)  (m  =  n  —  3,  F  =  S  =  4,  A  =  6) 
est   évidemment   une   pyramide  triangulaire  qui  a  pour  base  un 
triangle  équilatéral  et  dont  les  arêtes  latérales  sont  toutes  égales  au 
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côté  de  la  base;  et   il  est  également  évident  qu'un  tel  tétraèdre 
satisfait  à  la  définition    du  polyèdre 
régulier  ; 

2"  Le  cube  est  un  polyèdre  régulier 
(m=4,  n=3,  F  =  6,S  =  8,Â  =  12); 

3"  Par  conséquent  Voctaédre  {m  =  3, 
n  =  4,  F  =  8,  S  =6,  A  =  12),  polyèdre 
conjugué  du  cube,  peut  être  consi- 
déré comme  ayant  pour  sommets  les 
centres  des  faces  de  celui-ci  (ng.583)  : 

autrement  dit,  on  le  formera  en  por-  ^-i ^'J 

tant,  sur  les  arêtes  d'un  trièdre  trirec-  fiu.  «ss. 

tangle,  six  segments  égaux  SA,  SA', 

SB,  SB',  se,  se  {/ig.  S83)  à  partir  du  sommet  du  trièdre  et  joignant 
deux  à  deux  les  extrémités  de  ces  segments  ; 

=  20;  A=30).  Puisque 
les  nombres  3  et  5  satisfont 
à  l'inégalité  (15),  on  peut 
construire  un  trièdre  a.hcd 
{/ig.  S84)  dont  Ifs  faces 
soient  toutes  trois  égales  à 
l'angle  du  pentagone  régu- 
lier et  placer  dans  ces  faces 
les  trois  pentagones  régu- 
liers égaux  numérotés  1, 
2,3  sur  la  figure  et  com- 
pris, le  premier  entre  ac 
et  ad,  le  second  entre  ad 
fiiah,  le  troisième  entre  ab 
et  ac.  Si,  autour  de  l'axe  du 
pentagone  1,  c'est-à-dire 
de  la  droite  Ox  menée  par 
pjj.  jj^  le  centre  de  ce  pentagone 

perpendiculairement  ii  son 
plan,  on  efl'eclue  une  rotation  dont  l'angle  soit  la  cinquième  partie 
de  la  circonférence,  le  eûlé  rfa  viendra  prendre  la  place  de  ac  et,  par 


conséquent  (;i 


,e  de  l'égalité  des  dièdres  ad  et  ( 


]  le 


lentagone  2,  celle 
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de  son  égal  3  {ab  venant  sur  un  côté  ce  du  pentagone  3).  II  en  résulte 
éTidemment  qu'en  répétant  successivement  cette  rotation,  on 
obtiendra  trois  autres  pentagones  (que  nous  désignerons  par  les  numéros 
4,  3,  6^  adjacents  àl  et  dont  ciiacun  sera  adjacent  au  précédent  et 
au  suivant  (le  dernier  étant  adjacent  à  2). 

De  même,  une  rotation  autour  de  l'axe  du  pentagone  2  transforme 
le  pentagone  6  en  1  et  en  3  :  la  même  rotation,  effectuée  plusieurs 
fois  de  suite,  donnera  donc  les  pentagones  7  (adjacent  à  2  et  ii  3  et  8 
(adjacent  à  7,  2,  et  S). 

Si,  maintenant,  nous  effectuons,  autour  de  l'axe  primitif  Ooc,  la 
rotation  qui  fait  venir  3  sur  2  et  2  sur  6,1a  face  7  est  changée  en  un 
pentagone  régulier  adjacent  à  2  et  à  6,  lequel  coïncide  évidemment 
diec  b  Donc  aussi  celle  même  rota- 
tiDn  effectuée  trois  autres  fois, 
donnera  troj&  pentagones  9,  10,  11 
■adjacent--  (,ha(,un  à  deux  des  faces  2, 
î  4  S  6  et  ^dJacents  entre  eux 
(puisquH  7  et  8  possèdent  ces  propriétés). 

Enfin  puisque  les  sommets  libres 
des  faces?  b  '^  iO,  11  (par  exemple  /•.  9, 
ftg    bMj  dément  les  uns  des  autres 
pai     la    rolitinn    en    question,   ils 
forment  un   pentagone   pian   régu- 
lier    qui   est  1 1    douzième  face   du 
polyèdre 
5"  IcosaHre  (m  =  3,  «  =  5,  F  =  20,  S  =  12,  A  =  30).  L'icosaêdre 
régulier  se  déduira  sans  difficulté  du  polyèdre  précédent,  puisqu'il 
est  son  conjugué.  11  est  représenté  (îg.  58S. 


718.  Calcul  des  dimensions  des  polyèdres  régnliers.  — 

Soient  )■  le  rayon  de  la  sphère  inscrite,  R  celui  de  la  sphère 
circonscrite,  p  celui  du  cercle  circonscrit  à  une  face. 

Les  rapports  mutuels  de  ces  Crois  longueurs  sont  les  mêmes  pour  un 
polyèdre  régulier  et  pour  son  conjugué. 

Soient  en  effet  A  {flg.  586)  un  sommet  du  premier  polyèdre  P,  b  le 

({)  Nous  admettons  que  les  faces  ainsi  construites  tio  se  croisent  pas  entre  elles  et  délimitent 
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centre  d'une  face  à  laquelle  appaulient  ce  sommet  ;  S,  le  eenlre 
de  la  sphère  circonscrite.  Le  polyèdre  conjugué  P'  pourra  fitre  consi- 
déré comme  ayant  un  sommet  en  un  point  B' 
de  Sb,  le  centre  d'une  face  à  laquelle  appartient 
ce  sommet  étantla  projection  a'  de  B'  sur  SA. 
Les  quantités  r,  R,  p  sont  :  pour  le  premier 
polyèdre  Sb,  SA,  bà;  pour  le  second  Sa',  SB',a'B', 
Notre  conclusion  ressort  donc  de  la  similitude 
des  triangles  rectangles  SAb,  Sa'B'. 

Soient  mainteiianl  m  le  nombre  des  crttés  de  \  ';  i 

chaque  face  de  P,  n  le   nombre   correspondant  \'.\ 

pour  P'  ;  c  le  milieu  d'une  arête  issue  de  A  dans  Vij' 

ia  face  de  centre  b  du  polyèdre  P;  c',  le  milieu  'i 

de  l'arête  correspondante  (issue  du  point  B' et  située  ^^^  ^g^ 

dans  la  face  de  centre  a'}  du  polyèdre  P'  :  de  sorte 
que  c  et  c'  sont  sur  un  même  rayon  perpendiculaire  à  Ac,  B'c' 
(fig.  SS6),  bc  étant  d'ailleurs  perpendiciilaire  à  Sb  et  a'c'  à  Sa'. 

Désignons,  comme  en  Géométrie  plane  (liv.  V,  cli.  vu), par  c,„,  o,,,, 
le  coté  et  l'apothème  du  polygone  de  m  côtés  inscrit  au  cercle  do 
rayon  1  :  on  aura  : 

(•[7)  Ac   =  bA.   —^  bc  =  bA.  a,„. 


('17')  B'c'  =  B'a',  -^S  a'c'  --.  B'a'.  a,.. 

Mais  les  triangles  rectangles  semblables  Sbc,  SB'c'   d'une  part, 
SAc,  Sa'c'  de  l'autre  donnent 

bc    _  Sb  Ac     _  SA  , 

BV  ""  Se'  '         iï^'  '  "  Se'  ' 
remplaçant  bc,  B'c',  Ac,  a'c'  par  les  valeurs  précédentes  et  divisant 
membre  à  membre  pour  éliminer  Se',  il  vient 


(l)(D   "   ' 

Comme,  d'ailleurs  R^  est  égal  h  î-^  -f"  ?^  on  peut  écrire 


V(f)W-»>- 
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la  cjuonlitô  qui  figure  sous  ic  radical  au  dernier  dénoininatinir  pou- 
vant (en  raison  des  relations  nj^  -\-  1 -^  )    =  al  -\-  [-^j    =  i)  être 

remplacée(')parl  — a^^^—  a*  ou  (  -^'j  -|-  1^-^'/   *—  '•  on  \~]  —al. 

Une  fois  connus  les  rapports  mutuels  de  r,  R,  p,  les  côtés  des 
polyèdres  sont  évidemment  fournis  par  les  relations  (17)  et  (17'). 
Prenant  R  comme  terme  de  comparaison,  nous  trouverons  : 

Téiraèdre. 

c   ^c^=\!Z;  ",=»„=   l  (PI..  167). 


Cude.   Octaèdre. 
_V2 


Dodécaèdre,   fcosaèdre. 
,.^V^Y^.,.  =  ,,3;        „.=^,    ».=.!      (PL.  170), 

/  _  ^/g  _  ] 


N-v'i^-^K.-i).' 


(icosaèdre). 


|Qel'inéealiU(L% 
,liv.l,ch.-v,n'li)- 
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EXERCICES 


lOOi.  Tous  les  polygones  plans  convexes  ont  la  même  connexion  (on  montrera 
(J'alioi'd  le  fait  pour  les  triangles  (834,  1°),  puis,  à  t'aide  i3u  l'ésultal  trouvé,  on 
montrera  qu'on  peut,  sans  changer  la  connexion,  passer  d'un  polygone  qi 
à  un  polygone  ayant  un  cdté  de  moins  (comparer  PI.,  26E)). 

(Le  théorème  est,  d'ailleurs,  éfcalemenl  exaci  pour  les  polygon 

1003.  L'ordre  de  connexion  d'une  portion  quelconque  de  l'aire  d'un  polyèdre 
est  de  même  parité  que  le  nombre  de  ses  bords  (exemple  :  l'aire  représentée 
figure  509  a  deux  bords  et  est  à.  connexion  double'. 

On  observera  que  toute  section  augmente  ou  diminue  d'une  unité  le  nombre 
des  bords. 

En  particulier,  si  l'on  supprime  iVun  polyèdre  qui  satisfait  aux  conditions  du 
11"  698  une  face  quelconque,  on  obtient  toujours  une  surface  polyédrale  dont  l'ordre 
de  connexion  est  impair. 

1003.  Dans  tout  polyèdre,  on  a  (en  désignant  par  A  le  nombre  des  arêles)  ; 

aA=3F^  +  iiïi  +  5Fs...  =  .'iS3  +  lS,  +  5S5+... 

en  désignant  par  Fj,  F„Fs,...  les  nombres  de  faces  triai^ul aires,  quadrilatères, 
pentagones,...  par  S,,  S,,  S;...  les  nombres  d'angles  polyèdres  à  Irois,  quatre,  cinq... 
faces  (comparer  715). 

lOUJ.  Dans  tout  polyèiîre  de  genre  ïéro,  on  a  [notations  du  n"  705)  : 


iser  ex.  précédent). 

1005.  Un  polyèdre  de  genre  zéro  a  au  moins  une  face  triangululre  ou  au  moins 
un  angle  trièdre. 

Le  nombre  des  faces  triangulaires,  augmenté  de  celui  lîes  angles  trièdres,  donne 
un  total  au  moins  égal  à  8. 

lOOB.  Dans  un  polyèdre  de  genre  zéi'o,  il  est  impossible  que  toutes  les  faces  aient 
plus  de  cinq  côtés,  et  il  est  impossible  que  tous  les  angles  polyèdres  aient  plus  de 
cinq  laces. 

1007.  Il  n'y  a  pas  de  polyèdre  de  genre  zéro  qui  ait  exactement  sept  arêles  (ex. 1004). 


1009.  Un  polyèdre  de  genre  zéro  qui  n'a  ni  face  triangulaire  ni  face  quadrilatère 
a  au  moins  douze  faces  pentagones  et  vingt  ang-les  trlÈdres.  Énoncé  analogue  pour 
un  polyèdre  qui  n'a  ni  angle  trièdre  ni  angle  tétraèdre. 

Un  polyèdre  de  genre  zéro  qui  n'a  ni  face  quadrangulaireniface  pentagone,  a  au 
moins  quatre  faces  triai^ulaires. 

1010.  La  somme  des  angles  de  toutes  les  faces  d'un  polyèdre  de  genre  zéro  est 
double  de  celle  d'un  polygone  connexe  plan  ayant  le  mémo  nombre  de  sommets. 
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1011.  Si  un  point  «.est  du  mémo  cùtu  que  le  ceiHi'o  do  la  spiière  directrice  S, 
par  rapport  à  un  plan  P,  le  pfile  de  P  est  du  même  côté  que  le  centre  de  cette 
sphère  S,  par  rapport  au  plan  polaire  de  a. 

Kn  conclure  qu'un  polyèdre  convexe  a  pour  polaire  réciproque,  par  rapport  t  une 
sphère  ayant  pour  centre  un  point  intérieur,  un  polyèdre  convexe  ayant  pour  som- 
mets les  pûles  des  faces  du  premier,  pour  faces  les  plana  polaires  de  ses  sommets 
et  pour  arêtes  les  réciproques  de  ses  arâtes. 

Les  points  intérieurs  au  nouveau  polyèdre  correspondent  aux  plans  entièrement 
extérieurs  à  l'ancien,  et  inversement. 

1019.  Montrer  que  le  théorème  d'Euler,  pour  les  polyèdres  convexes,  se  déduit 
du  théorème  qui  donne  l'aîi-e  d'un  polygone  sphérique  (faire  une  perspective  sur 
une  sphère  ayant  pour  centre  un  point  intérieur  au  polyèdre). 

Qu'obtient-on  en  exprimant  l'aire  du  triangle  sphérique  ABC  (/îg-  581)  en 
fonction  de  ses  angles? 

1013.  Si  un  point  varie  à  l'intérieur  d'un  polyèdre  régulier,  la  somme  de  ses 
distances  aux  faces  reste  constante. 

1014.  En  prolongeant  quatre  faces  convenablement  choisies  d'un  octaèdre 
régulier,  on  forme  un  tétraèdre  régulier  et  on  peut  ainsi  former  deux  tétraèdres  avec 
les  faces  de  l'octaèdre  donné. 

1015.  Il  existe  cinq  cuhes  dont  cliacun  a  ses  sommets  parmi  ceux  d'un  dodécaèdre 
régulier  donné.  Chaque  arête  d'un  de  ces  cuhes  est  diagonale  d'une  des  faces  du 
dodécaèdre.  Chaque  sommet  du  dodécaèdre  appartient  à  deux  des  cuhes  dont  nous 
venons  de  parler. 

1016.  Inversement,  un  cube  étant  donné,  marquons  sur  chaque  arête  le  sens  qui 
va  d'un  sommet  appartenant  au  premier  des  tétraèdres  réguliers  qu'on  peut  insei'ire 
au  cube  (ex.  526)  à  un  sommet  appartenant  au  second  de  ces  tétraèdres,  puis 
menons  par  cette  arête  un  plan  taisant,  extérieurement  au  polyèdre,  un  angle  aigu 
déterminé  a  avec  la  face  du  cube  située  à  gauche  de  l'arête  considérée,  par  rapport 
au  sens  m  irqué  sur  celte  arête. 

Les  douze  plans  ainsi  menés  sont  les  douze  faces  d'un  polyèdre  nommé  dodécaèdre 
peni  /o  al  (').  Montrer  que,  pour  une  certaine  valeur  de  a,  le  dodécaèdre  penta- 
t,onal  est  un  dodécaèdre  régulier. 

S  Ion  joint  un  sommet  du  dodkaùtlre  régulier  n'appartenant  pas  au  cube  au 
Lant  e  le  la  face  cubique  la  plus  voisine  et  au  sommet  le  plus  voisin  de  cette  face, 
les  de  ï  droites  de  jonction  font  avec  la  face  du  cube,  la  première  un  angle  de  i5", 
Iji  seconde  un  angle  de  30". 

Construire,  à  l'aide  de  cette  double  remarque,  la  projection  du  dodécaèdre  régulier 
sur  un  plan  parallèle  à  une  face  du  cube  inscrit. 

IÔ17.  On  peut,  avec  les  faces  d'un  ieosaodre  régulier  convenablement  choisies  et 
prolongées,  former  cinq  octaèdres  réguliers. 

Invei'sement,  un  octaèdre  l'égulier  étant  donné,  marquons  sar  chaque  arête  le 
sens  par  rapport  auquel  la  face  qui  appartient  au  premier  des  deux  tétraèdres 
qu'on  peut  former  avec  les  faces  (îu  solide  (ex.  1011)  paraît  être  k  gauche;  puis 
divisons  celte  arête  dans  un  rapport  déterminé,  le  plus  grand  segment  précédant 

(I)  !,B  dodécaèdre  penta<;anal  oui  la    forme  eaas    laque 
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l'autre,  lorsqu'on  suit  l'arête  dans  le  sens  mfii'cjué.  Montrer  que,  pour  une  certaine 
valeur  du  rapport  de  division,  les  points  de  division  sont  les  sommets  d'un  icosaédre 
régulier.  Trouver  cette  valeur. 

1018.  Calculer,  poui'  chaque  espèce  de  polyèdres  réguliers,  le  rayon  de  la  sphère 
tapgente  à  tontes  les  arêtes. 

1019.  Calculer  les  volumes  des  différents  polyèdres  réguliers  inscrits  dans  la 
sphère  de  rayon  R. 

Deux  polyèdres  réguliers  conjugués  inscrits  dans  une  même  sphère  sont  entre 
eus  comme  les  rayons  des  sphères  dont  l'ane  est  tangente  à  toutes  les  arêtes  du 
premier  et  l'autre  à  toutes  les  arêtes  du  second. 

1030.  Si,  dans  un  polyèdre  r^ulier,  ou  considère  les  milieux  C,  C  de  deux 
arêtes  quelconques,  il  existe  un  polygone  régulier  pian,  ayant  pour  centre  le  centre 
de  la  sphère  circonscrite  au  polyèdre  et  pour  sommets  les  milieux  de  certaines  de 
ses  arêtes,  deux  de  ces  sommets  étant  les  points  C,  C 

Démontrer  cette  proposition  ;  1*  directement;  a°  en  appliquant  la  ooraposilion 


1031.  Déduire  de  l'eiercice  précédent  le  calcul  des  dimensions  des  polyèdres 

(On  prendra  pour  G,  C  les  milieux  de  deux  arêtes  consécutives  d'une  même  face). 

Comparer  les  résultats  auxquels  conduit  l'application  de  la  méthode  à  un  polyèdre 
et  à  son  conjugué. 

Montrer  que  si  %  est  le  nombre  des  côtés  du  polygone  régulier  (ex.  précédent)  qui 
a  pour  sommeis  consécutifs  C  et  C  et  pour  centre  le  centre  de  la  sphère 
au  polyèdre,  m  et  n  les  nombres  considérés  dans  le  texte  (714],  on  a 


(l)"  =  (?)" 


Pour  le  dodécaèdre  et  l'icosaédre,  on  a  ainsi  les  relations  données 
181,  183;  pour  le  cube  et  l'octaèdre,  la  relation  analogue  concernant  i'hexaj 
carré  et  le  triangle  équilatéi'al. 


est  un  angle  aigu  d'un  triangle  rectangle  dont  les  eûtes 
-  Cl     (e;i.  prccéd.),  -  c„  , 
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CHAPJTRE  VI 

SECTIONS  PLANES  DU  CONE  ET  DU  CYLINDRE  DE  RÉVOLUTION 


719.  Théorème.  —  La  section  d'un  cône  de  révolution  par  unplanest: 
Une  ellipse,  si  le  plan  mené  par  le  sommet,  parallèlemetU  au  plan 
sécant,  est  extérieur  au  cône  ; 

Une  hyperbole,  si  le  plan  mené  par  le  sommet,  parallèlement  au 


plan   sécant,   coupe   le  cône   suivant   deux   génératrices    distinctes; 
Une  parabole,  si  le  plan  mené  par  le  sommet,  parallèlement  au 
plan  sécant,  est  tangent  au  cane. 
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Soient  S  le  sommet  du  cône,  Sx  son  axe,  P  le  plan  sécant.  Par  Sx, 
menons  un  plan  perpendiculaire  à  P,  lequel  coupera  le  cûne  suivant 
deux  génératrices  SA,  SB  :  nous  prendrons  ce  plan  SAB,  qui  est  un 
plan  de  symétrie  de  la  figure,  comme  plan  du  tableau. 

Conformément  à  l'énoncé,  nous  distinguerons  trois  cas  ; 

I^'Cas. —  (Le  plan  parallèle  à  P,  mené  par  S,  est  extérieur  au  coiie}.  Soient 
A  et  B  les  points  d'intersection  des  génératrices  situées  dans  le  plan 
du  tableau  avec  le  plan  P  {fig.  S87). 

Parmi  les  cercles  tangents  aux  trois  côtés  du  triangle  SAB,  deux 
ont  leurs  centres  0,  0'  situés  sur  Sx  :  ce  sont  le  cercle  inscrit  et  le 
cercle  exinscrit  dans  l'angle  S.  Leurs  points  de  contact  F,  F'  avec 
AB  sont  situés  tous  deux  entre  A  et  B;  leurs  points  de  contact 
C,  D,  G',  D'  {fig.  587)  avec  SA  et  SB  sont  sur  SA,  SB  eux-mêmespour 
le  cercle  0;  sur  SA  et  SB  prolongés  au  delà  de  A  et  de  B,  pour  le 
cercle  0'. 

Faisons  tourner  la  figure  (à  l'exception  de  AB)  autour  de  Sx.  Les 
droites  SA,  SB  engendrent  le  cône;  les  cercles  0,  0' engendrent 
deux  sphères  inscrites  dans  le  cûne  (452),  la  première  suivant  le 
parallèle  CD,  la  seconde  suivant  le  parallèle  CD'.  Ces  deux  sphères 
sont  d'ailleurs  tangentes  en  F,  F'  au  plan  P  (354). 

Soit  maintenant  M  un  point  quelconque  de  la  section.  La  généra- 
trice qui  passe  par  M  coupe  les  cercles  CD,  CD'  en  deux  points  1,  I' 
et,  en  ces  points,  elle  est  tangente  aux  sphères  0,  0'.  MF  étant 
d'autre  part  tangente  à  la  sphère  0  et  MF  à  !a  sphère  0',  on  a,  en 
vertu  du  théorème  du  n°  452, 

MF  =  MI,  MF'  =  Ml'. 

Or,  la  somme  MI  -[-  Ml'  est  égale  au  segment  II',  lequel  est 
constant,  car  il  se  déduit  de  CC  par  une  rotation  autour  de  Sx.  Donc 
le  lieu  est  une  ellipse  de  foyers  F,  F'. 

Corollaire.  —  A  chacun  des  foyers  correspond  une  droite  du  plan 
sécant  (appelée  directrice)  telle  que  la  distance  d'un  point  quelconque  de 
la  section  à  celte  droite  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  distance 
de  ce  même  point  au  foyer. 

En  effet,  nous  venons  de  voir  que  l'on  a  MF  =  MI.  Or,  MI  est 
dans  un  rapport  constant  avec  la  distance  Mm  du  point  M  au  plan  du 
cercle  CD,  car  le  triangle  rectangle  Mi«I  a  son  angle  en  M  constant 
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(égal  à  l'aDgli!  de  SI  avec  l'axe  du  cône)  Cl,  puisque  M  esL  dans  lu  plan 
fixe  P,  cette  distance  Mm  est  elie-même  proportionnelle  (360)  à  la 
distance  du  point  M  à  la  droite  Ly  [fig.  587),  intersection  du  plan  P 
avec  le  plan  du  cercle  CD. 

719  bis.  2°  Cas.  —  (Le  plan  parallèle  à  P,  raené  par  S,  coupe  le  cône  suivant 
.  deux  génératrices).  Soient  encore  A  et  B  (fig.  588)  les  points  ofi  les  géné- 
ratrices situées  dans  le  plan  du  tableau  rencontrent  P.  Ces  points 
sont  sur  deux  nappes  différentes  du  cône.  Parmi  les  cercles  tangents 
aux  trois  cùtés  du  triangle  SAB,  les  deux  qui  ont  leurs  centres  0,  0' 
sur  l'axe  sont  exinscrils  dans  les  angles  en  A  et  en  6.  Leurs  points 
de  contact  F, F'  avec  AB  comprennent  entre  eux  le  segment  AB. 


Leurs  points  de  contact  avec  S.\,  SB  seront  encore  désignés  par 
C,D,  C',D'  {fuj.  588),  le  point  G  étant  entre  S  et  A,  le  point  D'  entre 
Set  B. 

Lorsqu'on  fait  tourner  la  ligure  (à  l'exceptkn  de  Al!)  autour  de 
Sx,  SA  et  SB  engendrent  le  cône;  les  cercles  0,0'  donnent  deux 
sphères  inscrites  suivant  les  parallèles  CD,  CD'  et  tangentes  au 
plan  Pen  F,F'. 

M  étant   un  point   quelconque  de  la  section,  la  génératrice  qui 
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passe  en  ce  point  rencontre  les  cercles  CD,  CD'  en  deux  poinls  I,  I' 
et  l'on  a  encore  MF  =  MI,  MF'  m^  Ml',  de  sorte  que  la  différence 
entre  MF  et  MF'  est  égale  à  celle  qui  existe  entre  MI  et  MF,  c'est-à- 
dire  t  II'  :  longueur  constante  (compaver  i")  et  égale  à  CC  Donc  le 
lieu  est  une  hyperbole  de  foyers  F,  F'. 

Les  deux  branches  de  l'hyperbole  sont  évidemment  situées 
chacune  sur  «ne  des  deux  nappes  du  cône. 

Remarque.  —  Si  le  plan  P,  se  déplaçant  parallèlement  h  lui- 
même,  vient  k  passer  par  le  sommet  du  cûne,  la  section  se  réduit  h 
un  système  de  deux  génératrices. 

On  voit  donc  qn'un  système  de  deux  droites  concourantes  est  une 
forme  limite  d'hyperbole. 

Corollaire.  —  A  chacun  des  foyers  con-espond  ime  droile  du  plan 
sécant  (appelée  diredric:)  telle  que  la  distance  d'un  point  quelconque  de 
la  section  à  cette  droite  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  distance 
de  ce  mêmepoint  au  foyer. 

Cette  droite  est  (comme  en  1°)  l'intersection  du  plan  sécant  P  et  du 
plan  du  parallèle  suivant  lequel  l'une  des  deux  sphères  0,  0'  est 
inscrite  au  cône. 

720.  3°  Cas.  ■ —  (Le  pian  mené  par  S,  parallèlement  à  P,  est  tangent  au 
oône).  La  génératrice  de  contact  est  alors,  par  raison  de  symétrie, 
dans  le  plan  mené  parSa:perpendiculairementà  P;  c'est  donc  une  des 
deux  droites  SA,  SB.  Nous  nommerons  SB  cette  génératrice,  et  A  sera 
le  point  où  l'autre  génératrice  sitiiée  dans  le  plan  du  tableau  ren- 
contrera P,  de  sorte  que  A6  {fig.  589)  sera  la  trace  (iwvallèle  a  SB)  de 
P  sur  le  plan  du  tableau, 

11  n'y  a  (PI-,  94)  que  deux  cercles  tangents  aux  trois  droites  SA, 
SB,  Aè  :  un  seul  a  son  centre  0  sur  Sa;  :  soient  C,  D,  F  (fiq.  589) 
ses  points  de  contact.  Les  deux  premiers  engendrent  (nomme  en  i" 
et  2°),  par  révolution  autour  de  l'axe,  le  parallèle  de  contact  du  cône 
donné  avec  la  sphère  de  centre  0  et  de  rayon  OF. 

On  voit,  comme  tout  à  l'heure  (i°  2°,  coi-oiiaii-es),  que  la  distance 
d'un  point  quelconque  M  de  la  section  au  point  F  est  dans  un 
rapport  constant  avec  la  distance  du  même  point  à  la  droite  Ly, 
intersection  dit  plan  P  avec  le  plan  du  cercle  CD,  droite  qui  est 
évidemment  perpendiculaire  au  plan   du  tableau  (355,  Coroli.  Il), 
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son  intersection  avec  ce  plan  étant  le  point  L  où  se  rencontrent  les 
droites  U,  CD. 

Or,  lorsque  le  point  M  est  en  A,  sa  dislance  à  Ly  n'est  autre  que 
AL;  d'autre  part,  AL  est  égal  à  AC,  car  le  triangle  LAC  est  manifes- 
tement semblable  au  triangle  isoscèle  SC]>.  Comme  AC  est  égal  k  AF, 


nous  voyons  que  le  rapport  constant  des  distances  du  point  M  au 
point  F  et  à  la  droite  Ly  est  égal  à  l'unité.  Donc  la  section  est  une 
parabole  ayant  F  pour  foyer  et  Ly  pour  directrice. 

Remarque.  —  C'est  en  raison  du  théorème  précédent  (et  des  réci- 
proques démontrées  plus  loin,  n"  722)  que  l'ellipse,  l'hyperbole  et 
la  parabole  ont  reçu  le  nom  commun  de  sections  coniques  (ou  sim- 
plement coniques). 

721.  Cas  du  cylindre. 

Théorème.  —  La  section  d'un  cylindre  de  rcvoluliou  par  un  plan 
est  une  ellipse. 

Ce  théorème  peut  évidemment  être  regardé  comme  un  cas  limite 
du  précédent  (1°),  le  sommet  du  cône  étant  supposé  rejeté  à  l'infini. 
La  démonstration  est  d'ailleurs  calquée  sur  les  précédentes  :  le 
plan  du  tableau  mené  perpendiculairement  au  plan  sécant  P,  par 
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Taxe  du  cjUndre,  coupe  ce  dernier  suivant  deux  générati'ices  paral- 
lèles Ad,  B6  (fig.  890)  qui  remplaceront 
les  génératrices  SA,  SB  du  raisonnement 
relatif  au  cOne.  Les  deux  cercles  0,  0' 
étant,  comme  précédemment,  détermi- 
nés de  manière  à  être  langents  à  ces 
deux  droites  et  à  la  trace  ÂB  du  plan  P 
sur  le  plan  du  tableau,  le  raisonnement 
s'achève  sans  modification  (voir  la  figure 
590,  où  les  nolatlons  sont  les  mêmes  que  sur  la 
figiii-e  387). 

722.  Les  théorèmes  suivants  peuvent 
être  considérés  comme  les  réciproques 
des  précédents. 


■  Une  ellipse  quelconque 
donnée    peut   être  placée   sur  un    cône  fi^.  mo. 

de    révolution    quelconque   donné. 

Cherchons  à  déterminer  le  plan  sécant  P. de  ia  figure  587, 
de  manière  que  la  section  soit  une  ellipse  E  égale  à  une  ellipse 
donnée. 

A  cet  effet,  remarquons  que  AB  devra  être  le  grand  axe  de  l'el- 
lipse E  et,  par  conséquent,  égal  au  grand  axe  2(i  de  l'ellipse  donnée. 
D^utre  part,  F  et  F'  étant  les  foyers  de  E ,  FA  —  FB  =  FA  —  F'A  =  FF' 
devra  être  égal  à  la  distance  focale  2c  de  l'ellipse  donnée.  Or  on 
a  évidemment 


FA  --  FB  z 
Donc 


AC- 


■  BD  =  AC  -I-  se  —  (BD  -i-  SD)  =  SA  - 
SA  ~  SB  zz:  2c. 


SB. 


Ilcciproquement,  si  les  distances  SA,  SB  sont  telles  que 
SA  —  SB  =  2e,  AB  =  2«  (les  génératrices  SA,  SB  étant  dans  un  même  plan 
avec  l'axe),  le  plan  mené  par  AB  perpendiculairement  au  plan  SAB 
coupera  le  cône  suivant  une  ellipse  dont  la  distance  focale  sera  2c  et 
le  grand  axe  la,  donc  égale  à  l'ellipse  donnée. 

Tout  revient,  par  suite,  i  construire  le  triangle  SAB,  dans  lequel 
on  connaît  l'angle  en  S  (égal  à  l'angle  au  sommet  du  cône),  le  eùté  opposé 
AB  et  la  différence  SA  —  SB. 

Prenons  sur  SB  prolongé,  SA'  =  SA  (^3.  591),    de   sorte   que 


y  Google 


GIÏOHÈTRIE, 
'  —  SA.  —  SU.  L'angle  AA.'Ii  est  connu,  il  est  égal  (puisque  SAA'  est 
cèle)  au  demi-supplément  de  l'angie  au  sommet,  du  cûne.  Nous 
connaissons   doue,  dans    le    triangle 
j,  BAA.',  deux  cùtés  AB,  BA'  et  l'angle 

opposé  à  l'un  d'enx  ;  de  plus,  puisque 
l'angle  connu  est  aigu  et  le  côté 
opposé  plus  grand  que  le  côté  adja- 
cent, nous  sommes  dans  un  cas 
(PI.  87}  où  le  problème  admet  une 
solution,  et  une  seule.  Une  fois  le 
triangle  BAA'  construit,  il  suffira  de 
mener  la  perpendiculaire  au  milieu 
de  AA',  laquelle  coupera  bien  A'B 
prolongé  au  delà  du  point  B  [à  cause 
de  Ja  double  i 
do  rappeler 


e  (719,  CopoU.)  cor- 
èlre    considérée 


/ 


Corollaire.   —  I.   J'ovie   ellipse  a  une  direcirk 
respondanie   à    chaque  foyer,    puisqu'elle    peut 
comme  la  section  d'un  cône  de  ré- 
volution. 

II.  Le  lieu  des  sommets  des  cônes 
de  révolution  qui  passent  par  une 
ellipse  esl  «ne  hyperbole  {^g.  S92) 
qui  a  pour  sommets  les  foyers  de 
Vel/ipse  donnée,  pour  foyers  les 
sommets  du  grand  axe  et  dont  le 
plan  est  perpeiidicidaire  au  premier. 

Cette  hyperbole  est  dite  focale  de  i'"^-  su?, 

l'ellipse  donnée. 

L'axe  de  chaque  cône  tiest  autre  que  la  tangente  à  l'hyperhoh  au 
sommet  correspondant. 

En  effet,  le  sommet  S  d'un  cône  de  révolution  qui  doit  passer  par 
une  ellipse  donnée  de  grand  axe  AB  et  de  distance  focale  2c,  doit  être:  . 
I"  situé  dans  le  plan  meoé  par  AB  perpendiculairement  au  plan  de 
l'ellipse;  2"  tel  que  la  difïérence  entre  SA  et  SB  soit  égale  à  2  c. 
D'ailleurs  l'hyperbole  définie  par  ces  conditions  passe  bien  par  les 
foyers  P,  F'  de  Vellipse  donnée  (PA  —  PB  =  2  c).  De   plus,  l'axe  du 
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cône  est  la  bissectrice  de  l'angle  ASB,  c'est-à-dire  la  tangente  h 
l'hyperbole. 

Théorème.  —  On  peut  placer  une  ellipse  donnée  sur  un  cylindre  de 
révolution  donné,  si  le  pdit  axe  de  l'ellipse  est  Égal  au  diamètre  du 
ajlindre. 

On  verra,  comme  dans  la  démonstration  du  théorème  précédent,  que 
la  dislance  focale  2  c  de  l'ellipse  devra  être  égale  àlaprojection  AA' 
de  AB  sur  la  génératrice  Ka  {fig.  890).  Dès  lors,  on  peut  construire  le 
triangle  rectangle  ÂA'If  (construction  toujours  possible  puisque  AB 
=  2  a  >  AA').  Le  c6té  BÂ'  est  alors  égal  au  petit  axe  de  l'ellipse. 
S'il  est  égal  au  diamètre  du  cylindre,  on  a  ainsi  une  solution  du 
problème. 

Au  reste,  le  cylindre  de  révolution  qui  passe  par  une  ellipse 
donnée  peut  être  considéré  comme  limite  des  cônes  qui  contiennent 
cette  ellipse.  Son  axe  est  une  asymptote  de  l'hyperbole  focale 
obtenue  plus  haut. 

Théorème.  —  On  peut  placer  une  hyperbole  donnée  sur  un  cône  de 
révolution  donné,  pourvu  que  l'angle  au  sommet  de  ce  cône  sott  au 
moins  égal  à  l'angle  formé  par  les  asymptotes  et  comprenant  la 
courbe. 

Cherchons  à  déterminer  le  pian  sécant  P  de  la  fig.  588  de  manière 
que  la  section  soit  une  hyperbole  égale  à  une  hyperbole  donnée  (de 
distance  focale  2c  et  d'axe  transverse  2a).  La  longueur  AB  (axe  transvers©  de  la 
section)  devra  être  égale  à  2a,  la  longueur  FF'  à  2c. 

Mais  FF'  =  FA  +  F'A  =  FA  +  FB  =  BC  +  AD  =  BC  +  AS  -|- 
SC  =  SB  +  SA. 

Réciproquement,  si  AB  =  2<(,  SA  +  '^B  =;  2c,  la  section  sera 
bien  égale  à  l'hyperbole  donnée. 

Tout     revient    donc    à   construire    le        b 
triangle  SAB  dans  lequel  on  donne  l'angle        i\\, 
en  S  {supplément  de  l'angle  au  sommet  du  cane,',         \  \        ^\^s 
le  côté  opposé  AB  et  la  somme  SA  -|-  SB.        |    \       ^^'■'-,, 

Prenons,  sur  SB  prolongé  au  delà  de  S        !___Wl_..- --■=.^, 

{/ig.  593),  la  longueur  SA'  =  SA,  de  sorte  i,,o.  g^a. 

que  BA'=2c.  L'angle  AA'B  est  le  demi-sup- 
plément de  l'angle  au  sommet  du  cône,  de  sorte  que,  dans  le  triangle 
B.\A',  nous  connaissons  encore  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un 
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d'eux.  Seulement,  i!  y  a,  cette  fois,  une  condition  de  possibilité  :  il 
faut  que,  une  fois  placés  l'angle  A'  et  le  côté  A'B,  la  longueur  2a 
soit  ail  moins  égale  à  la  perpendiculaire  BH  abaissée  du  point  B  sur 
ÂA'.  Or,  dans  l'hyperbole  donnée,  la  longueur  2c  et  la  longueur  la 
sont  (513)  l'hypoténuse  et  un  câté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rec- 
tangle ce,  C'i  {fig.  426)  dans  lequell'angle  CC,C',  compris  entre  ces 
côtés  est  la  moitié  de  l'angle  formé  par  les  asymptotes  qui  comprend 
l'hyperbole.  L'inégalité  BH  -^  2a  équivaut  donc  (PL,  35)  à 
BB'A  ^  G,CCj  ou  à  la  condition  que  le  demi-angle  au  sommet  du 
cône  (complément  do  M'A)  soit  au  moins  égal  h  CCfi',  (complément  de 
C,CC',). 

Cette  condition  étant  supposée  vérifiée,  le  problème  a,  en  général, 
deux  solutions,  puisque  2c  >■  2«.  Mais  ces  solutions  ne  correspon- 
dent pas  à  deux  triangles  SAB  différents  :  car  en  prenant,  sur  le  pro- 
longement de  SA,  la  longueur  SB'  =  SB,  on  obtient  un  triangle  ABB 
répondant  aux  mêmes  conditions  que  BAA',  sans  lui  être,  en  géné- 
rai, égal. 

Corollaires.  — I.  7'oute  hyperbole  a  une  directrice  (719  bis,  Coroll.) 
correspùiidant  à  chaque  foyer,  puisqu'on  peut  toujours  la  considérer 
comme  section  d'un  cône  de  révolution  convenablement  choisi. 

II.  Le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  gid  passent  par  une 

hyperbole  donnée  est  une  ellipse  (dite  focale  de  l'hyperbole)  qui  a  pour 

foyers  les  sommets  de  cette  hyperbole,  pour 

^  grand  axe  sa  distance  focale  et  dont  le  plan 

/\  est  perpendiculaire  au  plan  de  fhyperùole. 

1      \  Vaxe  de  chaque  cône   est  la  tangente  à 

/,,.■— —~\  l'ellipse  au  sommet  de  ce  cône. 

i  --' \    -''  Théorème,    —  On  peut  toujours  placer 

*M      ,-''^    --'7  ^  "'"^  pamôo/e  donnée  sur  un  cône  de  révolu- 

"C     ,-''    y  tion  donné. 

''X/- —  En  eiîet,  pour  que,  dans  la  fig.  B89,  la 

V  section  soit  égale  à  une  parabole  donnée, 

Fia.  m.  il  suffit  que  AF  =  AL  soit  égal  au  demi- 

paramètre  de  celie-ci.  On  peut  construire 
d'après  cette  condition  le  triangle  isoscèle  ALC,  puisqu'on  en 
connaît  l'augle  en  A,  égal  à  l'angle  au  sommet  du  cône.  On  peut 
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ensuite  tracer  le  cercle  0  (doiil  ou  connafl  deux  tangentes  avec  leurs  points 
de  contact)  et,  en  menant  la  tangente  SD  [fig.  594)  parallèle  à  AF, 
on  achève  de  former  une  ligure  égale  à  .la  portion  de  la  figure  589 
située  dans  le  plan  du  tableau. 

Corollaire.  —  Le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  guipassent 
par  une  parabole  donnée  est  une  pai-aboie  (dite  focale  de  la  première)  dont 
le  sommet  et  le  foyer  sont  respectivement  le  foyer  et  le  sommet  de  la 
parabole  donnée,  les  plans  des  deux  courbes  étant  perpendiculaires  entre 

En  effet,  le  symétrique  A'  de  A  par  rapport  au  point  0  appartient  à 
SD  (symétrique  de  A6  par  rapport  à  0).  D'autre  part,  lorsque  la  parabole 
de  section  est  donnée  {et  par  conséquent,  avec  elle,  les  points  A,  F  et  le  plan 
du  tableau],  ce  point  A'  décrit  une  droite  fixe,  perpendiculaire  à  SD  : 
à  savoir  la  parallèle  à.FO  menéeparte  point  L',  symétrique  de  A  par 
rapport  à  F.  Comme  le  triangle  SAA'  est  isoscèle  {puisqueSA'A  =  iAÀ'  = 
SAA'j,  le  point  S  est  sur  la  parabole  de  foyer  A  et  de  directrice  L'A'  : 
parabole  dont  les  relations  avec  la  parabole  donnée  sont  bien  celles 
qui  sont  indiquées  dans  l'énoncé. 

723.   Théorème  (réciproque  des  corollaires  des  ir  719,  720  et  au  n°  précé- 
dent,) —  Le  lieu  des  points  d'un  plan  tels  ijue  leurs  dislnncus  à  un  point 
et  d  une  droite  donnés  dans  ce  plan 
soient  dans  un  rapport  constant,  est 

une  conique  ayant  le  point  donné  pour  ^.■-'-  \  :^ 

foyer.  ,-'?    à-''"A~v 

Soient,  en  effet,  A,  B  {fig.  59S)  les 
points  du  lieu  situés  sur  la  perpen- 
diculaire   FL    abaissée,    du    point  f^.  ^^-^_ 
donné  F,  sur   la  droite  donnée  l,y. 

l^ar  le  point  F,  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  donné, 
traçons  une  circonférence  0  tangente  à  FA  et  soit  AC  la  seconde 
tangente  menée  du  point  A  à  cette  circonférence. 

Le  cône  (oa  cylindre)  circonscrit  à  la  sphère  de  centre  0  et  de  rayon 
OF,  suivant  son  cercle  d'intersection  avec  le  plan  CLy,  coupe  le  plan 
donné  suivant  une  conique  de  foyer  F,  telle  que  le  rapport  des  dis- 
tances d'uo  quelconque  de  ses  points  à  F  et  à  L^  soit  égal  à    — ; 
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e     conique 

coïncide     des     lor? 

EMAEQUES.  — 

-  Si  le  rapport  don 

ivcc    le    lieu     cherchô    ('). 

—    est  plus  petit  que  1,  les 

points  A  et  B  comprennent  entre  eux  le  point  F  {(iy.   S9a)  :  le  lieu 

est  une  ellipse. 

FA       FB       FA  — FB       2  c       c 
Dadieursona   _  =  _  =  ^^_  =  ^--  =  _^.. 

Ainsi,  (erapport  constant  des  dislances  d'unpoinl  d'une  eliip'^c.  A  un 

foyer  et  à  la  directrice  correspondante  est  égal  à   — 

Si  le  rapport  donné  est  plus  grand  que  1,  le  point  F  est  extérieur 
au  segment  AB  :  le  lieu  est  une  hyperbole.  On  démontrera  encore 

que  te  rapport  constant   —   a  la  valeur   — 

Ce  rapport  constant  qui  existe  entre  les  distances  d'un  point  de  la 

conique  au  foyer  et  à  la  directrice  correspondante  (el  qui,  dans  lo  cas  tle 

l'eliipse  ou    Je  l'hyperbole, 


égal 


1  reçu  le 


sphère  0"  {fi 
mais  sécaiiti 
point  où   Ift; 


nom  A' excentricité  de 
la  courbe.  L'excentri- 
cité est  nulle  dans  le  cas 
du  cercle  (puisque  c  =  0]. 
Bien  entendu,  nous 
n'avons  pas  eu  k  nous 
occuper  du  cas  où  l'ex- 
centricité est  égale  h  1, 
le  lieu  étant  alors  une 
parabole. 
'  724.  Dans  les  (Ipiu-es  des 

n"  719-721   {ftg.  b87-ti89}, 
Fio.  1-50.  remplaçons      l'iuie      îles 

sphères  0  et  0'  par  une 
r.  H96)  également  inscrite  au  cône  suivant  un  parallèle  C"D", 
au  plan  P  suivant  un  cercle  c.  Si  nous  désignons  par  I"  le 
énératrice  qui  passe  en  un  poîii  fjuelconque  M  de  la  section 


:s  point!  quo  c 
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coupe  le  puiallèle  G  D  ,  la  lunj^ueur  Hl  est  e^ak  a  la  tangente  menée 
du  point  M  au  cercle  c  Oi  celte  longueur  MI'  est  (comparer  719,  Coroil.} 
dans  un  rapport  constant  a^ec  la  di'^tance  Mm"  du  point  M  au  plan  du 
parallèle  CD",  ou  aiec  la  distance  du  même  point  M  à  la  droite  L"y" 
Ifig.  396)  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  le  plan  P 

Ainsi,  îme  conique  Étant  donnée,  tl  existe  une  mftmfé  de  cercles  ctels  que 
la  tangente  menée  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  Fun  d'entre  eux  soit 
dans  un  rapport  constant  avec  In  dutanec  de  ce  même  point  à  une  droite 
déterminée. 

La  droite  dont  il  s'agit  \aiie  d'ailleuis  aiec  le  choix  du  cercle  c;  mais  le 
rapport  dont  il  est  question  dans  l'énonce  est  toujours  le  même  et  éga!  à 
('excentricité  (u°  précédent)  de  la  courbe.  Car  si  le  point  M  vient  en  A,  les 
dislances  du  foyer  F  et  de  la  directrice  correspondante  à  ce  point  sont 
respectivement  AG  et  AL,  tandis  que  la  tangente  menée  au  cercle  c  et  la 
distance  à  la  droite  correspondante  sont  respectivement  égales  à  AC"  et 
AL"  {fig.  S96)  :  or  les  longueurs  AC,  AL,  AC,  AL"  sont  évidemment  en 
proportion,  à.  cause  du  parallélisme  de  CL  et  de  C"L". 

Lorsque  le  parallèle  C"D"  coupe  la  conique  {fig.    596  bis),  celle-Kii  e^ 
tangente  au  cercle  c  aux  deus  points  d'intersection  (puisque  la  sphère  et  le 
cône  ont  en  l'un  de  ces  points  le  même  plan 
^  tangent,  dont  la  trace  sur  le  plan  P  est  tan- 

gente aux  deux  courbes).  Inversement,  (o»i 
cercle  bitangent  à  la  conique  et  ayant  son 
'•.entre  sur  l'axe  focal  (propriété  qui  appartient 
évidemment  an   cercle  o)  peut  être  considéra 


comme  une  position  rfu  cercle  c.  Car  on  peut  évidemment  faire  passer 
le  cercle  c  par  un  point  quelconque  do  la  conique  (il  suffit  d'y  faire 
passer  le  parallèle  C"D"  et  il  n'y  a,  en  ce  point,  ;  qu'un  cercle  bilangent 
ayant  son  centre  sur  l'axe  focal  (le  contre  du  cercle  étant  déterminé 
(fig.  S97)    par    l'intersection  de    la    normale  au  point    considéré    avec 


l'aj 


Lorsque  le  cercle  c  est  bitangent,  la  droite  L"y"  con-espondante  n'est  autre 
que  la  corde  de  contact,  comme  \e  montre  évidemment  la  figure  S96  6is. 

725.  Théorème.  —  Si  on  mène  les  droites  qui  vont  d'un  foyer  d'une 
conique  aux  deux  extrémités  d'une  corde  et  au  point  d'intersection  de 
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celle  corde  avec  la  directrice  correspondante  au  foyer  considéré,  la  der- 
nière de  ces  droites  fait  des  angles  égaux  avec  les  deux  premières. 

Soient  (fig.  S98)  F  le  foyer,  MM'  la  corde 
considérée,  m,  m' les  projections  de  M  et  de  M' 
sur  la  directrice,  I  ie  point  de  rencontre  de 
cette  directrice  avec   MM'.    La    proportion 

FM       FM'  FM 

—      —  montre  que  le   rapport  -— —  est 

rapport  r7r~c   ^^'^'^  ^^  dernier   est 


W 

Le  point  1,  partageant  MM'  dans  un  rapport  égal  à  -^rr,,  appartient, 
(PI.,  115)  à  la  bissectrice  de  l'un  des  angles  formés  par  FM  et  FM'. 

Corollaire.  —  La  droite  gui  joint  le  foyer  au  point  d'intersection  de 
la  directrice  avec  une  tangente  quelconque  est  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  qui  va  de  ce  même  foyer  au  point  de  contact. 

Car  si  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la  droite 
FI  ne  peut  être  la  bissectrice  de  l'angle  MFM'  lui-même,  sans  quoi  le 
point  I  tendrait  vers  le  point  M,  ce  qui  ne  se  peut  (le  point  M  ne 
pouvant  être  sur  la  directrice)  :  elle  est  donc  perpendiculaire  à  cette 
bissectrice,  et  tend,  par  suite,  vers  une  position  perpendiculaire 
à  FM. 

Remarque.  —  Le  raisonnement  précédent,  étant  applicable  ix  la 
parabole,  fournit  une  nouvelle  démonslralioo  do  théiii'èmc  sur  la 
tangente  à  cette  courbe  (525). 

726.  Théorème.  —  Le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque 
d'un  cône  à  base  circulaire  à  deux  plans  tangents  est  dans  un  rapport 
constant  avec  le  carré  de  la  distance  du  même  point  au  plan  des  deux 
génératrices  de  contact. 

Le  p?'oduit  des  distances  d'un  point  quelconque  d'une  conique  à  deux 
tangentes  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de  ta  distance  du 
même  point  à  la  corde  de  contact. 

Considérons  d'abord  un  cercle  G  et  soient  w,,  a^  deux  points  de  ce 
cercle;  (/„  d^  les  langeulcs  en  ces  points,  d  la  droite  o^n,  :   alors  la 


y  Google 


SECTIONS   PLAIDES   DU   COi\E.  431 

distance  mn  {fig.  599)  d'un  point  quelconque  m  de  la  circonférence  à  la 
droite  d  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  mn,,  mn^  du 
même  point  aux  droites  d,,  d^.  En  adoptant  la  notation  du  n'  624,  on  a 

(m,rf)  _  {m,  d,] 
{m,d,)~~  {m,d)' 

En  effet,  l'angle  ma^n  est  égal  ô.  l'angle  ma^n^  {car  ils  ont  tous 
deux  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  maj);  l'angle  ihojH  est,  de  même, 
égal  à  l'angle  ma^n,.  Dès  lors,  la  similitiide  des  triangles  rectangles 
ma^n,  ma^n^  et  celle  des  triangles  rectangles  wî^jW,  »»«;%  donnent 


d'où,  en  multipliant  membre  à  membre,  la  propoi-tion  qu'il  fallait 
démontrer. 


727.  Prenons  maintenant  un  cône,  de  sommet  S,  ayant  pour  base 
e  cercle  C  et  soit  M  un  point  de  la  génératrice  Sm  {fig.  600).  Le 

■apport  constant  avec  le  quotient 

(M,Sf?),. 
(M,  Sa',) 

du  point  M  au  plan  de  S  et  de  d);  et  de  même,  le  quotient  - 


est  dans  un  rapport  constant  avec 


(M,Srf,)' 


yGoosle 


CÉOMliTRIE. 

Am,d}      (m,d)  _ 


(M.Srf)'  ^ 

(M,SrfJ  "  [M, M,)       (M.Srfi).     (M,S((,)       " 

Enfin,  supposons  que  le  cûne  en  question  soit  de  révolution,  el 
coupons-le  par  un  plan  P,  suivant  une  conique.  Les  génératrices 
Sa,,  Sa^  coupent  le  plan  P  en  deux  points  Âj,  A^  de  celte  conique.  Les 
tangentes  en  ces  points  sont  définiespar  l'intersection  du  plan  P  avec 
les  plans  tangents  au  cône;  elles  ne  sont  donc  autres  que  les  per- 
spectives D,,  D^  des  droites  d^,  d^;  pendant.que  la  corde  de  contact 
est  la  perspective  D  de  d. 

Dans  ces  conditions,  M  étant  la  perspective,  sur  le  plan  P,  d'un 

point  variable  m  du  cercle,  le  quotient  ,„  '^  ,  (  est  (toujours  comme 


\,,  '     ,  '  dans  un  rapport  constant  avec  /--'-v^-j  :  donc  l'équation  (18) 
(M,  Srtj)  (M,  Di)  ^  '     ' 

donne  : 

(ly) 


(M,D)        (M.n)  _  (M,  D/ 

(M,D,)    "    {M,  D,)~  (M,  D,)  ."(mTd^) 


Le  théorème  est  donc  démontré,  car  on  peut  (722)  prendre,  pour 
Ja  conique  qui  figure  dans  le  raisonneipent  précédent,  une  conique 
donnée  quelconque  et  les  points  A„  Aj  peuvent  également  être  choi- 
sis arbitrairement  sur  cette  conique  {il  suffit  de  prendre,  pour«j,ûj, 
les  points  du  cercle  G  situés  sur  les  génératrices  SA,,  SA,). 

728.  REM4UQUE.  —  Le  théorème  précédemment  invoqué  (726), 
relatif  au  cercle,  n'est  qu'un  cas  limite  d'un  théorème  analogue 
(PL,  ex.  14o)  où  figure  un  quadrilatère  quelconque  inscrit  au  cercle. 
Si  l'on  raisonne  sur  ce  dernier  comme  nous  l'avons  fait  dans  le 
texte,  on  arrivera  k  cette  conclusion  (théorème  de  Puppus)  :  Dans 
toute  conique,  le  produit  des  dislances  d'un  point  de  la  courbe  à  deux 
côtés  opposés  d'un  quadrilatère  imcrit  est  dans  un  rapport  constant  avec 
le  produit  des  dii^lances  du  même  point  aux  autres  côtés. 
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729.  Théorème,  —  Le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque 
d'une  hyperbole  aux  asymptotes  de  cette  courbe  est  constant. 

Soit,  en  effet,  une  hyperbole  que  l'on  peut  considérer  comme  la 
section,  par  un  plan  P,  d'un  cône  de  révolution  :  le  plan  parallèle 
à  P,  mené  par  le  sommet  S  de  ce  cône,  coupe  celui-ci  suivant  deux  gé- 
nératrices- Dans  le  raisonnement  du  numéro  précédent,  prenons  pour 
a„a^  les  points  du  cercle  C 
(base  du  cône)  situés  respec- 
tivement sur  ces  deux  géné- 
ratrices {fig.  601),  de  sorte 
que  le  plan  èd  sera  paral- 
lèle à  P  :  les  plans  tan- 
gents S(/,,  S(/j  suivant  les 
génératrices  en  question  cou- 
pent le  plan  P  suivant  les 
droites  D,,  D^.  M  étant  un 
point  quelconque  de  l'hy- 
.  (M.  S<) 
C  M,  Srf) 
sera,  ici  (626),  proportionnel 
h  la   distance   (M,Di)  et  la 

quotient  rn'-g  }\-  à  la  dis- 
tance (M,  Dj).  La  relation  (18; 
deviendra  donc 


perboie,  le  quotient  - 


(20) 


(M,  DJ 


(M,  D,) 


=  Constante. 


Les  droites  D,,  D^  ne  sont  d'ailleurs  autre  chose  que  les  asymp- 
totes de  l'hyperbole,  car  il  résulte  de  l'équation  précédente  que 
lorsqu'unedesdeux  distances  (H,  D|),  (M.D^)  augmente  indéfiniment, 
l'autre  distance  tend  vers  zéro  ;  autrement  dît,  que,  si  le  point  M 
s'éloigne  à  l'infini,  il  se  rapproche  indéfiniment  de  D,  ou  de  D^  : 
■  propriété  caractéristique  des  asymptotes  (514;  ex.  789). 

On  peut  d'ailleurs  constater  directement  que  Di,  Dj  sont  les  deux  asymp- 
totes. Il  suffit  de  remarquer  :  r  que  les  génératrices  Sa,,  Ss^  sont  celles 
dont  les  points  communs  avec  P  sont  rejetés  à  l'infioi  ;  2°  que  Dj  fou  Dj) 
est  la  limite  d'une  taugente  à  la  conique,  lorsque  le  poiut  de  contact 
de  cette  tangeute  s'éloigne  indéfini  tuent,  purailnJemeTit  h.  S»,  (ou  à  Scj), 
GéomStbie.  il  28 
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Corollaire.  —  Daire  du  parallélogramme  gui  a  un  xommel  en  un 
point  quelconque  d'une  hyperbole  et  deux  côtés  dirigés  suivant  les 
asymptotes  de  la  courbe,  est  constante. 

Énoncé  équivalent  au  précédent  ;   car  le  parallélogramme    en 

question  Mni  jOrn^  [^',7. 602)  a  pouv  h  auteur  la  distance  MH,  du  point  M 

à  la  droite  D^,  tandis   que  sa 

D,  base  Mm^  est  dans  un  rapport 

/  constant  avec  la  distance  MH^ 

'ï>^ /'i'----.,  '^'^  même  point  à   D^    ^puisque, 

/  t^ -^^  dans  le  triangle  rectangle  llni^H^,  les 

/  /  /|  angles  son!   constants  et,   par    suilfi, 

/  /  /  ]  iiussi  les  rapports  des  eûtes  entre  eux). 

70  "    ■",    M.  ^gjj^  Réciproquement,  le  Heu 

fie.  603.  (les  points  situés   dans  un  angle 

donné  ou  dans  son  opposé  par  le 

sommet  et  tels  que  l'aire  du  parallélogramme  ayant  un  sommet  en  l'un 

quelconque  d'entre  eux  et  deux  côtés  suivant  les  côtés  de  l'angle  donné 

soit  constante,  est  une  hyperbole. 

Autrement  dit,  le  lieu  des  points  situés  dans  un  angle  ou  dans  son 
opposé  par  le  sommet  et  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  aux  côtés 
de  l'angle  soit  constant,  est  une  hyperbole. 

Soient,  en  effet,  B,,  Dj  les  eûtes  de  l'angle.  Considérons  une 
hyperbole  ayant  ces  deux  droites  pour  asymptotes  et  située  dans 
l'angle  donné.  Cette  hyperbole  sera  le  lieu  du  sommet  d'un  paral- 
lélogramme ayant  deux  eûtes  suivant  Dj,  D^  et  dont  Taire  sera 
constante.  Si  k  est  le  rapport  de  cette  constante  à  la  constante 
donnée,  le  lieu  cherché  sera  homothétique  de  l'hyperbole  en  ques- 

1 
tion  par  rapport  au  sommet  de  l'angle,  avec  -;r-  pour  rapport  de 

similitude. 

IZOMs.  Remahqijbb.  —  Si,  au  lieu  du  parallélogramme  îimfim^ 
[fig.  602),  on  considérait  un  parallélogramme  Wm\  Om'^  ayant  éga- 
lement un  côté  Offt'i  sur  D'j,  un  eûlé  Om\  sur  D^  et  équivalent  au 
premier,  mais  situé,  par  rapport  aux  droites  D,,  Dj,  dans  l'un  des 
angles  supplémentaires  de  celui  qui  contient  M,  le  lieu  du  point  M' 
ne  serait  plus  la  même  hyperbole  que  celui  du  point  M.  Il  importe 
de  remarquer  que  le  parallélogramme  M'm',  Om'j  n'a  pas  le  même 
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sons  de  rolation  que  Mm,  Om^  iiorsqu'on  les  parcoui-t  chacun  isq  iiarlant  du 
point  0  et  suivant  d'aliord  le  côté  dirigé  suivant  D,)  et  que,  par  conséquent, 
si  l'on  comptait  les  aires  de  ces  parallélogrammes  en  grandeur  et 
signe  (voir  PL,  note  D  et  ex.  3241,  elles  devraient  être  considérées, 
non  comme  égales,  mais  comme  égales  et  de  signes  contraires. 

La  seconde  hyperbole  n'est  (TaiUeurs  avlre  que  la  conjuguée  de  la 
première.  Car  tout  d'abord  deux  hyperboles  conjuguées  ont  les 
mêmes  asymptotes  (513)  :  de  sorte  qu'il  suffit,  d'après  ce  qui  précède, 
d'établir  que  l'hyperbole  conjuguée  du  lieu  du  point  H  a  un  point 
commun  avec  le  lieu  du  point  M'.  Or  l'inspection  de  la  figure  420 
montre  immédiatement  que  le  losange  qui  a  pour  sommets  les 
extrémités  des  deux  axes  communs  à  deux  hyperboles  conjuguées 
a  ses  côtés  parallèles  aux  asymptotes  et  est  divisé  par  celles-ci  en 
quatre  parties  équivalentes. 

Nous  venons  d'ailleurs  de  voir  que  les  hyperboles  que  l'on  déduit 
d'une  hyperbole  déterminée  H  en  changeant  l'aire  constante  du 
parallélogramme  Mm  Om^  sans  changer  la  position  des  asymptotes, 
sont  homothétiques  de  H,  le  rapport  d'homolhétie  étant  la  racine 
carrée  du  rapport  dans  lequel  l'aire  en  question  a  été  augmentée  ou 
diminuée. 

Or,  nous  voyons  ici  que,  pour  passer  à  la  conjuguée  de  H,  on  doit 
multiplier  celte  aire  par  —  1.  Il  y  a  donc  lieu  de  considérer  la  con- 
juguée de  H  comme  homothétique  de  H,  avec  le  rapport  de  simili- 
tude imaginaire  \]  —  \\  et,  en  effet,  les  propriétés  des  hyperboles 
conjuguées  s'expliquent  très  simplement  ainsi. 


EXERCICES 


e  droite  avec  une  conique  déiiDie  par  son  foyer,  sa  direc- 
trice et  son  excentricité  (se  ramène  à  PI.,  il6). 

103i.  Démontrer  que  tout  point  de  l'ellipse,  de  la  paraijole  ou  de  l'hyperbole 
trouvées  aux  n"'  7i9-721  appartient  bien  au  cône  de  révolution  {on  remarquera  que 
la  courbe  n'est  coupée  qu'en  deux  points  par  une  droite  issue  d'un  foyer). 
"lOaS,  Construire  une  conique,  connaissant  un  foyer  et  trois  points,  en  définissant 
la  conique  par  sou  foyer,  sa  directrice  et  son  excentrJcil.é. 
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GÉOMKTRIE. 
,-ei'  de  même  les  pointa  de  rencontre  de  deux  uoniijiios  ayant  un  foyer 

Déduire  de  là  une  solution  de  proMème  des  cercles  tangenls  (aux  exerc.  834 
et  835),  les  deux  problèmes  précédents  o  t  été  nveraen  ent,  ramenés  au  problème 
des  cercles  tangents). 

10Î7,  La  distance  d'un  point  d'une  I  yperbole  foyer  est  égale  à  la  distance 
du  mflma  point  à  la  directrice,  comptée  paiallèlement  à  une  asymptote. 

1058.  La  distance  d'un  point  d'une  o  que  à  u  f  yer  est  égal 
intereepté,  sur  la  perpendiculaire  à  l'a^e  focal  menée  par  ce  point,  ei 
tangente  à  la  courbe  telle  que  son  point  de  contact  se  projette  sur  l'axe  au  foyer.- 

lOaa.  La  projection  du  foyer  sur  une  asymptote  {point  U  de  la  figure  i2G,  p.  212) 
appartient  à  la  directrice. 

A  quelle  courbe  sont  tangentes  les  asymptotes  des  coniques  qui  ont  même  foyer 
et  même  directrice? 

1030.  Connaissant  les  axes  d'une  hyperbole,  calculer  l'aire  constante  du  parallé- 
logramme formé  par  les  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  un  point  de  la  courbe 

1031.  On  nomme  sttffase  gauche  de  févolulion  la  surface  engendrée  par  la 
révolution  d'une  droite  autour  d'un  axe  non  situé  dans  un  même  plan  avec  elle. 

Montrer  que  la  section  d'une  surface  gauche  de  révolution  par  un  plan  est  une 
ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole. 

(Si  le  problème  posé  à  l'exercice  678  a  deux  solutions,  la  méthode  est  identique  à 
celle  des  n"  719-721.  Ou  encore,  on  considère  une  sphère  inscrite  sans  point 
commun  avec  le  plan  sécant,  et  on  sera  ramené  à  la  section  plane  d'un  cône  de 
révolution. 

Si  le  problème  posé  à  l'esercice  678  n'a  pas  de  solution,  on  opérera  comme 
au  n-  724  et  on  sera  ramené  à  l'exercice  812. 

Qu'arrive-t-il  si  les  deux  solutions  de  l'exercice  678  sont  confondues)  ? 

103Î.  On  considère  le  lieu  des  points  d'un  plan  tels  que  leurs,  puissances  par 
rapporta  un  cercle  donné  soient  dans  un  rapport  donné  avec  les  carrés  de  leurs 
distancesà  une  droite  donnée. 

Trouver  un  cône  de  révolution  dont  le  sommet  se  projette,  sur  le  plan  du  lieu, 
en  un  point  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  du  cercle  sur  la  droite,  ut  qui 
passe  par  le  lieu  considéré. 

Quand  le  problème  est-il  possible? 

(Imiter  la  méthode  du  n°  723-  Comparer  les  résultats  obtenus  avec  ceux  de 
l'exercice  8ia. 

Montrer  que  la  solution  de  l'exercice  8i2  s'applique  au  cas  où  le  cercle  considéré 
est  imaginaire  (ex.  S97)  et  donne  une  démonstration 
planes  du  cône  de  révolution). 


1031.  On  considère  les  sphères  ayant  leurs  centras  sur  une  droite  fixe  et  tsingente 
à  une  droite  fixe  {sphères  insci'iLes  ft  la  surface  gauche  de  révolution,  au  cône  ou  a 
cylindre).  Quel  est  le  lieu  des  points  limites  de  chacune  de  ces  sphères  et  d'u. 
plan  fixe? 
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1035.  Si  on  projette  une  section  plane  d'un  cône  de  révolution  sur  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe,  la  projection  est  une  conique  ayant  le  pied  de  l'axe  pour  foyer. 
(On  fera  passer  le  plan  de  projection  par  le  sommet  et  la  projection  aura  pour 
direetrice  rintersectiondes  deux  pians.) 

1036.  Réciproquement,  si,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'ave  d'un  cûne  de 
révolution,  on  trace  une  conique  quelconque  ayant  le  pied  de  l'axe  pour  foyer,  cette 
conique  est  la  projection  d'une  section  plane  du  c6ne. 

1037.  L'intersection  do  deux  cûnes  de  révolution  égaux  et  parallèles  est  une 
seetion  plane  commune. 

1038.  Ramener  à  l'exercice  8*3  l'étude  de  la  projection  d'une  seetion  plane  de  la 
surface  gauche  de  révolutionsur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  (imiter  la  méthode 
de  l'exercice  1095). 

1039.  La  somme  des  inverses  des  segments  interceptés  par  une  conique,  à  partir 
d'un  de  ses  foyers,  sur  une  corde  passant  par  ce  point,  est  constante.  Le  produit  de 
ces  segments  est  dans  un  mpport  constant  avec  la  longueur  de  la  corde. 

1040.  Lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  constanle  circonscrits  à  une 
parabole.  (Se  ramène  au  lieu  des  centres  des  cerctes  qui  passent  par  un  point  fixe 
et  coupent  une  droite  (ixe  sous  un  angle  constant  ;  ou  au  n°  723). 

1041.  Le  lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  a  trois  sphèiea  données  se  compose 
de  coniques  (utiliser  685). 

1043.  Enjoignant  deux  points  quelconques  dune  conique  A  deux  points  quel- 
conques de  sa  conique  focale,  on  obtient  un  quaiitilatèrc  gauche  tel  que  la  somme 
de  deux  côtés  est  égale  à  la  somme  des  deux  auties  11  eiiste  (exercice  684)  une 
infinité  de  sphères  tangentes  aux  quatre  droites  am'^i  olilenues 

1013.  Si  une  sphère  est  tangente  à  une  conique  en  deux  points  symétriques  l'un 
de  l'autre  par  rapport  à  l'axe  focal,  il  existe  deux  cônes  passant  par  la  conique  et 


10d4.  On  considère  les  coniques  obtenues  en  coupant  un  plan  fixe  par  les  dlflë- 
rents  cônes  circonscrits  à  une  sphère  fixe.  Montrer  que  les  droites  Joignant  les 
foyers  de  ces  coniques  aux  sommets  des  cônes  correspondants  passent  par  l'un  ou 
l'autre  de  deux  points  fixes. 
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CHAPITRE    VU 


ELLIPSE    CONSIDÉRÉE    COMME    PROJECTION    D'UN    CERCLE 
HYPERBOLE   RAPPORTÉE    A   SES    ASYMPTOTES 


731.  Théorème.  —  Un  cercle  étant  vapporlè  à  deux  diamètres  per- 
pendiculaires entre  eux,  le  lieu  du  point  qu'on  déduit  d'un  point  quel- 
conque de  la  circonférence  en  augmentant  l'ordonnée  dans  un  rapport 
constant,  sans  changer  l'abscisse,  est  une  ellipse. 

Soient  0  le  cercle  donné  [fig.  603);  OA,  Ob,  les  deux  diamètres 

rectangulaires;  m, un  point  de  la  circonférence,  ayant  pour  abscisse 

Oy.   et    pour  ordonnée   [j-m;   M,  un  point 


pris  e 


i  prolongé  c 


-uiere  que  -- 


soit  égala  un  nombre  constant /f  plus  grand 
que  1.  Je  disque  le  lieu  de  M  est  une  ellipse. 
C'est  ce  qui  résulte  de  ce  fait  que  la  sec- 
tion du  cylindre  droit  qui  a  pour  base  le 
cercle  donné  par  un  plan  passant  par  OA 
est   une   ellipse.    Nous    savons,    en    effet, 
[360,   364),   que    si  M„  est    un    point    de 
cette   section;  m,  le  point  du  cercle  don- 
né,  projection  de  Mo  sur  le  plan    de    ce 
cercle,    les    points    M„,  m    ont    même    projection    ^   sur  OA  et 
[J.M,  -^ 


que  le  rapport  - —  est  constant  (il  est  ir 


e  ilu  c. 


1  l'angle  Mo^m. 


c'est-à-dire  du  cosinus  de  Tangie  a.  que  fait  le  plan  de  section  avec  le  pian  (le 
base).  [j.Mo  sera  donc  constamment  égal  à  jiM  et,  par  conséquent, 
l'ellipse  de  section  sera  égale  au  lieu  cherché  (que  l'on  oMlendra  en 
rabattant  ceite  ellipse  sur  le  plan  de  base,  c'est-à-dire  en  la  faisant  tourner  autour 
de  OA,  d'un  angle  égal  ù  a),  si  ce  rapport  constant  est  égal  à  k.  On  arri- 
vera évidemment  à  ce  résultat  eu  faisant  passer  le  plan  de  section 
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par  un  point  B  pris  sur  la  généralme  issue  du  point  i,  de  manière 
que  OB  soit  égal  à  k.  06  (autrement  dit,  en  déterminant  l'angle  des 
deuï  plans  de  manière  que  son  cosimis  soit  égal  à —|  ce  <[ui  est  possible, 
puisque  le  est  supérieur  à  1 . 

L'ellipse  obtenue  a  d'ailleurs  pour  petit  axe  le  diamètre  OA, 
commun  aux  deux  plans. 

732.  Théorème.  —  Un  cercle  étant  rapporté  à  dmx  diamètres  rec- 
tangulaires, le  lieu   du  point  qu'on  déduit  d'un 

point  quelconque  de  la  circonférence  en  dimi- 
nuant l'ordonnée  dans  un  rapport  constant,  sans 
changer  l'abscisse,  est  une  ellipse  ayant  le  cer- 
cle donné  pour  cercle  principal. 

Soient  encore  OA,  06  les  deux  diamètres 
rectangulaires  auxquels  est  rapporté  le  cercle 
donné  ;  m  un  point  de  ce  cercle  projeté  en  |j. 
sur  OA;  M  un  point   pris  sur  y.m  de  manière  ""'  '"  '• 

que  -^  soit  égal  a  une  constante  le  plus  petite  que  i  [fuj.  ËÛ4). 

Projetons  le  point  M  en  \l'  sur  Oi  et  soit  m'  le  point  où  Mu.'  ren- 
contre te  rayon  0/fl.  Les  parallèles  Mm',  ^0   et  les  parallèles  mM, 

Ou.'  montrent  :  1"  que    -,-—  =^  ■!-—  ^=  k,  de  sorte  que  Om'  est  cous- 
'  Om        fim 

tant  ;  2"  que  '-^~,  =  x— 7  ^^  j .  Nous  voyons  donc  que  le  point  m' 

décrit  une  circonférence  de  centre  0  et  que,  si  Oà  est  pris  pour  axe 
des  aiscisses,  le  point  M  se  déduit  du  point  m'  en  augmentant  Tor- 

1 
donnée  dans  le  rapport  constant -7-   (lequel   est  pins  grand  que    1)  sans 

changer  l'abscisse.  Donc  le  point  M  décrit  une  ellipse. 

733.  Projection  orthogonale  du  cercle. 

Théorème.  —  La  projection  orthogonale  d'un  cercle  sur  un  plan 
est  une  ellipse. 

On  peut  toujours  (413)  supposer  que  le  plan  de  projection  passe 
par  le  centre  du  cercle  (/Î3.  605).  Alors,  si  l'on  prend  le  diamètre  OA 
situé  dans  ce  plan  pour  axe  des  abscisses  tant  du  cercle  que  de  sa 
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,  y-^^ 


abscisse  Ofji  est  une  constante  plus  petite  que  I .  Donc,  (iMorème  précé- 
dent) la  projection  est  bien  une  eliipse  ayant  pour  cercle  principal 
un  cercle  égal  au  cercle  donné.  Le  point  m  du  cercle  principal  situé 
sur  l'ordonnée  [aM  prolongée  est  celui  que  l'on  obtiunt  en  rabattant 
le  point  nio  du  cercle  donné  qui  a  pour  projection  M,  c'est-à-dire  en  le 
faisant  tourner,  autour  de  OA,  d'un  angle  égal  à  l'angle  a  des  deux 
plans. 

On  peut  d'ailleurs  faire  le  rabattement  de  deux  manières  diffé- 
rentes, à  savoir  :  de  façon  que  les  segments  |j,M,  y.m  soient  toujours 


le  nombre  k,  lequel  est, 
par  2ii  et  26  les  aies  île  l'ellipse)  : 


de  même  sens  {/tg.   605),   ou  de  façon   que  ces  segments   soient 
toujours  de  sens  contraires  {ftg.  608  èis]. 

Remarque.  —  L'angle  a 

d'ailleurs  égal  au  rapport  — 

car  lorsque  le  point   \i.  est   en  0,  on   a  manifestement  [/.m  ^=  Ob 
[fig.  603)  =  a;  [iM  =  (^^{fig.  603)  =  b. 

Corollaire    I-  —  Le  lieu  des  points  M  d'un 

plan,  projetés  en  ji  à  l'inférieur  d'nn  segment  AA' 

{fig.  606)  et  tels  que  iiM  soit  dans   un   rapport 

constant  avec  la  moyenne  proportionnelle  de  (J.A  et 

Fiii.  *ii)(i.  de  ij-k.',  est  tme  ellipse. 

Car  la  moyenne  proportionnelle  de  |j,A  et  de 
(lA.'  n'est  autre  (PI.,  125,  CoroU.)  que  l'ordonnée  \i.m  du  cercle 
qui  a  AA'  pour  diamètre.  L'énoncé  précédent  résulte  donc  des  deux 
premiers  théorèmes  du  numéro  précédent. 
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II.  Équation  de  l'ellipse. —  Soient  a,  b  les  deux  demi-axes;  .r,  ;/,  l'abscisse 
Ojt  et  l'ordonnée  ^iM  du  point  M.  L'ordonnée  jun  dn  cercle  principal  est 
évidemment  donnée  par 


Par  cOLiaêqnenf.,  >/  qui  est   ëgal  à  It.  [i-in  oa  (lîem.  préccd.  ■ 
donné  par  la  relation 


laquelle  représente  Véquation  de  l'dlipse,  rapporlf^e  aux  Jeux  axes  de 
symétrie  de  la  courbe. 

734.  L'ellipse  et  le  cercle  principal  sont  (630-633)  devis  figures 
homographiques,  danslesquellesles  points  à  rinTini  se  correspondent. 
Les  points  du  grand  axe  sont  également  communs  aux  deux 
figures. 

Un  point  1'  étant  donné  dans  la  ligure  F  dont  fait  partie  l'ellipse, 
on  construira  son  homologue /i  dans  la  flgure  /"dont  fait  partie  le 

cercle  en  augmentant  l'ordonnée  de  P  dans  le  rapport  r-  sans  chan- 
ger l'abscisse.  On  trouvera  d'ailleurs  l'houiologue  d'une  droite  de  la 
flgure  F  en  construisanl  les  homologues  de  deux  de  ses  points  ou, 
plus  simplement,  en  construisant  l'homologue  d'un  de  ses  points 
que  l'on  joindra  au  point  de  rencontre  de  la  droite  avec  l'axe  ;ce 
derniei'  point  se  correspondant  à  lui-mSme). 

L'ellipse  et  le  cercle  du  n"  731  sont  également  deux  figures  homo- 
graphiques et  on  peut  leur  appliquer  des  considérations  toutes 
semblables  aux  précédentes  :  ce  sont,  celte  fois,  les  points  du  petit 
axe  qui  sont  communs  aux  deux  figures. 

On  peut  tirer  de  ce  que  nous  venons  de  dire  des  solutions  nouvelles  poul- 
ies problèmes  déjà  traités  ao  livre  IX,  cbap.  i,  tels  que  : 

Intersection  d'une  di'oife  et  d'une  ellipse.  —  On  déterminera  l'boniologue 
de  la  droite  donnée  dans  la  flgure  f.  Les  points  cherchés  sont  les  honio- 
■  logues  (dans  la  figure  F)  dos  points  de  rencontre  de  la  droite  ainsi  déter- 
minée avec  le  cercle  principal  ()ig.  607). 
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Tangentes  à  une  ellipse  par  un  pvinl  de  son  plan.  —  On  délerminora 
l'homologue  p  de  ce  point  dans  la  figure  f  (^3,  608)  :  les  tangentes  clier- 
chées  correspondront  aux  tangentes  menées  par  j>  au  cercle  principal. 


5  tanf/cnles  à  l'ellipse  parallèles  à 


On  mènera  d'une  maniôro  ani 
:tne  direction  donnée. 

735.  Diamètres  de  rellipse. 

Théorème.  —  Le  Heu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  une  dii-ec- 
lion  donnée  est  une  droite  passant  par  le 
centre  (ou,  du  moin^,  la  portion  de  celte  droite 
intérieure  à  la  courbe). 

En  effet,    dans  ie     cercle   qui  a  pour 
projection  l'ellipse  [fig.  609),  les  cordes 
qui  sont  correspondantes  k  celles  dont  il 
est  question  dans    l'énoncé,    sont   elles- 
mêmes  parallèles  à  une  direction  fixe.  Le 
lieii  de  leurs  milieux  est  donc  un  diamètre 
(perpendiculaire  à  leur  direction)  dont  la  projection  sera  le  lieu  cherché. 
Ce  iieu  est  nommé  le  diamètre  de  l'ellipse,  conjugué  de  la  direction 
considérée. 

736.  Le  diamètre  conjugué  d'une  direction  passe  par  les  points  de 
contact  des  tangentes  parallèles  à  cette  direction.  Il  passe  également  par 
le  point  de  rencontre  des  tangentes  avx  extrémités  d'une  corde  quelconque 
ayant  la  direction  considérée. 

Car  ces  propriétés,  qui  appartiennent  au  cercle,  se  conservent 
dans  la  projection  parallèle  ('). 

737.  Diamètres  coDJiigrués. 

Théorème.  —  Si  deux  diamètres  d'une  ellipse  sont  tels  que  Vun  est 

(I)  Gb9  dauî  IhéorÈmes  peuTcat  d'aillenra  se  démontrer  directs meol,  oonimo  nous  b  ferons 
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parallèle  aux  cordes  conjuguées  de  l'autre,  réciproquement  celui-ci  est 
parallèle  aux  cordes  conjuguées  du  premier. 

Car,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  diamètre  D 
d'une  ellipse  soit  parallèle  aux  cordes  conjuguées  d'un  autre  dia- 
mètre D'  est  (735)  que  D,  D'  correspondent  à  deux  diamètres 
rectangulaires  du  cercle  qui  a  pour  projection  l'ellipse  considérée  : 
et  il  est  clair  que  cette  condition  est  réciproque,  c'est-à-dire  ne 
change  pas  lorsqu'on  permute  l'un  avec  l'autre  les  deux  diamètres 
considérés. 

Remaiiques.  —  I.  Les  diamètres  conjugués  (c'est-èt-dire  tels  que 
chacun  d'eux  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
l'autre)  soni  les  rayons  correspondanis  d'une  involulion,  projection  de 
'  celle  qui  est  formée  par  les  rayons  rectangulaires  du  cercle. 

II.  Les  seuls  dinmèli-es  conjugués  gui  soient  rectangulaires  sont  les 
axes  (363). 

738.  Théorème.  —  Les  cordes  qui  joignent  un  point  d'une  ellipse  à 
deux  points  diamétralenienl  opposés  de  celle  courbe  sont  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués. 

On  donne  souvent  le  nom  de  cordes  supplémentaires  à  deux  cordes 
ayant  une  extrémité  commune  et  leurs  secondes  extrémités  diamé- 
tralement opposées,  de  sorte  que  le  théorème  peut  encore  s'énoncer  : 
Deuxcordes  supplémenlaires  sont  parallèles  à deuw  diamètres  conjugués. 

Car  deux  cordes  supplémentaires  d'un  cercle  sont  rectangulaires, 
comme  formant  un  angle  inscrit  dans  une  demi-circonférence  ('). 

739.  Théorème  d'Apollonius.  —  Dam  «ne  ellipse  :  1°  La  somme 
des  can-és  de  deux  demi-diamètres  conjugués  quelconques  est  comlanle, 
et  égale  à  la  somme  des  carrés  des  deux  demi- 
axes; 

2°  L'aire  du  parallélogi-amme  construit  sur 
deux  demi-diamètres  conjugués  est  constante 
et  égale  à  l'aire  du  rectangle  construit  sur  les 
deux  demi-axes. 

1°  Soient  une   ellipse,    projection    d'un  fig.  ^lo. 

cercle  C  {fig.  610);  deux  diamètres  conju- 
gués   OM,    ON,  projections    de    deux    diamètres    rectangulaires 
0»!„,    Ojî„  du  cercle  C.   Soient  jt.  la  projection   commune   de  m^ 

(1)  Lothâorûinc  pont  aussi  se  démontrer  dircctsmeiii  :  voir  k  cas  do  riiypcrbolo  ([i°  748). 
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et  de  M  sur  OA  ;  v,  la  projection  de  «j,  N  sur  la  même  droite.  Les 
deux  triangles  rectangles  nioMO,  «oNO  montrent  que  la  somme  des 
carrés  de  OM  et  de  ON  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
hypoténuses  (soit  2  n')  diminuée  de  ih„M^  -f  »oN^.  Mais  cette  dernière 
somme  est  dans  un  rapport  constant  avec  m^'i}  -\-  n„v  ,  car  on  a  : 

^  '     «^   ■"    -"^^    ~  ^^'  ~~  ii;/  ~  ^j  +  ^.'- 

Entîn,  on  a  m^^^  +  «oV^  =  a  ,  car  les  triangles  rectangles  OmofA, 
0«oV,  ayant  même  hypoténuse  et  étant  équiangles  (puisqu'ils  ont  leurs 
côtés  perpendiculaires),  sont  égaux,  de  sorte  qu"on  a  m„v  =  0^,  d'oii 

Dès  lors,  mJS^  +  k„N\  est  égal,  d"aprës  Téquatidn  (21  ),  à  «^  —  A^- 
Donc,  OM^  +  ON  est  constant  :  il  a  d'ailleurs  bien  la  valeur 
2  a^  —  (nuM^  +  )i^'')  —  2  a''  —  («'  —  é')  =  «'  +  6^  :  ce  qui,  au 
reste,  est  évident,  car  îes  axes  forment  évidemment  un  système  de 
diamètres  conjugués. 

2"  Le  parallélogramme  construit  sur  deux  demi-diamètres  conju- 
gués est  la  projection  du  carré  construit  sur  deux  rayons  rectan- 
gulaires du  cercle  C.  Son  aire   est  donc   égale  à  a'  (aire  au  carré) 

multiplié  par  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  plans;  soitfl^.  -  ^^  ai. 

740.  Théorème-  —    Lorsqu'une   droite   de    longueur   constante    se 

déplace  de  manière  qve  ses  deux  extrémités  décrivent  deux  droites 

fixes  rectangulaires,  un  point  quelconque  de  la 

droite  mobile  décrit  une  ellipse   ayant  ses   axes 

suivant  les  droites  fixes. 

Soient  PQ  la  droite  mobile,  les  points  P  etQ 
décrivant  respectivement  les   droites  perpen- 
diculaires Oa;,   Oy  {fig.  611);  M,   un  point  de 
cette  droite,  tel  que  MP  =  b,  MQ  =  a.  Ache- 
FiG.  en.  vons  le  parallélogramme   OQMm,  dont  le  côté 

Mm,  parallèle  à  OQ,  coupe  i^x  en  [j..  Le  point  m 
décrit    évidemment  une    circonférence   de   centre  0  et  de  rayon 

Cm  ==  MQ  =  a.   Mais,  d'autre  part,  le  rapport  —  est  égal  à  -—  : 
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il  a  donc  la  valeur  constante  -,  Le  lieu  de  M  est  donc  bien  une  ellipse, 
dcmt  les  axes  ont  pour  directrices  Oa;,  Oy,  et  pour  longueurs 
acl«?  =  *. 

REMARQUEa.  —  1.  On  voit  que  le  rayon  du  cercle  homographt'que 
correspondant  à  chaque  position  du  point  M  est  parallèle  à  la  sécajite 
mobile. 

IL  Le  raisonnement  est  le  même,  que  le  point  M  soit  sur  PQ  lui- 
même  ((?(/.  611)  ou  sur  un  de  ses 
prolongements  {/îg.  611  bis).  Une 
même  ellipse  admet  donc  deux 
modes  de  génération,  les  deux 
sécantes  qui  donnent  un  même  point 
de  la  courbe  étant  également  incli- 
nées par  rapport  aux  axes  (PQ, 
P^Q„  }ig.  611  bis). 

Ce  théorème  donne  un  moyen  très 
simple  de  construire  par  points  «ne  fis.  an 

ellipse  :  il  n'est  pas,  pour  cela,  be- 
soin d'autre  instrument  qu'une  àande  de  papier  sur 
reportées,  à  partir  d'un  même  point   (dans   le  même  sens  ou  en  sens 
contraires)  deux  longueurs  égales  aux  demi-axes. 

On  a  fondé  sur  le  même  principe  un  compas  elliptique  permettant 
de  tracer  la  courbe  d'un  mouvement  continu. 

741.  Normale  à  l'ellipse. 

On  peut  déduire  du  théorème  qui  précède  une  nouvelle  construc- 
tion de  la  tangente  à  l'ellipse  : 

Théorème.  ^  La  normale  à  l'ellipse  décrite  par  un  point  lié 
à  une  droite  de  longueur  constante  qui  glisse  entre  deux  droites 
rectangulaires  fixes,  passe  par  le  quatrième  sommet  du  rectangle  qui 
a  deux  côtés  suivant  ces  deux  droites  et  une  diagonale  suivant  la  droite 
mobile  : 

Ceci  n'est  autre  chose  que  la  proposition  démontrée  au  n'  104 
(pi.,  Hv.  II).  Car  la  normale  au  lieu  du  point  P  est  ia  perpendi- 
culaire à  OP,  la  normale  au  lieu  du  point  Q,   la  perpendiculaire 
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à  OQ,  et  par  conséquciiL  le  centre  instanlané  de  roiaiion  est  le  qua- 
trième sommet  R  du  rectangle  qui  a  trois  sommets  en  0,  P,  Q. 
Le  même  théorème  peut  se  démontrer  directement.  On  remar- 
quera, pour  cela,  que  la  tangente  en  M  est  (736)  parallèle  au  dia- 
mètre conjugué  de  OM.  Or,  deux  diamètres  conjugués  correspondent 
à  deux  rayons  rectangulaires  du  cercle  homographique,  donc 
(11°  priicéd.)  ù.  deux  positions  rectangulaires  de  la  droite  mobile.  On 
obtiendra,  par  conséquent,  le  diamètre  O'M'  conjugué  de  OM  en 
amenant  le  rectangle  OPQR, 
par  une  rotation  d'un  angle 
droit  autour  dupointO.àlapo- 
sition  OP'Q'R'  ifig.  612)  telle 
que  OP'  =  OQ,  OQ'  =  OP, 
puis  prenant  sur  la  nouvelle 
diagonale  PQ',  la  longueur 
P'M'  ^  PM. 

Mais  si  nous  prenons,  sur 
cette  même  diagonale,  la  lon- 
gueur Q'N  égale  à  la  précé- 
dente, la  droite  R'N  sera 
parallèle  à  OM'  (car  ces  dmx 
ar  l'apport  au  centre  C    du  rectangle 


t  symétriques  l 
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droites  si 

OP'qV).  Or  R'N  est  la  nouvelle  position  prise  par  RM  dans  la  rota- 
tion d'un  angle  droit  qui  amène  OPQR  sur  OP'Q'R'.  Donc  RM  est 
bien  perpendiculaire  ù.  OM',  c'est-à-dire  normal  en  M. 

Remarques.  —  Dans  la  figure  précédente,  ladroiteRM  est  égale  an 
demi-diamètre  conjugué  de  OM  :  on  a  bien,  en  effet,  RM  =;  R'N  =  OM', 

Si  l'on  prolonge  cette  même  droite  RM  d'une  longueur  MR[  égale 
it  elle-même,  le  point  R[  est  sur  la  droite  st/jnétrique  de  OR  pai-  rapport 
aux  axes,  à  une  distance  du  centre  0  égale  à  a  —  b  ouà  a~\-  b,  suivant 
que  le  point  M  est  intérieur  ou  extérieur  au  segment  PQ  (c'est-à-dirs 
sulvan.t  que  OR  =:  PQ  est  lui-même  égal  ka  -\-  b  oak  a  ■ —  b). 

Car,  C  étant  le  centre  du  rectangle  OPQR,  la  droite  CM  qui  joint 
les  milieux  de  OR  et  de  RR„  a  une  direction  symétrique  de  celle  de 


a+b 


yGoosle 


HYPERBOLE  RâPPOHTEE  A  SES  ASÏHPTOTES.  411 

D'ailleurs  on  peut  voirdirectemoiit que /ej)Ot'ii(  R  efile  quatrième  sommei  du 
rectangle  (OPiQiR,,  ^g.  612)  qu'on  obtient  en  considérant  le  point  M  comme 
consti-uit  par  le  second  mode  de  génération  mentionné  au  n°  740  (Rem.  I(), 
c'est-à-dire  comme  situé  sur  une  droite  PjQ,,  de  longueur  constante  a~  b 
mobile  entre  les  axes,  h  la  dislance  b  du  point  P,  et  à  la  dislanco  a  du 
point  Qi  ;  il  sufKl  de  remanjoer  que  la  projection  du  point  R,  sur  O.-e  est 
symétrique  de  P  par  rapport  à  la  projection  [j.  du  point  M  sur  la  infime 
droite,  de  sorte  que  cette  projection  coïncide  avec  le  point  P|(un  raisonne- 
ment analogue  s'appliquant  àla projection  de  Hi  sur  0)/). 

Le  point  Dii  du  cercle  h omo graphique  que  l'on  obtient  (740)  eu  ache- 
vant le  parallélogramme  0Q,M7ni,  n'est  évidemment  autre  que  l'inlerseclion 
deM(A  avec  OR, 

742.  Les  considérations  précédentes  donnent  immédiatement  la 
solution  du  problème  suivant  : 

Problème.  —  Construh-e  les  axes  d'une  ellipse,  connaissant  deux  demi - 
diamiti-es  conjugués  en  grandeur  et  position. 

OM,  OM'  étant  ces  deux  demi-diamètres  [/îi/.  612)  on  mènera  par 
M  deux  droites  MR,  MR[  égales  à  OM'  et  perpendiculaires  k  celle 
droite.  Les  axes  seront  dirigés  suivant  les  bissectrices  des  angles 
formés  par  OR,  OR,  et  leurs  longueurs  seront  données  par  les  rela- 
tions OR  =  a  +  6,  OR,  =  a  —  6. 

743.  Le  théorème  du  n°  740  n'est  qu'un  cas  particulier  du  sui- 
vant : 

Théorème  de  la  Hire.  — Lorsqu'une  droite  de  longueur  constante  se 


déplace  entre  deux  droites  fixes  quelconques,  un  point  quelconque  inva- 
riablement lié  à  la  droite  mobile  déci'it  une  ellipse. 
Soient  ep  (/îg.  613)  une  droite,  constamment  égale  aune  droite  fixe 
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«opo,  qui  se  déplace  de  manière  que  ses  exliTinités  a,  p  (iécrivenl 
respectivement  deux  droites  fixes  Oa;,  Oy  ;  M,  un  point  qui  se  meut 
de  manière  que  la  figure  apM  soit  (PL,  2)  invariable.  Circonscrivons 
un  cercle  au  triangle  Oa^  :  ce  cercle  aura  un  rayon  constant,  celui  du 
segment  de  cercle  décrit  sur  «opo  et  capable  de  l'angle  xOy  :  il  pourra 
dès  lors  être  considéré  comme  invariablement  lié  à  la  figure  mobile 
apM.  Si  donc  nous  menons,  dans  ce  cercle,  le  diamètre  PQ  qui  passe 
par  le  point  M,  les  longueurs  MP  et  MQ  seront  constantes. 

Mais  la  droite  OP  est  de  direction  fixe  :  car  l'angle  seoP  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  constant  aP  ;  et  il  en  est  de  même  de  la 
droite  OQ.  Ces  deux  droites  étant  d'ailleurs  rectangulaires,  nous 
sommes  revenus  au  lieu  obtenu  au  n"  740. 

Rkmakqc-k.  —  Toutefois,  il  existe  une  infinité  de  positions  du 
point  M  pour  lesquelles  le  lieu  est  une  portion  de  droite  [ellipse  infi- 
niment aplatie)  ;  ce  sont  les  points  de  la  circonférence  Oa^. 

744.  Propriété  des  sécantes   à  l'hyperbole. 

Théorème.  —  Touti^.  corde  d'une  hyperbole  a  même  milieu  qve  le 
segment  intercepté  sur  elle  par 
les  asymptotes. 

Soient  MM'  la  corde  consi- 
dérée ;  I,  I'  les  points  où  elle 
coupe  les  asymptotes.  Les  dis- 
tances des  points  M,  M'  à  01 
sont  entre  elles  {fig.  614)  comme 
les  segments  IM,  IM'  ;  les  dis- 
i~'f- »'*■  tances  de  ces  mêmes  points  à 

01'  sont  entre  elles  comme  l'M, 
l'M'.  Or  le  rapport  des  deux  premières  distances  est  inverse  du  rap- 
port des  deux  secondes,  en  vertu  du  théorème  du  u"  729.  IJdnc  on  ;l 


Cette  égalité  a  d'ailleurs  lieu  en  grandeur  et  en  signe,  car  les  points 

M,  M'  sont,  par  rapport  aux  asymptotes,  dansun  même  angle  (auquel 

IM         l'M'  ,.     „.,, 

cas  les  rapports  "Yrr;  et   =— font  tr.usdeuïpcsilifs;  /(i?,  614)  ou  dans  deux 
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HïPEituoi.E  iiAi'POirna 
angles  opposés  par   le  somm(;t  (ics 

deux  négatifs  ;  flg.  614  *û). 
Or  ii  n'y  a  qu'un  point  qui  divise 

IM 

MM     dans  un  rapport  ^^  «gîil  en 

grandeur  et  en  signe  à    jttj'   <:'cst 

le  symétrique  de  F  par  rappoit  au 
milieu  de  MM'. 

Ce  -théorème   donne  un  moyen 
simple  de  construire  par  points  une 
liyperbole  (dont  on  connaît  les  asymp- 
totes et  un  point.)   Il  suffit  de   faire  passer  par  ce  point 
sécantes  [fig.  61S)  et  de  déterminer  le  second  point  M' 


oti  clia( 


d'elles  coupe  la  courbe  en  portant,  à  pai'tir  du  point  d'intersection 
avec  nue  des  asymptotes,  un  segment  égal  à  celui  qui  est  intercepté 
entre  la  seconde  asymptote  et  le  point  connu. 

Tout  point  ainsi  construit  appartient  d'ailleurs  bien  à  l'hyper- 
bole, comme  on  le  voit  en  reprenant  en  sens  inverse  les  raisonne- 
ments précédents. 
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745.  Diamètres   de  l'hyperbole. 

Théorème.  —  Dans  une  hyperbole,  le  lieu  des  milieux  des  cordes 
parallèles  aune  direction  donnée  est  une  droite  passant  par  le  centre. 

Car  le  lieu  des  milieux  des  segments  interceptés,  sur  des  droites 
parallèles  aune  même  direclion,  par  les  côtés  de  l'anglefixe,  formé 
parles  asymptotes,  est  évidemment  une  droite  passant  par  le  som- 
met de  cet  angle. 

Le  lieu  ainsi  défini  se  nomme  le  diamètre  conjugué  de  la  direction 
de  cordes  considérée. 

746.  On  nomme  diamètres  conjugués  l'un  de  l'autre  deux  diamètres 
tels  que  le  premier  soit  parallèle  à  la  direction  conjuguée  du  second. 

Théorème.  —  Deux  diamètres  conjugués  forment  avec  les  asymptotes 
un  faisceau  harmonique  et  réeiproquemeni . 

Car  les  parallèles  à  l'un  des  rayons  d'un  tel  fiLiscoau  sont  divisées  en 
deux  parties  égales  par  les  trois  autres. 

Corollaires.  —  I.  Si  un  diamètre  est  conjugué  d'un  autre,  récipro- 
quement celui-ci  est  conjugué  du  premiei-. 

II.  Les  diamètres  conjugués  sont  des  rayons  correspondants  d'une  même 
innolution  (655). 

m.  Dans  l'hyperbole  équiiatère,  les  diamètres  conjugués  sont  égale- 
ment inclinés  sur  les  asymptotes  {PL,  201). 

Un  diamètre  passe  par  les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à 
la  direction  conjuguée  de  ce  diamètre  (si  ces  tangentes  existent). 

Car,  les  deux  points  d'intersection  d'une  tangente  étant  tous  deux 
confondus  a\ecle  point  de  contact,  il  en  est  de  même  du  milieu  delà 
corde  interceptée. 

On  voit,  de  plus,  qu'une  tangente  est  divisée 
en  deux  parties  égales  par  son  point  de  contact 
et  les  asymptotes. 


747.  (/n  diamètre  passe  par  le  point  de  ren- 
contre des  tangentes  aux  eTArémités  d'une  corde 
conjuguée. 

Fi9.  eio.  Car  soient  MM'  {fig.  ôlf»)  une  telle  corde,  NN' 

une  corde  parallèle  à  la  première.  La  droite 
qui  joint  les  milieux  de  MM',  NH'  n'est  autre  que  le  diamètre  consi- 
déré :  or  cette  droite  passe  (PI.,  121)  par  le  point  d'intersection 
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de  MN,  M'N'.  Le  diamètpe  passe  donc  aussi  par  l'iotorsection  des 
tangentes  en  M,  M',  car  celles-ci  sont  les  limites  vers  lesquelles 
tendent  MN,  M'  N',  lorsque  la  seconde  corde  se  rapproche  indéli- 
niment  de  la  première, 

748.  Deux  cordes  supplémentaires  (o'est-ii-dire  douv  cordes  qui  ont  une 
extrémité  commune  et  leurs  secondes  extrémités  diamétralement  opposées)  sont 
parallèles  à  deux  diamètres  conjugués.  En 

effet  (fig.  617),  soient  les  deux  cordes  sup- 
plémentaires MN,  MN'.  Ces  deux   cordes  r^ —        ;"" ^^ 

sont  respectivement  parallèles  aux  droites         /  ;'  ^^ 

qui  joignent  le   centre  0  de  l'hyperbole      "/       ~r-:>^ 

aux  milieux  m,  m'    de    MN,  MN'.  Or    Om       i^,,^ 

est  le  diamètre  conjugué  de  la  direction      " 

MN.  ^'""  ""■ 

Remarque.  —  Les  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer 
depuis  le  n"  745  sont  entièrement  analogues  à  ceux  que  nous  avons 
rencontrés  dans  la  théorie  de  l'ellipse  (735-738). 

Des  théorèmes  tout  semblables(sauf  ceu^  qui  regardent  les  diamètres  con- 
jugués) ont  été  également  démontrés  pour  laparabole  (532,  532  bis). 

749.  De  deux  diamètres  conjugués,  il  y  en  a  toujours  un  qui  coupe  la 
courbe  et  l'autre  qui  ne  la  coupe  pas.  Cuv  deux  diamètres  conjugués, 
formant  avec  les  asymptotes  un  faisceau  harmonique,  sont  situés 
dans  des  angles  différents  par  rapport  à  ces  droites. 

Si  un  diamètre  d'une  hyperbole  ne  rencontre  pas  la  courbe,  il 
rencontre  toujours  l'hyperbole  conjuguée.  On  convient  alors  d'ap- 
peler longueur  de  ce  diamètre  la  longueur  è  interceptée  sur  lui  par 
l'hyperbole  conjuguée.  Les  longueurs  ainsi  délinies  pour  les  diamè- 
tres non  transverses  donnent  lieu  à  des  énoncés  analogues  h  ceux 
qui  concernent  les  diamètres  de  l'eilipse,  mais  à  condition  de  chan- 
ger toujours  b'^  en  — b'^,  comme  nous  l'avons  déjà  indiqué  pour  l'axe 
non  transverse  (507).  C'est,  par  exemple,  ce  qui  arrive  pour  les  théo- 
rèmes d'Apollonius  (ex,  1Û57)  et  pour  Véqualion  de  l'hyperbole, 
rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  (ex.  1038  bis). 
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EXERCICES 

1015.  Lieu  des  points  qui  divisenl  dans  un  ni]iport  (loiiiiiï  les  cordes  d'un  certli.* 
parallèles  à  une  direction  fixe. 

1046.  L'ellipse  et  son  cercle  principal  sotjt  deux  ligures  liomologiques  avec  oeiilre 
à  rinfini. 

1047.  Construire  une  ellipse  conmiisant  deux  sommets  opposés  et  un  point  ou 

1048.  La  corde  qui  joint  les  extrémité''  de  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipEe 
est  tangente  à  une  ellipse  fij.e  Lieu  du  point  qui  divise  cette  corde  dans  un  rapport 
donné  quelconque. 

1049.  Inscrire  à  l'ellipse  ua  tiiangle  li-iiie  maximum.  11  y  a  une  infinité  de 
ti'iangles  inscrits  qui  ont  l'an  e  maximum 

Même  pvotlème  pour  un  polygone  d  un  nombre  quelconque  de  côtés. 

1050.  Circonscrire  à  l'ellipse  un  triangle  comprenant  la  courbe  à  son  intérieur  et 


1051.  Deux  demi-iiiamèlres  quelconques  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  forment 
avec  les  tangentes  menées  à  l'exlrémitâ  de  chacun  d'eux  deux  triangles  équivalents 
(utiliser  la  symétrie  olilique  de  la  courije  par  rapport  à  cliacuo  de  ses  diamètres). 

1051  bis.  Les  tangentes  menées  d'un  point  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole  sont 
entre  elles  comme  les  diamèti'es  qui  leur  sont  parallèles. 

]1  en  est  de  même  des  coi'des  des  ai'cs  qu'interceptent  entre  elles  deux  sécantes 
parallèles. 

]05a.  Si  deux  ellipses  lioniothétiques  se  coupent  et  que,  par  un  point  de  la  corde 
commune  prolongée,  on  leur  mène  des  tangentes,  celles-ci  sont  entre  elles  comme 
les  diamètres  de  l'une  des  courbes  qui  leur  sont  parallèles. 

1053.  Quand  un  parallélogramme  est  circonscrit  à  une  ellipse,  les  diagonales  sont 
deux  diamètres  conjugués  de  la  courlie.  Démontrer  le  même  théorème  pour  l'hyper- 

1051.  La  projection  parallèle  d'une  hyperbole  sur  un  plan  quelconque  est  une 
hyperbole. 

1055.  Deux  hyperboles  conjuguées  sont  obliquement  syméiriques  l'une  de  l'auti'e 
par  rapport  aux  asymptotes  :  c'est-à-dire  (voir  exercice  604)  que  chaque  point  M  de 
ï'im  correspond  âun  point  M'de  l'autre,  de  manière  que  ladroiieMM''  soit  paralléSe 
ù  une  asymptote  et  coupée  en  son  milieu  par  l'autre.  Les  points  M  et  M'  sont  les 
extrémités  (748)  de  deux  diamètres  conjugués. 

1058.  Construire  les  axes  d'une  hyperbole  connaissant  en  grandeur  et  position 
deux  demi-diamètres  conjugués. 

1057,  Le  parallélogramme  construit  sur  lieux  demi -diamètres  conjugues  d'une 
hyperbole  a  une  aire  constante- 
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La  dilRrence  des  carrés   de  ces  ileuï   i3e mi-diamètres  est  également  constante. 
1058.  Si  a',  b'  sont  les  longueurs  de  lieux  leml-diamétres  conjugués  de  l'ellipse, 
l'équation  de  la  oourlje  rajipoi'tée  à.  ces  deux  demi-diamétres  est  -75  +  ,77  =  !■ 

105S  bis.  Si  a',  b'  sont  les  longueurs  de  deux  demi-diamètres  conjugués  de  l'iiy- 
perbole,  Tiiqualioa  de  la  courlie  rapportée  à  ces  deuï  demi-âiamètres  est 


On  prouvera  que  la  Ijase  et  la  hauteur  du  parallélogL-amme  ilont  l'aire  est  cons- 
tante, en  vertu  du  n'  729,  sont  propoi-tionnelies,  l'une  à  --  —  Â  l'autre  à  -;  +  p) 

105a.  Si  X,  y  sont  les  coordonnées  de  l'extrémité  d'un  diamètre  d'une  ellipse 
rapportée  k  ses  ayes,  dont  les  langueurs  sont  a  et  b,  les  extrémités  du  diamètre 
conjugué  ontiieurs  coordonnées  x',  y'  données  par  les  formules 


Trouver  un  énoncé  analogue  pour  l'hyperbole- 

lOfiO.  Lieu  des  milieus  des  cordes  d'une  conique  qui  pisseut  par  un  point  fi\e. 
Cas  de  la  parajjole. 

Lieu  des  points  M  tels  qu'en  les  joignant  à  an  point  fixe  A  du  plan,  le  segment 
compris  entre  M  et  chacun  des  points  d'intersection  de  AM  avec  une  conique  don- 
née, soit  égal  au  segment  compris  entre  A  et  l'autre  point  d'intersection.  Montrer 
que  ce  lieu  ne  change  pas  si  on  remplace  le  point  A  par  un  point  déterminé 
quelconque  du  lieu, 

lOtil.  On  donne  un  angle  a^Oy  et  un  point  A.  Lieu  du  point  obletiu  en  prenant 
sur  une  sécante  quelconque  menée  de  A,  à  partir  du  point  oii  cette  sécante  rencontre 
0:k,  un  segment  qui  soit  dans  un  rapport  donné  avec  le  segment  intercepté,  sur  la 
même  sécante,  entre  le  point  A  et  la  droite  Oy. 

1062.  Le  lieu  des  points  qui  divisent  dans  un  rapport  donné  les  segments  interceptés 
par  un  angle  fixe  sur  les  droites  issues  d'un  point  flse  est  une  hyperbole  passant  par 
le  point  Ike  et  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  côtés  de  l'angle  (se  ramène  au 
précédent). 

1063.  Trouver,  sur  une  hyperbole  donnée,  deux  points  qui  forment  avec  le  centre 
de  la  courbe  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné. 

Même  problème  pour  l'ellipse. 

1064.  Une  tangente  mobile  d'une  ellipse  intercepte,  sur  deus  tangentes  fixes 
parallèles  entre  elles,  à  partir  des  points  de  contact,  des  segments  dont  le  produit 


Deux  tangentes  parallèles  mobiles   interceptent,  sur   une  tangente  fixe,  des 
segments  dont  le  produit  est  constant. 
Étendre  ces  théorèmes  ù  l'hyperbole  (es.  1033}. 
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1085.  Uiîciproijuement,  quand  une  droite  variu  de  manière  à  inlercepter,  sur 
deux  droites  parallèles  données,  à  partir  de  deux  points  donnés  sur  ces  droites,  des 
segments  dont  le  produit  est  consrant,  elle  est  tangente  à  une  ellipse  ou  à  une 
hyperbole  tlxe. 

IWâ.  Sur  deux  parallèles  données,  respectivement,  on  prend  deux  points  M  et  N 
tels  que  leurs  distances  à  deux  points  ftxes  A  et  B  du  plan  soient  liées  par  ia  relation 
ÂM"  —  K'.  BN"  =  constante  (K  étant  un  nombre  donné)  Montiei  que  MN  est  tan- 
gente à  une  conique  fixe  (se  ramène,  en  général  au  précédent)  Qu'arrire-t-il  pour 
K=l? 

1067.  Ramener  le  problème  du  n"  742  (i  echerche  des  a\es  d  une  ellipse  dont  on 
donne  en  grandeur  et  direction  deux  demi  diamètres (.onjugue-<)  A  rexerdce903. 

La  constructiOD  à.  laquelle  on  arrive  ^t  Id  suivante  On  co  istruit  un  carré  a^ant 
pour  sommets  opposés  les  extrémités  A  B  des  deux  demi  diamètres  donnés.  La  cir- 
conférence qui  passe  par  les  deux  auties  sommets  de  ce  cari  é  et  le  centre  donné  de 
l'ellipse  coupe  la  droite  AH  en  deux  joints  diamétr  île  ment  cpposés,  par  lesquels 
passent  respectivement  les  deux  aïescheuhes 

1068.  Les  droites  qui  joignent  deux  point-  fi\e5  dune  li-ipeibole  à  un  point 
Tariable  de  la  courba  interceptent  sur  une  asymptote  un  stgmtnt  de  longueur  cons- 
tante et  égale  à  celle  qu'interceptent  =ui  la  même  as;  mr  Cote  les  parallèles  à 
l'autre  asymptote  menées  par  les  points  fixes 

1069.  Trouver  les  diamètres  conjugués  communs  a  deux  u>  iiques  concentriques. 
Ces  diamètres   existent  toujours  si   les  coniques  ne  sont  pas  toutes   deux  des 

hyperboles. 

1070.  Construire  les  directions  des  axes  d'une  conique,  connaissant  en  direction 
deux  couples  de  diamètres  conjugués. 

1071.  Trouver,  dans  l'ellipse  ou  dans  l'hyperbole,  deux  diamètres  conjugués  faisant 
entre  eux  un  angle  donné. 

1073.  Trouver,  dans  l'ellipse,  deux  diamètres  conjugués  égaux.  Montrer  que  ces 
diamètres  sont  les  diamètres  conjugués  qui  font  entre  eux  l'angle  maximum. 

1073.  Deux  diamètres  conjugués  d'une  hyperbole  équilatère  sont  symétriques  l'un 
de  l'autre  par  rapport  aux  asymptotes. 

107i.  Lieu  d'un  point  M  d'un  plan  tel  que  les  droites  qui  le  joignent  à  deux  points 
donnes  soient  également  inclinées  sur  une  direction  donnée.- 

10"Î5.  Par  deux  points  fixes  du  plan,  respectivement,  on  mène  des  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  d'une  conique  donnée.  Quel  est  le  lieu  du  point  d'inter- 
section de  ces  deux  droites  ? 

1076.  Deux  hyperboles  équilalères  concentriques  et  qui  ont  leurs  asymptotes  â 
45oies  unes  sur  les  autres,  se  coupent  à  angle  droit  entons  leurs  points  communs. 

1077.  Ou  multiplie  les  coordonnées  des  pointsd'une  ellipse  F.  (ou  d'une  hyperbole) 
rapportée  à  ses  axes,  respectivement  par  des  coefficients  donnés. 

1"  Le  lieu  du  point  dont  les  coordonnées  sont  mesui^ées  par  les  nombres  ainsi 
obtenus  est  une  nouvelle  ellipse  (ou  hyperbole) E'; 

S'  Si  les  coefllcients  choiiîiâ  sont  tels  que  E  et  !î'  soient  homofocales  et  que  M,  N 
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soient  deux  points  quelconques  de  E  ;  M',  N',  les  points  correspondants  de  E',  la 
distance  MN'  est  égale  à  la  distance  M'N. 

(Cette  proposition  [ou  plutôt  son  analogue  en  géométrie  à  trois  dimensions)  se 
présenie  dans  une  question  de  Mécanique  Céleste]. 

1078.  La  normale  ii  une  ellipse  est  divisée  pai'  les  deux  axes  dans  un  rapport 
constant. 

Trouver  le  lieu  des  points  qui  divisent  l'un  des  segmenls  ainsi  obtenus  dans  un 
rapport  donné  quelconque. 

1079.  La  perpendiculaire  au  milieu  d'une  corde  quelconque  de  l'ellipse  divise  en 
lieux  parties  égales  le  segment  compris  entre  les  sommets  des  reclangles  OPQlt 
(n°741)  correspondant  respectivement  à  ces  points  (PI.,  102).  Elle  divise  également 
en  deux  parties  égales  le  segment  intercepté  sur  un  axe  par  les  normales  en  ceâ 
points  (PI-,  ex.  356). 

1090.  Par  deux  points  A,  B  d'une  hyperbole,  on  mène  des  parallèles  aux  asymp- 
totes  Pro  ver  : 

1  Q  e  la  weonile  diagonale  du  parallélogramme  ainsi  formé  passe  par  le  centre 
le  la  cou  be; 

2  Que  11  moitié  de  cette  seconde  diagonale  est  mojenne  propoL-tionnelle  entre  les 
1  tances  d  centre  du  parallélogramme  au  point  où  elle  renconlre  la  tangente  en  A 
et  au  ce  tre  de  la  courbe  ; 

3  Q  e  cette  même  moitié  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances 
ilu  centre  du  parallélogramme  aux  points  où  la  seconde  diagonale  rencontre  la 

1081.  Un  demi-diamètre  d'une  ellipse  est  moyen  proportionnel  entre  les  segments 
déterminés, à  partir  du  centre,  par  une  corde  conjuguée  à  ce  diamètre  et  le  point  de 
concours  des  tangentes  aux  extrémités  de  celte  corde. 

1083.  Même  proposition  pour  l'hyperbole  (imiler  la  méthode  du  n*  B36:  on  est 
ramené  aux  théorèmes  dos  transversales).  Qu'arrive-t-il  ai  le  diamètre  considéré  est 
non  Iransverse? 

1083.  Les  définitions  étant  les  mêmes  qu'à  l'exercice  876  : 

1"  Une  hyperbole  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  côtés  île  l'angle  donné  est  le 
lieu  des  points  tels  que  leurs  distances  hy|     bol  [ue      1    pè       1  u 

centre  de  la  courbe  soient  constantes  ; 

2*  La  tangente  à  cette  hyperbole  est  hyp    I  I  lu  ment  |e  p  nd   ul        au  d 
mètre  du  point  de  contact; 

3*  Les  deux  tangentes  menées  d'un  point         tt    1    i     I    1         t  mè        I       u 
hyperbolique  ; 

4*  Deux  sécantes  parallèles  interceptent  entie  elles,  sur  Lctte  hypeibole,  deu\ 
d    1 1  s  cordes  ont  même  longueur  hyperbolique; 

5  Da  n  quadrilatère  circonscrit  à,  cette  hyperbole,  la  somme  des  longueurs 
1  yp  b  I  q  es  de  deux  côtés  est  égale  à  la  somme  des  longueurs  hyperboliques  des 
d  t      ; 

6  S  ppelle  angle  hyperbolique  ou  pseudo-angle  hyperbolique  de  deux  direc- 
I  1  I  ^arithme  du  rapport  tinharmonique  formé  par  ces  directions  et  celles 
des  côtés  de  l'angle  donné,  ou  le  logarithme  de  la  valeur  absolue  de  ce  rapport 
anbarmonique,  suivant  que  ce  rapport  anharmouique  (pris  dans  un  ordre  lel  qu'il 
soit  égal  à  1  quand  les  deux  di'reetions  coïncident),  est  positif  ou  négatif  (c'est-A- 
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dire  suivant  que  ces  directions  soiil  celles  de  deux  longueurs  iiyperboliques  Je  m&nie 
espèce  ou  de  deux  longueurs  hjperboliques  d'espèces  différentes),  et  si  un  triangle 
a  deoï  côtés  de  longueurs  hyperboliques  égales  (et  de  même  espèce),  les  angles 
ou  pseudo-angles)  hyperboliques  opposés  à  ces  côtés  sont  aussi  égaux  ; 

'*  Si  les  côtés  d'un  triangle  sont  de  même  espèce,  mais  que  le  côté  AB  ait  une 
longueur  hyperbolique  plus  grande  que  AC,  l'angle  hyperbolique  ACB  opposé  à  AC 
estaussi  plus  grand  que  l'angle  hyperbolique  ABC  opposé  à  AC.  Mais  il  n'en  est 
pas  de  même  si,  les  côtés  AB  et  AC  étant  de  même  espèce,  le  côté  BC  est  d'espèce 
différente  ; 

8*  Une  hyperbole  H  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  côtés  da  l'angle  donné, 
est  le  lieu  des  points  M  tels  que  l'angle  hyperbobque  des  droites  qui  joignent  chacun 
d'eux  à  deux  points  A  etB  de  la  courbe  soit  constant. 

Évaluer  les  ailles  hyperboliques  d'un  triangle,  connaissant  les  longueurs  hyper- 
boliques de  ses  côtés  ton  commencera  par  le  cas  particulier  où  <leax  de  ces  côtés 
sont  hyperboliqueraent  perpendiculaires). 

1084.  Si  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole,  la  somme 
de  deux  des  triangles  qui  ont  pour  somme 
est  équivalente  à  la  somme  des  deux  autr 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  iascr 
passe  par  les  milieux  des  diagonales  (PI., 

e  hyperbole  coupent  cette  courbe  en  quatre 
1  asymptotes  soient  en  proportion. 

1086.  Le  produit  des  segments  interceptés,  sur  une  droite,  entre  une  hyperbole  et 
ses  deux  asymptotes  est  égal  et  de  signe  contraire  au  carré  du  diamètre  parallèle  à 
la  droite. 

1087.  Le  prodoit  des  segments  interceptés,  à  partir  d'un  point  fixe,  sur  une 
sécante  issue  de  ce  point,  par  une  hyperbole,  est  au  produit  des  segments  inter- 
ceptés, àpartir  du  même  point,  par  les  asymptotes,  dans  un  rapport  qui  ne  dépend 
pas  de  la  direction  de  la  sécante. 

(Appliquer  le  théorème  des  transversales  et  l'ex,  1068). 

1088.  Théorème  de  Newton.  Si,  par  deux  points  0. 0'  du  plan  d'une  ellipse,  on 
mène  deux  sécantes  parallèles,  dont  l'une  coupe  la  courbe  en  m,n,  l'autre  en  m',n', 

le  rapport     ,   i  ni  i  ^*'  indépendant  de  la  direction  commune  des  sécantes. 

Si,  autour  du  point  0,  on  fait  pivoter  une  sécante,  le  produit  des  segments  Oin.O/;, 
interceptés  par  la  courbe  sur  cette  sécante,  est  dans  un  rapport  constant  aveo  le 
carré  du  demi-Ûiamèlre  parallèle  à  la  sécante. 

Lieu  de  l'extrémité  d'une  longueur  portée  à  partir  de  0  sur  la  sécante  et  moyenne 
pi-oportionnelle  entre  Om  et  On. 

1089.  Mêmes  questions  pour  l'hyperbole  (utiliser  ei.  1087). 

1090.  Une  corde  focale  d'une  conique  (c'est-à  dire  une  corde  passant  par  le  foyer) 
est  proportionnelle  au  carré  du  diamètre  qui  lui  est  parallèle . 

La  somme  ou  la  différence  de  deux  cordes  focales  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués  est  constante. 
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1031.  On  ciixonsci-il  un  cercle  à  un  triangle  inseril  dans  une  ellipse.  Montre 
:  rayoïi  Rflu  cercle  ebL  donné  par  la  forniule 


où  8,Ê'!"  sont  les  demi-diamètres  parallèles  aux  côtés  du  triangle;  a,  i,  les  demi- 
axes  de  l'ellipse. 

(Appliquer  Pl.,130iis  au  triangle  considériS  et  au  triangle  [inscrit  au  cercle  de 
rayon  a),  dont  le  premier  est  la  projection). 

On  suppose  que  les  trois  sommets  du  triangle  tendent  simultanément  vers  on 
même  point  de  la  courbe.  Montrer  que  le  cercle  circonscrit  tend  vers  une  position 
limite  déterminée  [cercle  osculaleur)  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  les 
trois  sommets  se  rapprochent  de  M.  Construire  celte  position  limite. 

1033.  Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  qui  a  pour  sommets 
un  point  quelconque  ftl  d'une  ellipse  donnée  et  les  deux  foyers  (exercice  1077). 

Montrer  que  si  M' est  un  autre  point  de  la  courbe,  C  le  cercle  analogue  à  C  cons- 
truit à  l'aide  de  M',  les  droites  qui  joignent  chacun  des  points  M,  M'  au  centre  du 
cercle  correspondant  ont  mfme  projection  sur  MM'  (ex.  1079). 

En  conclure  que  l'axe  radical  des  cercles  C,  G'  passe  par  le  milieu  de  M  SI'.  La 
puissance  de  M  par  rapport  au  cercle  C  est  égale  à  la  puissance  do  M'  par  rapport 
au  cercle  C. 
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CHAPITRE  VIII 
QUADRATURE    DES    CONIQUES 

750.  Aire  de  l'ellipse. 

Théorème.  —  L'ellipse  il'a3:es  2n  et  2fi  a  pour  aire  ■Kab. 
En  effet,  cette  ellipse  est  la  projection  d'un  cercle  de  rayon  a  et 
d'aive  par  conséquent  égale  à  ita^.  Le  cosinus  de  Tangle  des  deux 

plans  est  d'ailleurs  égal  (733,  Hem.)  à-;  l'aire  projetée  est  donc  (') 
(606.  Coroll.  II)  ziï^  X  -  =  mé. 

Remarque.  —  Le  même  raisonnement  s'applique  «it  seciew 
d'ellipse,  cest-à-dire  à  la  portion  d'ellipse  comprise  eatre  deux 
de  mi- diamètres,  car  cette  aire  est  manifestement  la  projection  d'un 
secteur  circulaire.  On  peut,  dès  lors  {comparer  PI.,  263),  évaluer 
toute  aire  limitée  par  des  droites,  des  arcs  de  cercles  et  des  arcs 
d'ellipses. 

751.  Aire  du  sectear  d'iiyperboie. 

Nous  nommons  secleur  d'hyperbole  {(ig.  6'18)  l'aire  comprise  entre 
un  arc  d'hyperbole  MN  et  les  rayons  qui  joignent  ses  extrémités  au 
centre. 

On  démontre  {-)  que  la  définition  de  l'aire  (PI.,  260)  s'applique  à 
la  portion  de  plan  ainsi  définie,  c'est-à-dire  qu'en  substituant  à. 
l'arc  d'hyperbole  une  ligne  brisée  inscrite  [fig.  619),  on  obtient  une 
aire  polygonale  qui  tend  vers  une  limite  déterminée  lorsque  le 
nombre  des  cotés  de  la  ligne  brisée  va  en  augmentant  indéfiniment 

(1)  Ld  raiaonneniBiit  du  n"  60S  démontre  reiisteace  da  l'aîro  &b  1b  pai'Uon  proJatiSu,  en 
[î]  11  aufKl  (PI.  360,  noie  1,  page  2S2)  de  moiilver  que  la  distance  d'ane  cordo  au  poinl  de 


y  Google 


OOADRATUBE  DES  CONIQUES.  isa 

et  chacun  d'eux  en  tendanl  vers  zéro  suivant  une  loi  quelconque. 

Nous  allons  apprendre  à.  évaluer  l'aive  ainsi  dérioie.  Nous  pouvons 

d'ailleurs  remarquer  que  cette  aire  esl.  équivalente  à  celle  qui  est 

délimitée  par  l'arc  MN,  une  des  asymptotes,  et  les  parallèles  Mm,N!t 


[fig.  618)  menés  par  les  points  MN  à  l'autre  asymptote.  Eu  effet,  ces 
deux  aires  s'obtiennent  respectivement  en  retranchant  de  l'aire 
mixtiligne  OMNii  les  deux  triangles  rectilignes  OMm,ONn,  lesquels 
sont  équivalents  entre  eux  comme  moitiés  de  parallélogrammes 
équivalents. 

Les  droites  Mm.N»  sont  les  ordonnées  des  points  M  et  N,  lorsque 
l'hyperbole  est  rapportée  à  ses  asymptotes. 

Théorème.  —  Dans  une  même  hyperbole  supposée  rapportée  à  ses 
asymptotes,  faire  d'un  secteur  esl  proportionnelle   au   logarithme    du 
rapport  des  abscisses  des 
extrémités  de   tare    cor- 
respondant. Comme  dans 
d'autres  démonstrations 
analogues,    nous    prou- 
verons tout  d'abord   les 
deux  points  suivants  : 
1°  A  deux  valeurs  égales 
du  rapport  des    abscisses 
coiTespondenl  des  secteurs 
équivalents.  —  Soient  les 
deux  arcs  MN,M'N'   te!s  "l' "■---.. 

que  le  rapport  des  abs-  ~''-^-, 

cisses  Om,Ort    {(ig.  620)  p,^,.  g^,. 

des  points  M,N  soit  égal 
au  rapport  des  abscisses  Om',On'  des  points  M',N'.  Entre  MetN,pre- 
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nous  sur  la  courbe  les  points  M„Mj,  ...;  entre  M'  et  N'  les  points 
M'pM's,  ...,  tels  que  les  abscisses  Om',,Om'j,  ...  de  M'iiM'^,  ...  soient 
respectivement  aux  abscisses  Om„Omj,  ...  de  M,,Mj,  ...  comme  Om' 
est  S,  Om.  Si  nous  démontrons  que  le  secteur  polygonal  OMM,Mj...N 
est  équivalent  h  OM'M'jM'^.,.  N',  il  sera  établi  que  le  secteur  hyper- 
bolique OMN  est  équivalent  au  secteur  hyperbolique  OM'N',  car  le 
secteur  hyperbolique  OMN  est,  par  délinition,  la  limite  du  secteur 
polygonal  OMM|Mj...  N  lorsque  les  points  M,M,M3,  ...  vont  eu  se 
rapprochant  Indéfiniment  les  uns  des  autres. 

Comme  tout  à  l'heure^  le  triangle  OMM,  est  équivalent  au  trapèze 
MM,!»!»!  (parce  que  le  triangle  OMm  est  équivalent  à  Oii^m^),  et,  de 
même,  le  triangle  OM'M'j  au  trapèze  M'M'|Wî'*n'i,  Le  trapèze  MMimm, 
a  pour  mesure  le  demi-produit  de  la  somme  Mm  -\-  }A,m^  par  la 
hauteur,  que  nous  compterons  en  HHi  {fig.  620)  sur  la  perpendicu- 
laire aux  deux  bases  menées  par  le  point  0,  et  le  trapèxe  M'M',m'm'| 
a  pour  mesure  le  demi-produit  de  la  somme  M'm'  -f-  M\m\  par  la 
hauteur  H'H',  comptée  sur  la  même  perpendiculaire. 

Or  les  rapports —l—^  '  ..^   ,'  sont  respectivement   inverses  des 
'  '^  Uni      Mm'  ^ 

rapports  -~,  tttj/  (puisque  le  triangle  OMm  est  équivalent  à  OMjm 

et  le  triangle  OM'm'  à  OU\tn\);  ces  rapports  sont  égaux  entre  eux, 

puisque  I  on  a   -—  :=        -.  On  peut  écrire  : 

M'm'  -1-  M',m',    _  M'»/' 


Quant  aux  hauteurs  H  H',,  HH,,  elles  sont  entre  elles  comme  OH' 

,  OH',  _  OH, 

'  OiT  ~W 

Donc  les  trapèzes  en  question  sont  entre  eux  comme  les  produits 
Mm  X  OH  et  M'm' X  OH',  c'est-à-diro  comme  les  triangles  OMm, 
OM'm';  ces  trapèzes,  et  aussi  les  triangles  OMMj,OiVI'M'i,  sont,  par 
conséquenl,  équivalents  entre  eux. 

De  même,  le  triangle  OM',M'j  sera  équivalent  ii  OM,Mj,  et  ainsi  de 
suite.  La  conclusion  est  donc  démontrée. 

2°  Si  l'on  donne  au  rapport  des  abscisses  trois  valeurs  telles  que  la 
Irohième  soit  le  produit  des  deux  premières,  on  obtient  trois  neclews 
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tels  fjiie  te  tioméme  soit  équivalent  à  la  somme  des  deux  premiers.  - 
C'est  ce  qui  est  éyident  si  les  deux  premiers 
secteurs  ont  pour  base  deux  arcs  consé- 
cutifs MN.NP  ifig.  621), le  troisième  secteur 
ayant  pour  base  l'arc  total  MP.  Mais, 
d'autre  part,  il'  est  clair  qu'on  peut 
ramener  tout  autre  cas  à  celui-l'd,  en 
vertu  de  1". 

Par     conséquent,    si  le    logarithme    du       '^ 
rapport  des    abscisses    prend  trois    valeurs  *''"■  *-'■ 

telles  que  la  troisième  soit  la  somme  des  deux 

premières,  le  troisième  secteur  obtenu  est  équivalent  à  la  somme  des 
deux  premiers  :  cet  énoncé  revient  au  précédent,  puisque  la  somme 
des  logarithmes  de  deux  nombres  est  égale  an  logarithme  de  leur 
produit  ('). 

Des  deux  propositions  qui  viennent  d'être  démontrées  résulte, 
ainsi  qu'il  a  été  expliqué  à  plusieurs  reprises,  le  théorème  énoncé. 

Î52.  Nous  venons  d'apprendre  à  comparer  deux  secteurs  corres- 
pondant à  une  même  hyperbole.  Comparons  maintenant  deux 
secteurs  empruntés  à  deux  hyperboles  différentes. 

Nous  rapporterons  chacune  des  hyperboles  à  ses  asymptotes. 
L'aive  du  parallélogramme  ayant  un  sommet  en  un  point  quelconque 
d'une  de  ces  hyperboles  et  deux  côtés  suivant  les  asymptotes  de 
cette  courbe,  est  une  constante  que  nous  appellerons,  pour  abréger, 
la  constante  relative  à  l'hyperbole  considérée. 

Cela  posé,  on  aura  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Dans  deux  hyperboles  dont  chacune  est  rapportée  à. 
ses  ost/mploles,  deux  secteurs  con-espondant  à  la  même  valeur  du  rap- 
port des  abscisses  sont  entre  eux  comme  les  constantes  relatives  aux 
deux  courbes. 

En  effet,  si  0,0'  sont  les  centres  des  deux  courbes.  M,  Mj  deux 
points  de  la  première;  M',  M',  deux  points  delà  seconde,  tels  que 
leurs  abscisses  O'm',  0'm\  soient  entre  elles  comme  les  abscisses 
Cm,  Om,  des  points  M,  M;  [fig.  622),  on  démontrera,  comme  au  nu- 
méro précédent  (1°),  que  les  triangles  OMM,,  O'M'M',  sont  entre  eux 


(1)V 


r  r.ourlel.  />foiis  d'Âlgèbis, 
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comme  OMjh,  O'M'w/,  c'est-à-dire  comme  les  constantes  relatives  aux 
deux  courbes.  Dès  lors,  la  même  conclusion  s'étendra  (toirjoiirs  coinmo 


au  numéro  précédent,  1°)  au  rapport  de  deux  secteurs  OMN,  O'M'N'  tels 
que  les  abscisses  des  points  M',N'  soient  entre  elles  comme  celles  des 
points  M,  N. 
Des  deux  théorèmes  précédents  résulte  : 

Théorèine.  —  L'aire  du  secteur  correspondant  à  l'arc  compris  entre 
deux  points  d'une  hyperbole  quelconque  est  proporlionnelle  au  produit 
de  la  constante  relative  à  la  courbe  po)'  le  logarithme  du  rapport  des 
abscisses  de  ces  deux  points. 

En  effet,  nous  venons  de  voir  que  cette  aire  est  proportionneile  : 
\°  au  logarithme  du  rapport  des  abscisses  ;  2°  à  la  constante  relative 
à  la  courbe,  lorsque  ces  deux  quantités  varient  séparément  :  elle  est 
donc  proportionnelle  à  leur  produit. 

752  bis.  Corollaire.  —  Tout  ce  que  nous  venons  do  dire  subsiste 
quel  que  soit  le  système  de  logarithmes  employés. 

Prenons  maintenant  pour  base  du  système  de  logarithmes  le  rap- 
port des  abscisses  de  deux  points  M,  N,  pris  sur  une  même  branche 
d'hyperbole  et  tels  que  Taire  du  secteur  compris  entre  ces  deux 
points  soit  égale  k  la  constante  relative  à  la  courbe.  Alors  l'aire 
d'un  secteur  d'hyperbole  quelconque  sera  égale  au  produit  de  la 
constante  relative  à  la  courbe  par  le  logarithme  de  rapport  des 
abscisses  correspondantes,  car  cette  propriété  a  lieu  pour  le  secteur 
particulier  que  nous  venons  de  définir  et  s'étend,  par  suite,  à  tous 
les  autres  secteurs  d'hyperboles,  en  vertu  des  théorèmes  précé- 
dents. 
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Le  syslème  de  logarillimes  ainsi  obleoii  n'est  autre  que  lesystème 
des  logarithmes  ni/périens,  le  premier  qui  ait  été  inventé  ('),  Sa  base 
est  désignée  ordinairement  par  la  lettre  e  :  les  premières  décimales 
de  ce  nombre  sont  e  =  2,7182818... 

Le  nombre  e  n'esl  pas  constructible  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas  : 
c'est-à-dire  qu'on  ne  peut  construire  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas 
deux  lignes  dont  le  rapport  soit  égal  a  e.  Plus  généralement,  il 
n'existe  aucun  secteur  d'hyperbole  tel  qu'on  puisse  construire  géo- 
métriquement le  carré  qui  lui  est  équivalent,  en  môme  temps  que 
les  asymptotes  de  la  courbe  et  les  extrémités  de  l'arc  qui  sert  de 
base  au  secteur  (^)'. 

Remarque.  —  L'aire  d'un  sectem-  d'hyperbole  augmente  indéfimmenl 
lorsqu'une  des  extrémités  de  l'arc  correspondant  s'éloigne  à  l'infini, 
l'autre  restant  fixe,  puisque  le  logarithme  de  l'abscisse  variable 
augmente  indéfiniment. 

753.  Aire  du  segfment  de  parabole. 

Le  segment  de  parabole  est  l'aire  comprise  entre  un  arc  de  para- 
bole et  sa  corde.  Contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  l'ellipse  et 
l'hyperbole,  on  peut  construire  avec  la  règle  et  le  compas  un  carré 
équivalent  h  un  segment  de  parabole  donné  quelconque. 

Théorème.  —  Un  segment  de  parabole  équivaut  aux  deux  tia-sdu 
triangle  formé  par  la  corde  du  segment  et  les  tangentes  à  ses  extri^- 
mités  m. 


{i)  L03 

Mathéin 

atiquea  sapérieu 

cos  pepnie 

tteiit  d'établi] 

relation  q, 

.ervonir  lea  qusli 

.t6s  imagin 

^t  dont . 

nous  no  pouvons  par 

i.maiadontreiii 

lianes  ne  d 

oiipaa 

surpra 

indre-  puisque  l'un  de 

est  liiS  à  r' 

aire  de  1' 

ellipBe  (750)  et  1' 

aniroàrai 

:re  de  1 

■hypepb 

.Ole. 

i.o   thél 

iliti  de  00 

nstruir 

■e  le  m 

)mb.e  8  (ou  plutôt  un. 

1  propositio 

plus  élen^ 

mlB  [TOir  I 

duTolu«ie)).esldùà 

M.  Hennit 

(1874)  :  &> 

»t  le  ré> 

lullsb  aaquel  aov 

is  avona  f 

ait  allr 

u  liï.  I[I  [PI.,  page 

Le  théorft 

me  plus 

is  énoDcona  ensu 

ite  est 

colui  qui  a  été  déduit 

de  M.  Hei 

-mite  pai 

delà 

n,  mentionude  tout  à 

(3)  Ce  « 

LOiiibvas  6  ot  I, 

ca   thiorAi 

traîne 

l'inipojsibilité  de  ia 

quadr^tur 

.éDi'ôme . 

BtlemodedsdiiD 

Mnstralioc 

1  que  n 

OU!  en 

donnooasonldusàA 

yehiméde. 

La  dinii 

mstratio. 

n  STjppose  que  h 

■-3  poljenn 

srils  so 

auMèdent  eulTaot  u 

minée  (clieqne  poij-eone  ajant  peu 

du  précédent  et  loa 

liuRuis  de 

précédent).  Pour  dé 

montrer  qm 

la  limite  i 

ibleeue  t 

lia  loi 

d'insci 

■iption  (pourvu  que 

cliaque  côt 

[en de  ver 

B  aSrel,  i 

1  suffit  [Pl„  pag. 

1  2S3.  note 

i)  de 

fai,-B  V. 

îir  que  la  distante  d'i 

ine  wrde  a 

y  Google 


Soit  le  segment  de  parabole  dclerminé  par  la  corde  an'  (Jg.  623), 
les  tangentes  menées  à  la  coiirbe  en 
a,  a'  se  coupant  en  A.  Soit  S  l'aire  du 
triangle  Ma'. 

Le  diamètre  qiii  passe  en  A  coupe  la 
courbe  en  un  pointé  o(i  la  tangente  est 
parallèle  à  aa';  soient  B,  B'  les  points  où 
cette  tangente  coupe  respectivement  An 
et  Aa'.  Le  diamètre  kb  est  divisé  Ah, 
en  deux  parties  égales  par  les  points 
et  le  point  i  oti  il  coupe  na'  (526), 
Si  donc  nous  joignons  a/i  et  a'ô,  les 
triangles  ia/>  et  ia'b  sont  respectivement  les  moitiés  de  iak  et  de 

ïa'A,  donc,  le  triangle  aa'ù  a  pour  aire  -  .  Le  triangle  ABB',  qui  est 

semblable  kkaa',  avec  le  rapport  de  similitude-,  a  pour  mesure-^, 
de   sorte  que  (a  somme  des  deux  triangles  OBa  et  AB'iï  est  égale 

ment  7- 

4 

Menons  maintenant  les  diamètres  des  points  B  et  B'  iesqueis  cou- 
pent respectivement  la  courbe  en  c,  c'  ;  !es  tangentes  en  ces  points 
sont  respectivement  parallèles  à  ait  et  a'6  ;  la  première  coupe  aB 
en  C  et  B6  en  C;  la  seconde  coupe  èB'  en  C"  et  BV  en  C".  Si  nous 
joignons  «c,  cb,bc',  c'a',  nous  constaterons,  comme  tout  à  l'heure  : 
1"  que  le  triangle  acb  est  la  moitié  du  aBb  et  le  triangle  bc'a\  la 
moitié  du  triangle  bB'a';  2°  que  les  deux  triangles  BGC  et  B'C'C" 
sont  respectivement  les  quarts  de  Bai  et  B'ba'.  Dès  lors,  il  est  clair 

que  la  somme  des  deux  triangles  inscrits  acb  et  bc'a'  est  égale  à  7^1 

de  sorte  que  le  polygone  inscrit  acbc'a'  a  pour  aire  -  +  "q~r77' 
En  même  temps  on  voit  que  la  somme  des  deux  triangles  circon- 


ACC'C'C"'  sont  séparés  par  quatre  triangles  intermédiaires  aCc, 
cGè,  bG'c',  c'G"a',  ayant  pour  somme  y— 
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Nous  continiierûiis  de  même  en  menant  les  diamolres  des  points 
C,  C,  C",  C".  Les  points  où  ces  diamètres  couperont  la  courbe  for- 
meront, avec  les  points  précédemment  obtenus,  (I,  c,ô,c',  a',  les  som- 

metsd'unnouveaunolvKoneinscritdontrairesera  xA-^^ ,-{-~ r^^ 

*     ■'o  2     2x4  '  2x4^ 

l'espace  compris  entre  ce  polygone  inscrit  et  le  polygone  circonscrit 


Si  Von  continue  ainsi   indéfiniment,  on  voit  que  l'aire  d'nn  quel- 
conque   des    polygones   inscrits  successifs  est  mesurée  par  une 

expression  de  la  forme  -  +  ^-^  +  ^^-^,  + +  23<4^'' 

c'est-à-dire  par  ia  somme  d'un  certain  nombre  de  termes  de  la  pro- 

S  .        1 

gression  géométrique  qui  a  pour  premier  terme  ^  et  pour  raison  7- 

Lorsque  m  augmente  indéfiniment,  celte  expression  tend  (')  vers  une 
limite  é 


L'aire  compris  entre  un  polygone  inscrit  et  le  polygone  circonscrit 
correspondant  est  d'ailleurs  égale  à  y^  et  tend  bien  vers  zéro  lorsque 
m  augmente  indéfiniment. 


EXERCICES 


,'iiire  d'un  triangle  inscrit  à  une  parabole  est  double  de  celle  du  triangle 
It  formé  par  laa  tangentes  en  ses  sommets. 
Proposition  analogue  pour  un  polygone  iuscril  d'un  nombre  quelconque  décotes. 
En  dMuii-e  Taire  du  segment  de  parabole, 

en  quatre  parties  lîqniva- 


1095.  On  mène,  dans  une  ellipse,  deux  demi-diamètres  tels  que  le  secteur  compris 
entre  eux  et  la  courbe  ait  une  aire  constante.  Montrer  1"  que  la  corde  qui  joint  les 
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extrémités  de  ces  deiu  demi-iliamÈtres  est  tangente  à  une  ellipse  fixe,  qui  la  touche 

a°  Que  le  segment  compris  entfe  la  courbe  et  cette  coi'de  a  également  une  aire 
constante; 

3'  Qu'il  en  est  de  même  du  triangle  qui  a  pour  «ôlés  cette  corde  et  les  tangentes 
menées  à  ses  extrémités.  Lieu  du  point  de  concours  de  ces  tangentes. 

1095  fil*.  Étant  donnée  une  ellipse,  quel  est  le  lieu  d'un  point  pour  lequel  le  rayon 
du  cercle  considéré  à  l'exercice  751  est  constant? 

1096.  Deux  sécantes  parallèles  interceptent  sur  l'iiyperbole  des  arcs  qui  servent 
de  bases  à  des  secteurs  équivalents.  Démontrer  cette  proposition  sans  se  servir  des 
tliéorèmes  sur  l'aire  du  secteur  (n"  751-752  bis)  et  en  utilisant  seulement  le  théo- 
rÈme  sur  les  diamètres  de  l'bsperbole  (74B).  En  déduire  à  nouveau  l'aire  du  secteur 
d'byperbole  (ex.  1085). 

109T.  Résoudre,  pour  l'hyperbole,  l'exercice  1O0&. 

1098.  En  adoptant  les  définitions  des  exercices  fi76  et  1083  ; 

V  Si  deux  lignes  brisées  L  et  L',  terminées  aux  mêmes  extrémités,  ont  tous  leurs 
côtés  de  même  espèce,  et  que  h  enveloppe  L',  laquelle  est  convexe,  la  somme  des 
longueurs  hyperboliques  des  côtés  de  L  est  pbis  petite  i^ue  la  somme  correspon- 
dante relative  à  L'  ; 

2"  Dans  une  hyperbole  H  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  eûtes  de  l'angle 
donné,  le  rapport  de  la  longueur  hyperbolique  d'une  corde  AB  à  la  somme  des 
longueurs  hyperboliques  des  tangentes  AB,  BG  menées  en  ses  extrémités  et  termi- 
nées à  leur  point  de  rencontre  C  tend  vers  l'unité  lorsque  la  corde  tend  vers  zéro 
(mener  le  diamètre  du  point  C  et  appliquer  exercices  1080,  1083); 

3"  Si  on  inscrit  à  un  arc  AB  de  l'hyperbole  H  une  ligne  brisée  dont  le  nombre 
des  côtés  augmente  indéfiniment  de  manière  que  chacun  d'eux  tende  vers  zéro,  la 
somme  des  longueurs  hyperboliques  de  ces  côtés  tend  vers  une  limite  l,  qu'on  peut 
appeler  la  longueur  hyperbolique  de  l'arc  AB  ; 

4°  Deux  arcs  de  l'hyperbole  H,  qui  ont  même  longueur  hyperbolique,  sont  vus  du 
centra  sous  des  angles  hyperboliques  égaux  et  correspondent  à  des  secteurs  d'hyper- 
bole équivalents. 

Plus  généralement,  l'aire  d'un  secteur  de  l'hyperbole  H  est  proportionnelle  à.  la 
longueur  hyperbolique  de  l'arc  qui  lui  sert  de  base,  ou  à  l'angle  hyperbolique  des 
deux  rayons  qui  le  limitent. 

1089.  Si  on  joint  un  point  variable  d'une  ellipse  à  deux  points  fixes  de  la  courbe 
et  qu'on  mène,  par  le  centre,  des  parallèles  aux  droites  ainsi  tracées,  on  détermine, 
dans  l'ellipse,  un  secteur  d'aire  constante  et  égale  à  la  moitié  de  i'sire  du  secteur 
formé  par  les  demi-diamètres  qui  aboutissent  aux  deux  points  fixes. 
Même  problème  dans  l'hyperbole. 

1100,  Trouver  le  lieu  d'un  point  tel  que  le  segment  de  parabole  compris  entre  la 
courbe  et  lacorde  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce  point  ait  une  iùre  constante. 
Montrer  que  ce  lieu  est  une  parabole  qui  se  déduit  de  la  pai'abole  donnée  par  trans- 
lation. La  projection  de  la  corde  de  contact  sur  la  directrice  est  constante  (employer 
«ne  remarque  analogue  à  celle  de  l'exei-cice  109S). 

1101.  Mener,  par  un  point  intérieur  à  une  conique,  une  corde  qui  détache  le  plus 
petit  segment  possible. 
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nos.  Diviser  un  secteur  d'ellipse  en  deux  parties  ÉquiviilcQtes  par  un  Jiamèlre. 
Même  problème  pour  un  secteur  d'hyperbole  ('). 

1103.  Circonscrire  à  un  triangle  la  plus  petite  ellipse  possible. 

(On  étudiera  {ex.  1049)  le  rapport  de  i'aire  d'un  triangle  à  celle  d'une  ellipse  cir- 
conscrite etl'on  en  cherchera  le  maximum). 

1103  bis.  Inscrire,  à  un  triangle  donné,  la  plus  grande  ellipse  possible  (parmi 
celles  qui  sont  comprises  à  l'intérieur  du  triangle). 

(MSme  méthode). 

1104.  Lieu  du  centre  d'une  hyperbole  qui  passe  par  deux  points  fixes  A,  B,  de 
manière  que  le  secteur  compris  entre  la  courbe  et  les  demi-diam êtres  alioutissant 
en  ces  points  ait  une  aire  donnée,  la  constante  relative  à  la  courbe  étant  égale- 
ment donnée.  Montrer  que  les  asymptotes  passent  chacune  par  un  point  fixe.  Troii- 
Ter  le  lieu  de  l'intersection  des  tangentes  à  l'hyperbole  en  A  et  B. 

1105.  Une  ellipse  Ararie  de  manière  que  ses  axes  restent  dirigés  suivant  deux 
droites  fixes  et  que  son  aire  reste  constante.  Montrer  que  cette  ellipse  est  tangente  à 
une  hyperbole  équilatére  fixe.  Généraliser  au  cas  où  l'ellipse,  gardant  toujours  une 
aire  constante,  a  deux  diamètres  conjugués  suivant  deux  droites  données. 

1106.  Calculer  l'aire  du  triangle  qui  a,  pour  sommets  le  centve  d'une  hyperbole 
et  deux  points  de  la  courbe,  connaissant  la  constante  relative  à  l'hyperbole  et  le 
rapport  des  abscisses  des  deux  points  (lorsqu'on  rapporte  la  courbe  à  ses  asymptotes). 

1107.  Montrer  que  le  logarithme  de  {1  -|-  a),  dans  le  système  liont  la  base  est  le 
nombre  e,  est  la  limite,  pour  n  infini,  de  l'expression 

/l     ,         l        ,         1         ,  ,         1      \ 


i  polygonale  formée  à 


(1)  Le  problème  ds  diii 


soient  d'apparaoce  tc6e  did'irentea.  (L'une  conduit  h  la  division  d'un  anglo  e 
quelcoiiquo  do  parties  égales;  l'autre,  à  trouver  dous  lignss  dont  le  rapport  soit  \ 
9t  b  sont  âeax  ligues  donndee.) 
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CIUriTRE   IX 


SECTIONS    DU    CONE    OBLIQUE    A    BASE   CIRCULAIRE 
PROPRIÉTÉS  PROJECTIVES    DES  CONIQUES 


754.  Théorème.  —  La  section  d'un  cône  quelconque  à  base  circu- 
laire par  unplan  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole. 

La  démonstration  repose  sur  Se  théorème  démontré  au  n"  727  :  Le 
produit  des  distances  d'un  point  quelconque  d'un  cône  à  base  circulaire 
à  deux  plans  tangents  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  can-é  de  la 
distance  du  même  point  au  plan  des  deux  génératrices  de  contact. 

On  en  déduit,  comme  au  n"  727,  que,  lorsqu'on  coupe  un  cône  à  base 
circulaire  par  un  plan,  le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque 
de  la  section  à  deux  tangentes  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré 
de  la  distance  du  même  point  à  la  corde  de  contact. 

Cela  posé,  nous  distinguerons  trois  cas,  les  mômes  que  pour  le 
cône  de  révolution. 

Premier  cas.  —  Le  plan  mené  par  le  sommet  du  cône,  parallèlement^ 
au  plan  sécant,  est  extérieur  au  cône.  Soient  d„  d^  [fig.  624),  deux  tan- 
gentes du  cercle  de  base;  d,  leur  corde  de  contact  :  ces  trois  droites 
auront  pour  perspectives,  sur  le  plansécant  P,  deux  tangentes  D,,Dj 
de  la  section  et  leur  corde  de  contact  D.  Nous  allons  chercher  à 
choisir  rf,  et  rfj  de  manière  que  Dj  et  D|  soient  parallèles  entre  elles 
et  toutes  deux  perpendicuiaires  à  D. 

A  cet  effet,  soit  xij  l'intersection  du  plan  de  base  du  cône  avec  le 
plan  mené  par  le  sommet  S  de  ce  cône  parallèlement  à  P,  autrement 
dit  la  ligne  de  fuite  du  plan  P  sur  le  plan  du  cercie  de  base  C  :  en 
vertu  de  l'hypothèse  qui  vient  d'être  faite,  cette  droite  est  extérieure 
au  cercle  C.  Les  droites  Dj,  D^,  D  sont  parallèles  aux  droites  qui 
joignent  respectivement  (e  point  S  aux  points  i^,  i.^,  i  où  la  droite  xy 
rencontre  d,,d^,  d. 

Si  donc  l'on  veut  que  D,  et  Dj  soient  parallèles,  il  faudra  que  les 
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points  i,  et  i^  coïncident.  La  tiroiie  d  sera  alors  la  polaire  du  point  i, 
par  rapport  à  C,  de  sorte  que  les  points  i  et  i,  seront  conjugués,  l'un 
de  l'autre.  De  plus,  pour  que  D  soit  perpendiculaire  à  D,,  il  faudra 
que  l'angle  iHi,  soit  droit. 

Inversement,  si  nous  trouvons  sur  x;/  deux  points  t\  i,  conjuguijs 


l'un  de  l'autre  et  tels  que  l'angle  /Si,  soit  droit,  nous  pourrons  tou- 
jours, du  point  i„  mener  des  tangentes  à  C  (puisque  la  droite  a^  esl  entiè- 
rement extérieure  à  ce  cercle)  :  ces  tangentes  et  la  corde  de  contact  cor- 
respondante, laquelle  passera  bien  par  le  point  i,  rempliront  les 
conditions  demandées. 

Or,  si   les  'points  i,  i,  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle,  le 


y  Google 


milieu  m  do  ti,  appartiendra  (PL,  204)  à  l'axe  radical  du  cercle  G  et 
du  point  ij,  de  sorte  que  le  cercle  c,  décrit  sur  ii,  comme  diamètre 
dans  le  plan  de  C,  coupera  C  à  angle  droit.  Mais,  si  l'on  doit  avoir 
i^î,  =1  rf/-.,  ce  même  cerclecdeTraévidemment  passer  parchacun 
des  points  S,,  S',  que  l'on  obtient  en  rabattant  le  point  Sj  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre,  sur  le  plan  de  C,  autour  de  xy  comme  char- 
nière. 

Inversement,  un  cercle  passant  par  S,  et  S'^  aura  son  centre  sur  a^î/ 
(les  points  S,,  S',  étant  sjmétriqaes  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  cette  droite). 
S'il  est  orthogonal  à  C,  il  déterminera  sur  xy  deux  points  î',  ï, 
satisfaisant  aux  conditions  requises.  Or  on  peut  toujours  faire 
passer  par  les  points  Sj,  S'i  un  cercle  orthogonal  à  G  (PL,  158)  ('). 

Les  points  i,  i,  étant  ainsi  déterminés,  et  par  suite  aussi  les 
droites  D,  D,,  Dj,  la  section  considérée  sera  le  lieu  des  points  situés 
entre  les  parallèles  (')  D,,  D^  et  tels  que  leur  distance  à  la  perpendi- 
culaire commune  D  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  moyenne 
proportionnelle  de  leurs  distances  h  D,,  D^.  Ce  lieu  n'est  autre  que 
celui  que  nous  avons  trouvé  au  n''733,  CoroH.  I,  le  segment  qui 
■figure  en  cet  endroit  étant  celui  qui  est  compris  entre  les  extrémités 
A„  AadeD(^y.  624), 

Donc  la  section  est  une  ellipse. 

754  bis.  Remarque.  —  La  section  d'un  cylindre  quelconque  à  base 
circulaire  par  un  plan  est  une  ellipse  ;  autrement  dit,  la  projection 
d'un  cercle  sur  un  plan  P,  parallèlement  d  une  direction  quelconque. 


Soient  o   le  centre   du  cercle;   xi/,    l'intersection  de    son   plan 
avec  P;  0,  la  projection  de  o  sur  le  plan  P.  Le 

r«^^l__  théorème  sera  démontré  (d'après  ce  qui  précède)  si 

deux  tangentes,  rf^,  d^  du  cercle  et  leur  corde  de 


(!)  Ce  cercle  pourra  d'ailleurs  se  réduira 
diculaica  abaissée  du  centre  de  C  sur  x;/)  : 
alorarejoW  à  l'infini. 

(S)  En  effet,  ia  nappe  du  cône  donni 
cercle  C  est  tout  ontiâre  dans  un  des  diËd 
tangents  Si^r,  Sds.  Le  plan  Sxn,  parallèle  i 


,«  (le  perpen 


s  formés  par  les  plSB!! 


là  un  plan  qui  passe  par  s 
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contacta  se  pvojcttcnL  sur  P  suivant  trois  droites  D,,  D^,  D,  toiles 
que  D,  et  D^  soient  parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires  à  D. 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  constater  qu'on  trouvera  de 
telles  tangentes  en  déterminant  sur  xy  un  segment  i\  qui  soit  vu 
sous  un  angle  droit  tant  du  point  o  que  du  point  0  {ce  qui  se  fera 
par  une  consti'uction  analogue  â  celle  du  numéro  précèdent)  ;  la  droite  d  sera 
oi  ou  oi^. 

755.  Deuxième  cas.  —  Le  plan  mené  par  le  sommet  du  cône,  paral- 
lèlement au  plan  sécant,  coupe  le  cône  suivant  deux  génératrices  dis- 
tinctes. Nous  prendrons  alors  pour  U,,Dj  les  intersections  du  plan 
sécant  P  avec  les  plans  tangents  suivant  ces  deux  génératrices. 
Dans  ces  conditions,  le  raisonnement  du  n"  729  montre  que  le  pro- 
duit des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  section  à  Dj  et  à  D^ 
est  constant. 

Donc  cette  section  est  une  hyperbole  ayant  I),  et  D.^  pour  asymp- 
totes. 

756.  TEOieiÈiiE  CAS.  —  Le  plan  mené  par  le  sommet  du  cô)ie,  paral- 


lèlement au  plan  sécant,  est  tangent  au  cône.  Prenons  pour  rf^  {fîg.  626) 
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la  tangente  au  cercle  0  sUuée  <îans  ce  plan  tangent,  tf,  étant  une 
autre  tangente  quelconque  à  C.  Alors,  si  m  est  un  point  quelconque 
de  C,  M  sa  perspective  sur  le  plan  P,  on  aura 


,  (M.  D) 


et,  par  eonséqueni  la  relation  ■)■■■'  ,,.  ■■---  .  =  1  prend  la  forme 
(m,rf,)    {m,  il,) 


(M,  D,)' 


(22)  (M,  D)^  =  r  (M,  D,). 

Nous  pouvons  d'ailleurs  nous  arranger  de  façon  que  D  soit  per- 
pendiculaire à  D,.  Car  D  est  ici  parallèle  ii  la  génératrice  de  contact 
Sî  {fig.  626)  du  pian  Sd^  et  D,,  à  la  droite  qui  joint  le  sommet  au 
point  !,  d'intersection  des  tangentes  rf„  rfj.  Il  suffira  donc  de  prendre 
d,  de  manière  que  i^  soit  le  point  (à  distance  finie  ou  à  l'infini)  où  d^  est 
rencontré  par  une  perpendiculaire  à  Si,  menée  par  S. 

lÎEMAEQUE.  —  La  paraèole  doit  êlre  regardée  comme  tangente  à  la 
droite  de  l'infini,  puisque  sa  perspective  (le  cercle  C)  est  tangente  à  la 
droite  rf^,  ligne  de  fuite  du  plan  P. 

D  étant  perpendiculaire  à,  D„  l'équation  (22)  est  l'équation  d'une 
parabole  ayant  D  pour  axe  et  D,  pour  tangente  au  sommet  (535). 

Si  D  n'était  pas  perpendiculaire  à  D,,  l'équation  (22)  se  ramènerait  d'ail- 
1  eurs  (536)  à  l'équation  d'une  parabole  ayant  D  pour  diamèlre  et  D,  pour 
tangente  à  i'exlrémilé  de  ce  diamètre. 

757.  Le  théorème  précédent  s'énonce  encore  ainsi  :  Toute  perspec- 
tive d'un  cercle,  eU  une  conique. 

Ace  lIiéorÉme  on  peut  joindre  le  suivant,  que  nous  énoncerons  sans 
démonslral.ioii  (')  :  Tout  cône  du  second  ordre  (c'est-à-dire  qui  a  pour  liase 
une  conique)  peut  être  coupé  stmant  un  cercle. 

EB  trouvera  plue  lofn,  eiercico  f  161)  est  lo  suivante  :  toulea  les  foia  qu'au  cours  de  ces  Leçons 
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Nous  savons,  d'ailleurs  (722)  que  toute  conique  peut  être  consi- 
dérée, d'une  infinité  de  manières,  comme  la  perspective  d'un  cercle. 

Ce  dernier  théorème  fournit  immédiatement  une  série  de  pro- 
priétés des  coniques  :  il  montre  en  effet  qu'une  propriété  du  cercle 
s'étend  à  une  conique  quelconque  si  elle  est  projeclive  (621),  c'est-à- 
dire  si  elle  n'est  pas  altérée  par  la  perspective. 

758.  Avant  d'énumérer  les  plus  importantes  des  propriétés 
qu'on  peut  établir  ainsi,  nous  déduirons  des  théorèmes  ci-dessus 
démontrés  les  conséquences  suivantes  : 

Toute  perspective  d'une  conique  est  une  contgue,  car  c'est  la  flgure 
homographique  d'un  cercle. 

Liant  donnés  un  triangle  et  un  point  situé  dans  son  plan,  mais  non 
sur  un  de  ses  calés,  on  peut  trouver  une  conique  passant  par  ce  point  et 
tangente  à  deux  côtés  du  H'iangle  en  leurs  points  communs  avec  le 
troisième  côté. 

Soient  en  effet  ABC  le  triangle  donné,  D  le  point  donné.  Si  nous 
prenons,  sur  un  cercle  quelconque,  trois  points  h,  c,  d,  les  tangentes 
aux  points  ô  et  c  concourant  en  'a,  nous  pourrons  (634)  trouver  une 
homographie  dans  laquelle  les  points  A,  B,  C,  D  correspondent  res- 
pectivement à.  a,  b,  e,  d.  La  figure  homographique  du  cercle  bcd  sera 
alors  la  conique  demandée. 

On  peut  déduire  de  là  la  proposition  suivante,  réciproque  d'une 
de  celles  que  nous  avons  démontrées  plus  haut  (727)  :  le  lieu  des 
points  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  à  deux  côtés  d'un  triangle 
soit  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de  leur  distance  au  troisième 
côté,  est  une  conique. 

Car  si  ABC  est  le  triangle  donné  et  que  D  désigne  un  point  du  lieu, 
la  conique  qui  passe  par  D  et  qui  est  tangente  en  B  et  C  à  AB  et  à  AC 
coïncide  avec  le  lieu  en  question,  puisque  les  dislances  de  l'un 
quelconque  de  ses  points  auxcôlés  AB,  AC,  BC  présentent  entre  elles 
la  relation  qui  caractérise  ce  lieu. 

On  voit  d'ailleurs  que  la  conique  qui  passe  par  D  et  est  tangente 
en  B  et  C  à  AB  et  à  AO  est  unique  :  car  elle  ne  peut  être  autre  que  le 
lieu  précédent. 

759.  Par  cinq  points  d'un  plan,  dont  trois  quelconques  ne  sont  pas  en 

ayant  pour  bese  nnn  conique  étant  donné,  il  eïiato  toujours  des  plana  qui  la  coupent  suivant 
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ligne  divile,  on  peut  faire  passer  une  conique.  —  Soient  en  effet 
A,B,  C,  D,  E  les  cinq  points  considérés  {fig.  627).  Prenons  sur  un 
cercle  trois  points  quelconques  a,b,c,  puis  un  quatrième  point  d  tel 
que  le  rapport  antmrinDnique  de  ces  quatre  points    sur   le   cercle 


[Pi.,  212)  soit  égal  au  rapport  anharmoûiqucEABCD  et  un  cinquième 
point  e  tel  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  h,  c,  e 
sur  ie  cercle  soit  égal  au  rapport  anharmonique  D.A.BCE.  Considé- 
rons alors  Thomographie  dans  laquelle  les  points  B,  C,  D,  E  corres- 
pondent respectivement  aux  points  6,  c,d,e:  L'homologue  de  ea  sera 
EA  >  cause  de  l'éguJilé  E.  ABCD  =  e.abcd)  et  l'homologue  de  da,  DA 
(îi  cause  de  l'égalilé  D.  ABCE  ^=  d.  abca].  Donc  l'homologue  de  a  sera  A  et 
la  figure  homographique  du  cercle  abcde  sera  une  conique  passant 
par  les  points  A,  B,  C,  D,  E. 

Moyennant  cette  proposilion,  le  théorème  de  Pappus  (728,  Rem.)  admet 
évidemment  la  réciproque  suivante  ;  Le  lieu  des  points  d'un  plan  tels  que  le 
produitde  leurs  distances  à  deux  droites  données  soit  dans  un  raj^ort eons- 
tant  avec  le  produit  de  leurs  dislances  à  deux  autres  droites  données  est  une 
conique  circonscrite  au  quadrilatère  formé  par  les  quatre  droites. 

On  voit  d'ailleurs,  comme  tout  à.  l'heure,  que  la  conique  passant  par 
les  cinq  points  A,  B,  G,  D.  E  est  unique. 

Remarque.  —  La  plupart  des  raisonnements  précédents  subsis- 
tent lorsqu'un  ou  deux  des  points  considérés  sont  rejetés  à  l'infini. 
Par  exemple,  on  peut  faire  passer  par  quatre  points  une  conique  ayant 
une  direction  asymplotique  parallèle  à  une  direction  donnée  :  cela 
revient  à  dire  qu'on  peut  faire  passer  une  conique  par  quatre  points 
à.  distance  finie  et  un  point  à  l'infini. 

760.  De  même,  on  peut  ti-acer  une  conique  tangente  à  cinq  droites 
données  d'un  plan,  pourvu  que  trois  quelconques  de  ces  droites  ne  passent 
pas  par  un  même  point. 

Si  A,  B,  C,  D,  E  sont  ces  cinq  droites,  on  considérera  trois  tangentes 
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quelconques  a,  b,  c  d'un  cercle,  puis  une  quatrième  d  tel  que  le  rap- 
port anharmooique  qu'elle  forme  avec  les  trois  premières  soit  égal 
au  rapport  anharmonique  intercepté  sur  E  par  les  droites  A,  B,  C,  D 
et  une  cinquième  e  telle  que  le  rapport  anharmonique  qu'elle  forme 
,  avec  «,  b,  c,  soit  égal  au  rapport  anharmonique  intercepté  sur  D  par 
A,  B,C,  E.  Alors,  dans  l'homographie  qui  fait  correspondre  aux 
droites  6,  c,  d,  e  les  droites  B,  C,  D,  E,  la  droite  A  sera  l'homologue  de 
a  et  te  cercle  tangent  à  a,  6,  c,  d,  e  aura  comme  homologue  une 
conique  tangente  à.  A,  B,  C,  D,  E. 

761.  Parmi  les  propriétés  projectives  du  cercle,  nous  considére- 
rons d'abord  la  suivante  (PL,  212)  :  le  rapport  anharmonique  du  fais- 
ceau obtenu  en  joignant  quatre  points  fixes  d'une  circonférence  à  un 
cinquième  point  variable  du  même  cercle  esi  constant. 

On  en  déduit  immédiatement  : 

Théorème.  — ■  Le  rapport  anharmonique  du  faisceau  obtenu  enjoi- 
gnant quatre  points  fixes  d'une  conique  à  un  cinquième  point  variable  de 
la  même  conique  est  constant. 

Car  il  est  égal  (623]  au  rapport  anharmonique  du  faisceau  corres- 
pondant, formé  dans  le  cercle  dont  la  conique  considérée  est  la 
perspective. 

Ce  rapport  anharmonique  constant  est  dit  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  points  sur  laconique. 

Plaçons  successivement  l'origine  du  faisceau  en  deux  points  diffé- 
rents de  la  courbe  :  nous  voyons  que  le  théorème  précédent  peut 
encore  s'énoncer  ainsi  : 

Théorème  de  Chasles.  —  Les  droites  qui  joignent  i-espeetivement 
deux  points  fixes  d'une  conique  â  un  point  variable  de  la  même  courbe 
décrivent  respectivement  deux  faisceaux  komographiqties. 

Réciproquement  te  heu  du  point  commun  à  deux  rayons  homologues 
le  deux  faisceaux  homogi  aphiques  qui  n'ont  pas  le  même  centre  est  une 
fomque  passant  pai  les  centres  des  deux  faisceaux. 

Soient  en  effet  A  B!es  centres  des  deux  faisceaux;  C,D,E,  trois 
points  du  liPu  Par  les  points  A,  B,  C,  D,  E,  on  peut  faire  passer  une 
conique  bi  M  est  un  point  variable  de  cette  conique,  les  droites 
AM  BM  decrnent  deux  faisceaux  homographiques,  lesquels  ne  sont 
autres    que    les  faisceaux   donnés,    puisqu'ils   ont   en    commun 
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avec  eux  les  trois  couples  de  rayons  homologues  AC,  BC;  A.C,  BU; 
AE,  BE. 

Un  cas  d'exception  est  celui  où  les  faisceaux  ont  un  rayon  homo- 
logue commun  (suivant  la.  droite  qui  joint  les  centres)  :  le  lieu  est  alors  une 
droite  (642),  mais  il  convient  de  considérer,  en  outre,  comme  faisant 
partie  du  lieu,  le  rayon  homologue  commun  tout  entier,  puisqu'un 
point  quelconque  de  ce  rayon  satisfait  à  la  définition  du  lieu.  Ainsi 
complété,  le  lieu  est  un  système  de  deux  droites,  c'est-à-dire  un 
cas  limite  de  conique  (719  bi$,  Rem.). 

Ce  cas  est  d'ailleurs  le  seul  oti  le  lieu  ne  soit  pas  une  véritable 
conique  :  car,  pour  que  cette  circonstance  se  produise,  il  faut  (759) 
que  trois  des  cinq  points  A,  B,  C,  D,  E  soient  en  ligne  droite.  Or, 
deux  quelconques  des  points  C,  D,  E  ne  peuvent  être  en  ligne  droite 
avec  A  ou  avec  B  (sauf  dans  le  cas,  que  nous  écartons  ici,  mai?  que  l'on  a 
parfois  à  considérer,  où  à  n'importe  quel  rayon  issu  de  A  correspond  on  seul  et 
même  rayon  issu  de  B  ou  inversement).  D'autre  part,  si  C,  par  exemple, 
est  en  ligne  droite  avec  A  et  B,  AB  est  un  rayon  homologue  com- 
mun, et  il  en  est  de  même  si  C,  D,  E  sont  sur  une  même  droite 
coupant  AB  en  I,  puisque  le  rapport  anharmouique  (A.cnF.i)  sera 
égal  à  ÇB.CDEl). 

762.  Les  deux  théorèmes  précédents  permettent  de  construire  par 
points  une  conique  donnée  par  cinq  points  :  on  voit,  en  effet,  qu'il 
fournit  le  second  point  d'intersection  de  la  courbe  avec  ime  droite 
quelconque  AM  passant  par  un  des  points  donnés  : 

Ce  point  sera  siir  le  rayon  BM,  homologue  de  AM  dans  l'homogra- 
phie dont  AC,  BC;  AD,  BD;  AE,  BE  sont  trois  couples  de  rayons 
homologues.  Ceci  montre  à  nouveau,  comme  on  le  voit,  que  /a 
conique  qui  passe  par  cinq  points  donnés  d'un  plan  [doni  trois  ne  sont  pas 
en  ligne  droite)  est  unique. 

Le  même  théorème  donne  aussi  la  tangente  en  un  point  quelcon- 
que :  la  tangente  au  point  A,  centre  d'un  des  faisceaux,  n'est  en  effet 
autre  (comparer  PI.,  212,  Rem.)  que  l'homologue  du  rayon  de  l'autre 
faisceau  qui  passe  en  A. 

Cette  remarque  permet  évidemment  d'étendre  la  construction  d'une 
conique  donnée  par  cinq  points  au  cas  où  deux  des  points  donnés 
sont  confondus,  en  convenant  de  dire  qu'on  donne  deux  points  con- 
fondus de  la  courbe,  lorsqu'on  donne  un  point  et  la  tangente  en  ce 
point.  De  même,  elle  permet  de  traiter  le  cas  où  l'on  donne  trois 
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points  et  les  tangentes  en  deux  d'entre  eux,  c'est-à-dire  celui  do  la 
conique  étudiée  au  n"  758. 

Remarque.  —  Les  constructions  que  nous  venons  d'indiqaer 
peuvent  s'effectuer  (645)  à  laide  de  la  règle  seule. 

763.  Les  mêmes  propositions  permettent,  d'autre  part,  de  Irouoer 
tes  points  de  rencontre  d'une  droite  quelconque  avec  une  conique  donnée 
par  cinq  points. 

En  effet,  M  étant  encore  un  point  variable  de  Va  conique  iVBCDE, 
soient  m,  m'  les  points  où  les  rayons  AM,  BM  coupent  la  droite 
donnée  A  (ftg.  (i28)  :  ces  points  forment  sur  A  deux  divisions  homo- 
graphiques,  en  vertu  de  la  propriété  des  rayons  qui  les  déterminent 
^7611.  Mais  si  M  est  un  point  commun 
à  la  conique  et  à  la  droite  A,  les  points  ,_«  ._^p 

»»,  m'  sont  tous  deux  confondus  en  M.       ^^7^     V  ■"'\       •-,    " 
Donc  les  points  communs  cherchés  (s'ils         (},         /  \.     '\ 

existent     ne  sout  autres  que  les   points  '•-,  /  ^é 

doubles  des  divisions  homographiques  '*~^- ''' 

dont  nous  venons  de  parler.  ^'"^-  ''^^• 

On  doit  (621)  considérer  comme  un 
cas  particulier  du  problème  précédent  la  détermination  des  points  à. 
l'infini  {c'ti6l-à-àm  des  dii-ections  as  y  m  plo  tiques)  de  la  conique  ABCDE  :  si 
l'on  mène,  par  un  point  arbitraire  du  plan,  des  parallèles  à  AM  et  à 
BM,  on  obtient  deux  faisceaux  homographiques  dont  les  rayons 
doubles  (s'ils  existent)  sont  parallèles  aux  directions  asymptotiquos 
.  cherchées. 

Bien  entendu,  de  ce  que  nous  venons  de  dire  résulte  à  nouveau 
que  la  conique  qui  passe  par  cinq  points  donnés  est  unique. 

764.  Enfin  nous  pouvons  ajouter  la  conséquence  suivante  : 

Théorème.  —  Étant  donnés,  dans  un  plan,  quatre  points,  dont  trois 
quelconques  îie  sont  pas  en  ligne  droite,  le  lieu  du  sommet  d'un  faisceau 
dont  les  rayons  passent  respectivement  par  ces  quatre  points  et  dont  le 
rapport  ankarmonique  soit  égal  à  un  nombre  donné  est  une  conique 
passant  par  les  points  donnés. 

Car,  si  M,  M'  sont  deux  points  du  lieu,  les  faisceaux  M.ABGD  et 
M'.ABCD  ayant  même  rapport  anharmonique,  la  conique  déterminée 
par  M,M',  .\,  B,  C  passe  parle  point  D.  Les  six  points  A,  B,C,  D,M,M' 
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,élant  sur  une  même  conique,  si  le  point  a  été  choisi  une  fois  [lour 
toutes,  le  lieu  du  point  M'  est  la  conique  qui  passe  par  ce  point  et  les 
points  donnés. 

765.  Tout  pareillement,  le  corollaire  du  n''212(Pl.,  Compl.tlu  liv.  !ll] 
donne  immédiatement  : 

Quatre  tangentes  fixes  d'une  conique  interceptent  sur  une  tangente 
mobile  un  rapport  anharmom'gue  constant,  que  nous  appellerons  encore 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  tangentes. 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  tangentes  est  é(/a(  à  celui  de  lexirs 
points  de  contact. 

Par  conséquent  aussi,  en  raisonnant  comme  au  n"  761. 

Théorème.  —  Une  tangente  mobile  d'une  conique  intercepte  sur  deux 
tangentes  fixes  des  divisions  homograpliiques.    . 

Réciproquement,  la  droite  qui  joint  les  points  homologues  de  deux 
divisions  homographiques  portées  sur  des  droites  différentes  est  tangente 
à  une  conique  fixe  {'),  celle  qui  est  déterminée  comme  tangente  aux 
deux  droites  fixes  et  à  trois  positions  de  la  droite  mobile. 

On  peut  dès  lors  construire  une  tangente  quelconque  de  la  conique 
déterminée  par  cinq  tangentes  données.  On  pourra  également 
obtenir  le  point  de  contact  d'une  tangente  quelconque  :  le  point  de 
contact  de  la  droite  qui  porte  l'une  des  divisions  homographiques 
est  l'homologue  du  point  de  concours  des  deux  droites  fixes,  consi- 
dérées comme  faisant  partie  de  la  seconde  division  :  il  correspond 
en  effet  au  cas  0(1  la  tangente  mobile  vient  se  confondre,  car  les 
choses  se  passent  ainsi  dans  le  cercle,  avec  la  droite  considérée. 

On  voit  que  la  conique  déiei'minée  par  cinq  tangentes  est  unique. 

Si  l'on  veut  mené)',  dun  point  quelconque  du  plan  (à  distance  finie  ou  à 
i'infini),  des  tangentes  à  la  conique  ainsi  déterminée,  on  joindra  ce  point 
[comparer  n"  763)  à  deux  points  homologues  quelconques  des  deux 
divisions  homographiques  qui  viennent  d'être  considérées  :  on  aura 
ainsi  deux  faisceaux  homographiques,  dont  on  déterminera  les  rayons 
doubles. 

Étant  données  dans  un  plan  quatre  droites,  dont  trois  quelconques  ite 
passent  pas  par  un  même  point,  une  droite  mobile  sur  laquelle  ces  quatre 
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droites  interceptent  un  rapport  anharmonique  constant  est  tangente  à 
une  conique  fixe  (comparer  764). 

Remarque.  —  On  voit  que  le  rapport  anhurmonique  de  quatre 
points  sur  une  conique  dépend  du  choix  de  cette  conique,  même 
lorsque  les  quatre  points  sont  donnés;  et  que  le  rapport  Enharmo- 
nique de  quatre  tangentes  à  une  conique  dépend  encore  du  choix  de 
cette  conique,  lorsqu'on  donne  les  quatre  droites. 

766.  Le  théorème  de  Pascal  (PI,,  196)  et  le  théorèmede  Brianchou 
(IM.,  208)  n'introduisent  évidemment  que  des  propriétés  projectives. 
On  a  donc,  pour  les  coniques  comme  pour  le  cercle  : 

Théorème  de  Pascal,  —  Dans  un  hexagone  inscrit  à  une  conique,  les 
points  de  rencontre  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

Théorème  de  Brianchon.  —  Dans  un  hexagone  circonscrit  à  une 
conique,  les  diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposés  concourent 
en  un  même  point, 

ainsi  que  leurs  cas  limites,  tels  que  ceux-ci  : 

Dans  un  triangle  inscrit  à  une  conique,  les  points  de  rencontre  de 
chaque  côté  avec  la  tangente  au  sommet  opposé  sont  en  ligne  droite. 

Dans  un  triangle  circonscrit  à  une  conique,  les  droites  qui  joignent 
chaque  sommet  au  point  de  contact  du  côté  opposé  concourent  en  un 
même  point. 

767.  Nous  pouvons  de  même  énoncer  immédiatement  les  proposi- 
tions suivantes,  démontrées  pour  le  cercle  en  Géométrie  plane. 

Pôles  et  polaires  dans  les  coniques. 

Théorème.  —  Si,  par  un  même  point,  on  mène  à  une  conique  diver- 
ses sécantes,  le  lieu  des  conjugués  harmoniques  de  ce  point  par  rapport 
aux  cordes  interceptées  est  une  droite. 

Cette  droite  est  dite  !a  polaire  du  point  par  rapport  h.  la  conique. 

Si  le  point  donné  est  extérieur  à  la  conique,  sa  polaire  n'est  autre 
que  la  corde  de  contact  des  tangentes  menées  par  ce  point. 

Si  par  un  point  en  mène  à  une  conique  deux  sécantes  variables,  le 
lieu  des  points  d'intersection  des  diagonales  ou  des  côtés  opposés  du 
quadrilatère  qui  a  pour  sommets  leurs  points  d'intersection,  est  la 
polaire  du  point  considéré  (PI.,  2ii). 

768.  Théorème. —  Si  un  point  a  est  sur  la  polaire  d'un  point  h, 
réciproquement  celui-ci  appartient  à  la  polaire  du  point  a  (PI.,  205). 
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ISO  GÉOMÉTHIE. 

Les  poioLs  a  el  h  seront  encore  dits  conjugués  par  rapport  à  la 
conique  et  on  appellera  de  môme  droites  conjuguées  deux  droites 
telles  que  chacune  d'elles  passe  par  le  pôle  de  l'autre. 

On  pourra,  par  suite  du  théorème  précédent,  déiinir  des  figures 
polaires  réciproques  par  rapport  à  une  conique,  comme  nous  avons 
défini  les  figures  polaires  réciproques  par  rapport  à  un  cercle. 

A  des  points  en  ligne  droite  de  l'une  des  figures  correspondront  des 
droites  concourantes  de  l'autre  et  inversement  ;  et  le  rapport  anharmo- 
nique  de  quatre  points  en  ligtie  droite  sera  [PI.,  210)  égal  à  celui  de 
leurs  polaires. 

Deux  figures  polaires  réciproques  d'une  même  troisième,  par  rapport 
à  deux  coniques  différentes,  sont  komographiques  l'une  de  l'autre. 

Car  le  raisonnement  du  n"  637  ne  repose  que  sur  la  double  pro- 
priété qui  vient  d'être  énoncée  :  il  est  donc  applicable  au  cas  pré- 
sent. 

769.  La  théorie  des  diamètres  (ch.  vn)  peut  être  considérée 
comme  un  cas  particulier  de  celle  des  polaires.  En  effet,  les  sécantes 
parallèles  entre  elles  peuvent  être  considérées  comme  passant  par 
un  même  point  rejeté  à  l'infini,  et  le  milieu  de  la  corde  interceptée 
par  la  conique  sur  une  de  ces  sécantes  n'est  autre  que  le  conjugué 
harmonique  du  point  à  i'infini  par  rapport  à,  cette  corde.  Le  diamètre 
conjugué  d'une  direction  est  donc  la  polaire,  par  rapport  à  la  coni- 
que, du  point  situé  à  l'infini  sur  cette  direction.  Deux  dii'ections 
conjuguées  correspondant  à  deux  points  conjugués  de  la  droite  de 
l'infini,  le  théorème  du  n"  737  est  aussi  une  conséquence  des  précé- 
dents. 

I!  est  également  clair  que  tous  les  diamètres  passent  par  un  même 
point  —  le  pôle  de  la  droite  de  l'infini  —  et  que  ce  point  est  un 
centre  de  la  courbe,  puisque,  sur  toute  droite  issue  de  ce  point,  la 
conique  et  la  droite  de  l'infini  interceptent  une  division  harmonique. 
Dans  la  parabole,  le  centre  est  rejeté  à  l'infini  puisque  tous  les 
diamètres  sont  parallèles  entre  eux  :  ceci  résulte,  d'ailleurs,  de  ce 
que  la  parabole  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini  (756,  Rem.). 

Corollaire,  —  La  polaire  d'un  point  quelconque  par  rapport  à  une 
conique,  est  parallèle  au  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  ce 
point  :  cela  revient  à  dire  que  le  pôle  (rejeté  k  l'infini]  du  diamètre  qui 
passe  au  point  considéré  appartient  à  la  polaire  de  ce  point- 
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Dans  le  cas  de  l'ellipse,  on  pourra  achever  de  déterminer  la  polaire 
en  prenant  pour  sécante  le  diamètre  qui  passe  au  point  donné  :  il 
est  clair  qu'on  est  ainsi  conduit  à  la  solution  del'ex.  1081:  on  aura  un 
résultat  tout  analogue  dans  le  cas  de  l'hyperbole  si  le  diamètre  en 
question  est  trausverse. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  la  même  considératiou  montre  que  le 
diamètre  qui  passe  en  un  point  quelconque  est  divisé  en  deux  parties 
égales  par  la  polaire  de  ce  point  et  la  courbe  :  c'est  évidemment  le 
premier  théorème  du  n°  536.  Enfin,  dans  l'hyperbole,  on  a  un 
théorème  analogue  en  remplaçant  le  diamètre  par  une  parallèle  à 
une  asymptote- 

Deux  cordes  conjuguées  par  rapport  à  une  conique  la  divisent  harmo- 
niquement  (PL,  213). 

770.  L'homographie  et  l'involution  étant  définies  sur  une  conique 
comme  sur  un  cercle,  les  sécantes  issues  d'un  même  point  déterminent 
sur  une  conique  une  involutton  (664). 

Inversement,  si  une  involutîon  est  donnée  sur  une  conique,  les  cordes 
joignant  entre  eux  les  points  homologues  passent  par  un  même  point. 
Par  exemple,  ii,  autour  d'un  point  d'une  conique,  ou  fait  pivoter  un 
angle  droit  et  qu'on  joigne  entre  eux  les  points  où  les  côtés  de  l'angle 
rencontrent  à  nouveau  la  conique,  la  droite  ainsi  obtenue  passe  par  un 
point  fixe  (Th.  de  Frégier). 

771.  Coniques  polaires   réciproques. 

Nous  avons  précédemment  défini  la  notion  de  figures  polaires  réci- 
proques pour  les  figures  composées  exclusivement  de  points  et  de 
droites.  On  peut  étendre  cette  notion  à  des  figures  contenant  des 
lignes  courbes.  Nous  admettrons  toutefois  que  les  courbes  introduites 
possèdent  toutes  la  propriété  suivante  : 

Le  point  de  rencontre  d'une  tangente  fixe  avec  une  tangente  mobile 
qui  tend  à  se  confondre  avec  la  première  a  pour  limite  le  point  de 
contact  de  la  tangente  fixe. 

On  démontre  en  calcul  infinitésimal  que  cette  propriété  appartient 
à  des  catégories  très  étendues  de  courbes  :  nous  pouvons,  en  tout 
cas,  affirmer  qu'elle  a  lieu  pour  les  courbes  planes  que  nous  étudions 
ici,  à  savoir  pour  les  coniques. 

C'est  ce  qui  résulte  évidemment  des  théorèmes  de  Poncelet;  et 
nous  avons  vu,  d'ailleurs,  que  les  points  d'où  l'on  peut  mener  à  une 
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conique  deux  tangentes  eonfondues  sont  les  points  de  la  courbe 
(503,528). 

Nous  admeltrons  donc,  dans  ce  qid  va  suivre,  la  propriélé  pré- 
cédente. 

Cela  posé,  soient  une  courbe  G  [fig.  629);  a  un  point  quelconque 
de  celte  courbe  :  prenons  la  polaire  du  point  a  par  rapport  à  une 


conique  donnée  :  soit  A  la  droite  ainsi  obtenue.  La  tangente  D  à  la 
courbe  C  au  point  a  aura  pour  pôle  un  point  d  situé  sur  A.  Considé- 
rons la  courbe  C,  lieu  décrit  par  le  point  D  lorsque  le  pointa  décrite. 
Je  dis  que  la  tangente  à  G  au  point  d  n'est  autre  que  A. 

Si,  en  effet,  b  est  un  point  de  C,  voisin  de  a,  la  tangente  E  à  C  en 
ce  point  ayant  pour  pi^le  un  nouveau  point  e  de  C,  la  droite  de  est  la 
polaire  du  point  i  où  se  coupent  les  tangentes  D  et  E.  Or,  d'après  la 
propriété  énoncée  tout  à  l'heure,  le  point  i  a  pour  limite  a  lorsque  la 
tangente  E  se  rapproche  indéliniment  de  D.  Donc,  dans  les  mêmes 
conditions,  la  droite  de  tend  vers  la  position  limite  A  :  ce  que  nous 
voulions  démontrer. 

Ainsi,  la  courbe  G'  étant  le  lieu  des  pôles  des  tangentes  à  C,  lu 
courbe  G  est  aussi  le  lieu  des  points  «,  pôles  des  tangentes  de  G',  de 
sorte  que  si  l'on  avait  opéré  sur  la  courbe  C  comme  on  a  opéré  sur  C, 
on  serait  retombé  sur  la  courbe  C  elle-même. 

Les  deux  courbes  C  et  G  sont  dites  polah-es  réciproques  l'une  de 
l'autre. 

On  voit  qu'une  courbe  est  le  lieu  des  pôles  des  tangentes  de  la 
polaire  réciproque  et  en  même  temps  l'enveloppe  des  polaires  des 
points  de  celle-ci,  c'est-à-dire  qu'elle  est  tangente  à  toutes  ces 
polaires. 

Remaeque.  —  Deux  courbes  tangentes  entre  elles  ont  pour  ■polaires 
réciproques  deux  courbes  tangentes  entre  elles;  ces  dernières  ont, 
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en  effet,  un  point  commun  (le  pùle  de  la  langente  commune  aux  deux  pre- 
mières) avec  même  tangente  en  ce  point  {la  polaire  du  point  de  conlact 
primitif). 

772.  La  proposition,  précédemment  démontrée  :  deux  figures, 
polaires  réciproques  dhtne  même  troisième  par  rapport  à  des  coniques 
différentes,  sont  hom,ographiques  l'une  de  l'autre,  s'applique,  bien 
entendu,  à  des  figures  contenant  des  courbes  puisqu'elle  est  appli- 
cable à  des  points  quelconques  des  courbes  situées  dans  les  deux 
premières  figures,  ces  points  étant  considérés  comme  pâles  des 
tangentes  à  la  courbe  correspondante  de  la  troisième  figure. 

Nous  pouvons,  dès  lors,  énoncer  immédiatement  le  théorème 
suivant  : 

Théorème,  —  La  figure  polaire  réciproque  d'une  conique  est  une 
conique. 

En  effet,  la  polaire  réciproque  d'une  conique  C  par  rapport  à  elle- 
même  coïncide  avec  C.  chaque  tangente  ayant  pour  pûle  son  point  de 
contact  (PI.,  204).  Donc  la  polaire  réciproque  de  G  par  rapport  h  une 
autre  conique  quelconque  sera  une  figure  homographique  de  C,  c'est- 
à-dire  une  conique. 

Moyennant  le  théorème  qui  vient  d'être  établi,  nous  aurions  pu 
supprimer  certaines  des  démonstrations  qui  ont  été  précédemment 
données  relativement  aux  coniques.  C'est  ainsi  que  si  l'on  donne  cinq 
tangentes  d'une  conique,  cela  revient  à  se  donner  cinq  points  de  la 
conique  polaire  réciproque.  Aussi,  toutes  les  propositions  que  nous 
avons  données  au  n"  765  sur  une  conique  déterminée  par  cinq 
tangentes  ne  sont-elles  autres  que  celles  que  l'on  déduirait  par 
polaires  réciproques  des  propositions  analogues  énoncées  aux 
n"  759-764. 

Mais  ce  ne  sont  pas  seulement  les  énoncés  qui  se  transforment 
ainsi  les  uns  dans  les  autres  :  il  en  est  de  môme  des  démonstrations. 
Si,  dans  les  raisonnements  des  n"'  759-764,  on  remplace  le  mot  point 
par  le  mot  droite,  les  mots  points  en  ligne  droite  par  droites  concou- 
rantes, divisions  homographiques  par  faisceaux  homograpltiques,  etc., 
et,  inversement,  on  obtient  les  raisonnements  mêmes  du  n°  765. 

En  un  mot,  il  y  a  dualité  (643)  entre  les  considérations  présentées 
en  ces  deux  endroits.  Celle  dualité  existe  dans  toutes  les  propriétés 
projectives  des  coniques. 
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773.  Polaire  réciproque   d'un   cercle. 

Le  théorème  du  numéro  précédent  est  applicable  à  la  polaire  réci- 
proque d'une  conique  quelconque.  Dans  le  cas  ofi  celle-ci  est  un 
cercle,  ainsi  que  la  conique  directrice,  ou  peut  démontrer  directe- 
ment une  conclusion  un  peu  plus  précise,  k  savoir  : 

Théorème.  —  La  courbe  polaire  réciproque  d'un  cercle,  par  rapport 
à  un  cercle,  est  une  conique  ayant  pour  foyer  le  centre  du  cercle  direc- 
teur ('), 

Ce  théorème  peut,  d'ailleurs,  s'élabhr  en  partant  de  l'une  ou  des 
deux  définitions  de  la  polaire  réciproque,  c'est-à-dire  en  considérant 
celle-ci,  soit  comme  enveloppe  des 
polaires  des  points  du  cercle  consi- 
déré, soit  comme  lieu  des  pôles  des 
tangentes  du  même  cercle. 

Première  démonstration.  —  La 
polaire  d'un  point  quelconque  m 
ifuj.  630)  du  cercle  considéré  C  est 
perpendiculaire  h  la  droite  qui  joint 
le  point  »!  au  centre  0  du  cercle 
directeur,  en  un  point  m'  tel  que 
FiG,  C30,  Owi.    Om'  soit    égal  au    carré    du 

rayon  de  ce  cercle.  Le  point  m' est, 
d'après  cette  construction,  l'inverse  du  point  wt par  rapportau  cercle 
directeur  :  il  décrit  donc,  lorsque  m  varie  sur  C,  un  nouveau  cercle  C 
ou  une  droite.  Par  conséquent  la  polaire  de  m,  qui  est  perpendicu- 
laire à  Om'  en  m',  enveloppe  (771)  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une 
parabole. 

Remauque.  —  Si  le  point  0  est  intérieur  au  cercle  C,  il  sera  égale- 
ment intérieur  h  C,  et  la  polaire  réciproque  de  G  sera  une  ellipse. 

Si  0  est  intérieur  à  C,  il  sera  aussi  extérieur  à.  C  et  la  jyolaire 
réciproque  sera  une  hyperbole. 

Si  0  est  sur  C,  le  cercle  se  réduira  à  une  droite  et  la  polaire 
réciproque  sera  une  parabole. 

C'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  peut  constater  a  posteriori  :  car  les 
points  à  l'infini  de  la  polaire  réciproque  correspondent  (PI.,  204) 

(I)  Le  mot  cercle  direeievr  a  ici,  bien  entendu,  le  sens  que  nous  lui  avoHs  attribué  OQ 
GiSoniétrie  plane  (îl)8)  et  non  celui  qu'il  arail  sa  livre  IX  (*9B). 
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aux.  tangentes  menées  par  le  point  0  à  la  courbe  primitive  C,  do 
sorte  que  les  directions  asymptotiques  seront  perpendiculaires  àces 
tangentes  :  leur  existence  dépendra  donc  de  la  situation  du  point  0 
par  rapport  à  G.  Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  les  asymptotes  (qui  sont 
(5Wj  les  tangentes  à  l'infini)  seront  les  polaires  des  points  de  contact  des 
tangentes  ainsi  menées. 

Deuxième  démonstration.  —  Considérons,  en  second  lieu,  une 
tangente  quelconque  du  cercle  [flg.  631)  :  son  pôle  sera  un  point  p, 
inverse,  par  rapportaucercledirecteur,  de  la  projection  P  du  point  0 
sur  la  tangente,  et  le  cercle  décrit  sur  Op  comme  diamètre  sera 
l'inverse  de  cette  tangente  (PL,  220).  Or,  puisque  celle-ci  enveloppe 
le  cercle  C,  son  inverse  enveloppera  le  cercle  C,  inverse  de  C  :  ie 
milieu  p,  de  Op  sera  donc  ie  centre  d'uu  cercle  passant  par  0  et 
tangent  à  G'.  Il  décrira,  par  conséquent  (495,  508,  522),  une  conique 
et  le  point  p  décrira  une 
conique  tiomo  thé  tique. 

Le  même  théorème  s'ob- 
tient encore  par  hi  inéthodL' 
suivante  : 

Troisième  démonstration. 
—  Deux  tangentes  im,  in 
du  cercle   C   forment  des 
angles  égaux  avec  la  droite 
qui  joint  leur  point  com- 
mun i  au  centre  du  même  ..--ô"^     '""-. 
cercle.  Ces  deux  tangentes                                       /' 
ayant    pour    pôles     deux                                     /;  \J 
points   p,  q  de  la  courbe                                     ;    '■■-.—-■'\P'  l 
cherchée,  le   point  t   aura 
pour  polaire  la  droite  pq, 

et  la  droite  qui  joint  î  au  ^~ o 

centre  du  cercle  C  corres-  ^•'>-  'î^'- 

pondra  au  point  r,  inter- 
section  de  pq    avec    la    droite    D,   polaire    de   ce    centre.    Donc 
(PL,  209)  la  droite  Or  fait  des  angles  égaux  avec  Op  et  Oq.  Dès 
lors,  en  reprenant  en  sens  inverse  le  raisonnement  du  n"  725,  on 
voit  que  les  distances  des  points  p.  q  au  point  0  sont  entre  elles 
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comme  les  distances  des  mêmes  points  à  D.  Los  points  p,  q  étant 
quelconques  sur  la  courbe  cherchée,  celle-ci  est  (723)  une  conique 
de  foyer  0. 

Corollaire.  —  Cette  dernière  démonstration  nousmontre  en  même 
temps  que  la  droite  ï),  polaire  du  centre  du  cercle  considéré  C,  est  la 
directrice  de  la  conique  obtenue. 

C'est,  d'ailleurs,  ce  que  l'on  peut  voir  directement,  une  fois  le 
théorème  précédent  démontré  d'une  façon  quelconque.  En  effet,  le 
centre  du  cercle  C  est,  par  rapport  à  ce  cercle,  le  pôle  de  la  droite 
de  l'inflni  :  par  conséquent,  il  lui  correspondra  une  droite  qui  sera 
la  polaire  du  point  0  par  rapport  à  la  polaire  réciproque  (').  Or,  la 
directrice  correspondante  à  un  foyer,  étant  perpendiculaire  à  l'axe 
focal  et  passant,  en  vertu  de  sa  définition  même,  par  le  conjugué 
harmonique  du  foyer  par  rapport  à  cet  axe  {puisque  le  rapport  des 
distances  des  eitrémités  de  l'axe  au  foyer  et  à  la  dii'ecti'ice  doit  être  le  même),  est 
(769)  la  polaire  de  ce  foyer. 

774.  La  méthode  des  polaires  réciproques  permet  évidemment  de 
déduire  de  propriétés  connues  du  cercle  des  propriétés  correspon- 
dantes des  coniques.  Par  exemple,  un  raisonnement  tout  analogue  à 
la  troisième  démonstration  du  numéro  précédent  permet  de  déduire 
la  construction  de  la  tangente  à.  une  conique  donnée  par  son  foyer 
et  sa  directrice  (726,  Coi-oll.)  du  théorème  qui  donne  la  tangente  au 
cercle  commo  perpendiculaire  au  rayon  du  point  de  contact.  De 
même,  l'un  des  théorèmes  de  Poncelet  (504)  résulte  immédiatement 
de  ce  que  deux  tangentes  quelconques  au  cercle  sont  également 
inclinées  sur  la  corde  de  contact;  etc. 

775.  Le  théorème  du  n"  773  admet  la  réciproque  suivante  : 

Réciproque.  —  La  polaire  réciproque  d'une  conique  par  rapport 
à  un  cercle  ayant  son  centre  en  un  des  foyers,  est  un  cercle, 

pour  la  démonstration  de  laquelle  il  suffit  de  reprendre  en  sens 
inverse  l'un  quelconque  des  raisonnements  précédents. 

ont  poui'  polairas  réciproques,  par  rapport  â  une  conique  S,  nue  droite  et  un  point,  p61e  et 
polaire  Vaa  de  l'autre  pur  rapport  à  la  polaire  réciproque  de  C.  Ceci  est  en  effet  évident 

la  figure  formée  par  C,  p  et  P  est  remplacée  par  une  figure  homograpbique  :  ce  qui  ne 
change  pas  la  relation  de  polarité  qne  nous  avons  en  rue. 

On  voit  aussi  qu'à  deux  pointa  eonjugués  par  papporl  d  «ne  conique  C  corrispondeal  deux 
•iroites  eonjugaées  pnj'  rapport  à  la  polaire  réciproque  de  C. 
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On  voit  qu'on  a  là  une  propriété  caractéristique  des  foyers,  tout 
foyer  étant  le  centre  d'un  cercle  par  rapport  auquel  la  conique 
considérée  a  pour  polaire  réciproque  un  cercle,  et  inversement. 
Cette   propriété    peut  d'ailleurs  être  remplacée  par  la  suivante  : 

Detix  droites  conjuguées  issues  d'un  foyer  sont  toujours  rectangu- 
laires. 

En  effet,  deux  points  à  l'infini  conjugués  par  rapport  à  un  cercle 
sont  sur  des  directions  rectangulaires. 

Lorsqu'on  prendra  la  figure  polaire  réciproque  par  rapport  à 
un  autre  cercle  0,  ces  deux  points  à  l'infini  donneront  deux 
droites  passant  par  le  point  0  et  conjuguées  par  rapport  à  la  conique 
obtenue. 

Inversement,  un  point  pris  dam  le  plan  d'une  conique  et  tel  que  deux 
droites  conjuguées  passant  par  ce  point  soient  toujours  rectangulaires, 
est  un  foyer,  car  par  rapport  à  un  cercle  ayant  ce  point  pour  centre, 
la  conique  considérée  aura  pour  polaire  réciproque  une  conique 
dont  tous  les  diamètres  conjugués  seront  rectangulaires  et  qui 
sera  par  conséquent  un  cercle  (puisqu'elle  admettra  chacun  de  ses  diamètres 
comme  aie  de  symétrie). 

776.  Nous  appliquerons  cette  défiuilion.  des  foyeis  à  la  résolution  du 
problème  suivant  : 

Problème.  —  Étant  donné-<  une  conique,  un  poml  intérieur  à  cette  panique 
et  une  di-(dte  queleonqut  dans  wn  plan,  pi  ojelei  ta  fiyure  sur  un  seaond  plan 
de  manière  que  la  pet  speottve  de  la  dioite  donnée  soit  a  l'infini  et  cette  du  point 
donné  au  foyer  de  la  conique  projetée 

Soient  C  la  conique  donnée,  D  la  droile,  p  le  point.  Puisque  p  est  inté- 
rieur à  la  conique,  les  droites  conjuf^uées  qui  passent  par  ce  point  forment 
une  involution  dont  les  layons  doubles  sont  imaginaires  et  interceptent 
par  suite  sur  D  une  involution  dont  les  pomis  doubles  sont  imaginaires. 
Or  les  poinis  homologues  de  cetle  nivolution  d  ta        pour  perspec- 

tives sur  le  pian  cherctié  des  points  a  1  infini  s  tu  la  d  d  rectîons  rec- 
tangulaires; et  inver',ement,  s  il  en  est  ainsi,  1  d  t  du  problème  se 
trouveront  bien  remplies. 

On  prendra  donc,  dans  un  plan  passant  par  D  t  d  ff  nt  ilo  plan  donné, 
UD  point  duquel  cliaque  couple  de  points  hom  )  i    1  n     lution  déter- 

minée sur  D  soit  vu  sous  un  angle  droit  (G56).  Ce  point  sera  le  point  de 
vue  et  le  plan  mené  par  ce  point  et  la  droite  D  sera  parallèle  au  plan  du 
tableau. 

Si  la  droite  D  est  la  polaire  du  point  p,  la  conique  projetée  sera  un 

cercle  (puisque  le  ct-nti-e  coïncidera  avec  un  fojer). 
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777.  Théorème  de  Oesm-gues.  Une  conique   quelconque,   les  cdiés 
opposés  et  les  diagonales  d'un  quadrilatère  inscrit  à  cette  conique  déter- 
minent sur  une  transversale   quelconque 
des  couples  de  points  en  involution. 

Même  démonStralion  qu'au  n°  661. 

Soit  une  transversale  coupant  en  m, 

m'   une   conique   {fig.   632),  en   p,   p' ; 

q,  q'  les  côtés  opposés  AD,  BG  et  les  dia- 

°       ^-"---^c  gonales  AC,  BD  du  quadrilatère  inscrit 

Fig.  cas.  ABCD.  Les  rayons  qui  joignent  un  point 

varialite  de  la  courbe  aux  points  A  et  B 

déterminent   respectivement   sur   la   transversale    deux    divisions 

ho  m  0  graphique  s,   lesquelles   ont   pour  points  homologues  p,  q'\ 

q,  p'  et  pour  points  doubles  m,  m'.  Donc  les  points  m,  m'  ;  p,  p'  ; 

q,  p'  forment  bien  une  involution  (660). 

Théorème  corrélatif.  —  Les  tangentes  menées  d'un  point  â  une 
conique  et  les  droites  joignant  ce  même  point  aux  couples  de  sommets 
opposés  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  cette  conique  donnent  des 
couples  de  rayons  en  involution. 

Démonstration  corrélative  de  celle  qui  précède. 

778.  Le  théorème  de  Desargues  permettrait  aisément  de  construire 
une  conique  donnée  par  cinq  points  ;  il  permet  également  (ce  à  tiuoi  ne 
suffisent  pas    les  considérations  précédemment 

employées)  de  construire  une  conique  dé - 
'terminée  par  cinq  données  dont  les 
unes  sont  des  points  et  les  autres  dos 
tangentes. 

Supposons  d'abord  qu'on  donne 
quatre  pointset  une  tangente(yÎ3'.633)  : 
il  suffira  de  déterminer  te  point  de  con-  p^ç_  ^^^^ 

tact  de  la  tangente  pour  être  ramené  à 

un  cas  déjà  traité.  Or,  ce  point  de  contact,  représentant  deux  points 
d'intersection  confondus,  est  nécessairement  un  des  points  doubles 
de  l'involution  déterminée  sur  la  tangente  par  les  côtés  opposés 

(1)  11  est   à  peine  oécessairo  de  faire  observer  qus  la  déinanstration   du  Ihéorâiua  de 
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du  quadrilatère   qui  a  pour  sommets  les  quatre    points  donnés. 
Le  problème  pourra  avoir  par  consûqueut  deux  solutions. 
Il  en  est  de  même  dans  le  cas  où  l'on  donne  un  point  et  quatre 
tangentes,  lequel  est  corrélatif  du  précédent. 

Si  maintenant  on  donne  trois  points  et  deux  tangentes,  on  cher- 
chera à  déterminer  la  corde  de  contact,  A  cet  effet,  on  remarquera 
que  chacun  des  points  de  contact  peut 
être  considéré  comme  représentant  deux 
points  confondus  et  que  l'on  a,  par 
conséquent,  un  quadrilatère  inscrit  dont 
deux  côtés  opposés  sont  formés  par  !es 
deux  tangentes  et  deux  autres  côtés, 
confondus  suivent  îa  corde  de  contact. 
Celle-ci  passera  dès  lors  par  un  des 
points  doubles  de  l'involution  détermi- 
née sur  la  droite  qui  joint  deux  des 
points  donnés,  par  ceux-ci  et  les  deux 
tangentes  (fig.  634). 

En  joignant  le  troisième  point  donné  ''""''■  ^''*- 

à  l'un   des   deux  premiers,  on  aura  de 

même,  sur  la  droite  de  jonction,  un  nouveau  point  de  la  corde  de 

contact.  Ce  point  pouvant  également  être   choisi  de   deux   façons 

différentes,  le  problème   (s'il  est    possible)  aura  quatre    solutions. 

On  aura  une  solution  corrélative  de  la  précédente  pour  le  cas  oii 

les    données     seront 

deux  points  et  trois 

tangentes. 

779.  Notions  nnv 
rintci'scetioH  ilu»« 
conlque«i. 

Le  ihéorème  de  De- 
sargues est  important 
au  point  de  vue  de 
l'étude  des  coniques  qui 
ont  quatre  points  com- 

Deux  coniques  ne  'peu- 
vent avoir  plus  de  quatre 
r  qu'une  conique  par  cinq 
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points  donnés.  Par  contre,  deux  uniques  peiivml  avoir  quatre  points  com- 
muns, car  deux  coniques  déterminées  par  quatre  points  communs  et  un 
cinquième  point  différent  de  part  et  d'autre  sont  en  général  distinctes. 

Deux  coniques  se  coupant  en  quatre  points  A,  B,  C,  D,  joignons  Â6,  CD 
(fig.  635),  nous  avons  ainsi  un  couple  de  cordes  communes:  soit  I  ie  point 
d'intersection  (à  distance  flnie  oui  rinfinij  de  ces  deux  droites.  Soient  de  même 
K  le  point  de  rencontre  de  AC,  BD;  L  le  point  de  rencontre  de  A.D,  BC. 
Chacun  despoints  I,  K,  L  a  même  polaire  dans  les  deuie  coniques,  à  savoir,  la 
droite  qui  joint  ies  deux  autres  points  {VI.,  211].  On  nomme  ces  points  les 
pôles  doubles;  leurs  polaires  sont  le.s polaires  doubles;  le  triangle  IKL  est  le 
triangle  conjugué  commun  ('), 

Inversement,  tout  point  qui  a  même  polaire  par  rapport  aux  deux  courbes 
coïncide  avec  l'un  des  trois  points  dont  nous  venons  de  parler;  car,  si 
un  point  possédant  cette  propriété,  la  droite  qui  joint  ce  point  à  l'un  quel- 
conque des  points  communs  aux  deos  coniques  A,  par  exemple,  la  droite 
ainsi  obtenue  coupera  les  deux  courbes  en  un  second  point  comm 
savoir  le  conjugué  harmonique  du  point  A  par  rapport  au  segment  inter. 
cepté  sur  lA  entre  le  point  I  et  la  polaire  (communB  par  hypothèse)  de  I  par 
rapport  à  ces  deux  courbes  (comparer  PI.,  137);  les  points  A,  B,  C,  D 
donc  deuï  par  deux  sur  deux  sécantes  issues  de  l. 

De  même,  deux  coniques  ne  peuvent  avoir  plus  de  quatre  tangentes 
niunes,  mais  elles  peuvent  en  avoir  quatie  Corrélativement  à  ce  que  nous 
venons  de  dire,  nous  considereions  les  po  ntsj  dmteiseclion  de  ces  tan- 
gentes, points  que  l'on  nomme  jmbtlics  Les  di  oUes  qui  joignent  les  ombilics 
opposés,  autrement  dit  les  diagonales  du  quidiilatôre  complet  qui  a  pour 
côtés  les  tangentes  communes,  sonf  les  coies  du  titarijle  conjugué  commun, 
par  conséquent  du  même  triangle  IKL  formé  avec  les  cordes  communes. 

Application  du  théorème  de  Desargues  —  Soient  maintenant  des. 
coniques,  en  nombre  quplcnnque    ij-inf  toutes  les  mêmes  quatre  points 


Ces  coniques  înlercepte) ont  *!«?  une  ti ansiei sale  quelconque  des  segments 
faisant  partie  d'une  même  mvoluUon  celle  qui  est  déterminée  par  les 
côtés  opposés  (ou  deux  cites  opposes  et  les  diagonales)  du  quadrilatère  inscrit 
commun. 

Les  polaires  d'un  même  point,  par  rapport  à  toutes  les  coniques  qui  ont 
leurs  quatre  points  d'intersection  communs,  sont  concourantes.  Soient  en  effet 
M  un  point  quelconque;  M' le  point  de  concours  des  polaires  de  M  par  rap- 
port a  deux  des  coniques  considéiees  Les  points  M,  M'  étant  conju- 
gués par  rapport  a  ces  deux  ioniques,  sont  (652)  les  points  doubles  de 
l'involution  déteiminée  par  elles  sur  la  droite  MM  ,  ils  sont  donc,  d'a- 
près le  théorème  précédent,  conjugués  par  rapporta  toute  autre  conique 
passant  pai  les  points  communs  au\  deu\  pteniifres,  ce  qu'il  fallait 
démon  trei 


mv 


aoRla  . 


:o}iJagaé  par  rapport 


B  pb\» 
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Il  esl  dair,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  polaires  de  M  par  rapport 
aux  angles  formés  par  les  couples  de  sécantes  communes  passent  également 

Ce  raisonnement  suppose,  il  est  vrai,  que  la  droite  MM'  eoupe  les  co- 
niques considérées.  On  arrive  h  le  rendre  général  par  la  considération  des 
points  imaginaires;  mais  nous  pouvons  démontrer  le  lliéorème  pour  toute 
position  du  point  M,  de  la  manière  suivante  : 

Considérons  en  particulier  trois  des  coniques  données,  dont  deux  prises 
une  fois  pour  toutes  et  nne  quelconque. 

11  existe  des  positions  du  point  M  telles  que  la  droite  MM'  correspon- 
dante coupe  les  trois  coniques  et  auxquelles  par  conséquent  le  i 
ment  précédent  est  applicable  (').  Soient  M,, 
Hj,  Ma,  Mj  quatre  points  en  ligne  droite  ainsi 
choisis  {fig.  636),  auxquels  correspondront  les 
points  M',,  M'ï,  M'a,  M'j.  Les  polaires  des  points 
Ml,  Mj,  Mj,  M4,  par  rapport  à  chacune  des 
coniques,  vont  passer  par  un  même  point  :  à 
savoir,  le  pôlg  de  la  droite  M,  Ma  M3  M^  par 
rapport  à  cette  couique  ;  p,  q,  i'  étant  les  pôles 
pour    les   trois    coniques  considérées,    comme  ""i 

les  faisceaux  {p.  m'iM'sM'jM'^),  (g.  M'jM'aM'aM'j)-  \ 

&■.  M'iM'aM'gM'^)  ont  le    même   rapport    aiihar-  h\ 

uonique,  les  points  M',,  M'3,  M'j,  M',.,  p.  q,  r  Yio.  036. 

appartiendront  i  une  même  conique  (76!). 

Si  maintenant  M  est  un  autre  point  de  la  même  droite  MiM^MjMj.,  les 
polaires  du  point  M  passeront  bien  par  un  même  point,  à  savoir  le  point 
de  la  conique  M'jM'jM'gM'jjigc  qui  forme  avec  M',,  M'j,  M',,  sur  cette 
conique,  un  rapport  anharmonique  égal  à  (MiMjMjM). 

Le  raisonnement  montre  en  outre  que  le  lieu  du  point  W,  lorsque  M  dé- 
crit  une  droite  D,  est  une  conique,  laquelle  passe  par  les  pôles  doubles  (posi- 
tions occupi^es  pai-  le  point  M'  lorsi^ue  le  point  M  est  à  l'Intersection  de  la  droite  D  avec 
l'uno  ou  l'nutcc  des  polairos  doubles).  De  plus,  comme  ce  lieu  est  indépendant  du 
choix  delà  conique  du  faisceau  qui  a  servi  à  construire  le  point  r  (puisqu'on 
peut  le  considérer  comme  déterminé  par  las  cinq  points  M',,  M'j,  M' 5.  p,  g),  ce  Wiéuie 
lieu  est  aussi  le  lieu  des  pôles  de  la  droite  D  par  rapport  ouœ  coniques  cir- 
conscrites au  quadrilatère. 

En  particulier,  le  lieu  des  centres  des  cuniqnes  quipassent  par  quatre  poinLi 
fUoes  est  une  conique. 

La  conique,  lieu  du  point  M'  où  se  coupent  les  polaires  d'un  point  quel- 
conque VL  de  la  droite  D,  se  réduit  à  une  droite  (ou,  plus  exactement,  à  deux 
droites,  dont  nne  polaire  double)  lorsque  D  pusse  par  un  pôle  double  :  car 
alors  les  faisceaus  homographiques  engendrés  par  pU'  et  par  qW  ont  un 

(Ij  It  auffli,  par  exemple,  da  prendra,  ponp  les  deui  premières  coniques,  deus  couples  do 
sécantes  eonimunos  et,  laissant  la  troisième  conique  quelconque  parmi  celles  qui  passent  par 
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l'ajon  homologue  commun,  la  polaire  double  correspondaule.  D'ailleurs, 
le  cas  où  D  passe  par  un  pôle  double  est  te  seut  où  le  lieu  ne  soit  pas  une 
véritable  conique  (761),  puisque  c'est  le  seul  où  les  faisceaux  euRendrés  par 
les  deux  polaires  ont  un  rajon  homologue  commun. 

779  Ois.  Comme  application,  supposons  que  Tune  des  coniques  soil 
un  cercle  et  considérons  ies  points  à  l'infini  sur  les  bissectrices  des 
angles  que  forment  deux  sécantes  communes  AB,  CD.  Ces  points  à 
l'infini  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle  (puisque  les  bissecirices  en 
question  sont  rectangulaires).  Ils  sont  conjugués  par  rapport  aux  points 
situés  à.  l'infini  sur  AB,  CD  (PI.,  201,  CoroU.  II).  Donc  Ils  sont  conju- 
gués par  rapport  à  la  conique.  Or,  deux  directions  rectangulaires  et 
en  même  temps  conjuguées  par  rapport  à  une  conique  sont  néces- 
sairement les 'directions  des  axes  de  celle-ci.  Ainsi,  tes  sécantes  com- 
munes à  vn  cercle  et  à  une  conique  sont  également  inclinées  sur  les  axes 
de  cette  dernière. 

780.  Les  propositions  corrélalives  des  préccdenles  concernent  les 
coniques  qui  sont  inscrites  à  un  même  quadrilatère.  Les  tangentes  menues 
d'un  point  quelconque  du  plan  à  ces  coniques  sont  en  involution.  Par  consé- 
quent aussi,  les  pôles  d'une  même  droUe  quelconque,  par  rapport  à  ces  mêmes 
coniques,  sont  en  ligne  droite:  par  exemple,  les  centres  des  coniques  langenles 
à  quatre  droites  données  sont  en  ligne  droite. 

Parmi  les  coniques  inscrites  à  un  même  quadrilatère,  il  y  en  a  trois  qui 
correspondent  auï  couples  de  sécantes  communes  des  coniques  qui  passent 
par  quatre  points  flses.  Un  couple  de  sécantes  communes  élant  une 
conique  réduite  i  deux  droites,  ii  lui  catrespo-adra.  une  conigue  réduite  à  deux 
points  {^);  ces  deux  points  seront  deux  sommets  opposés  du  .quadrilatère 
formé  parles  taug-en  tes.  Le  pOle  d'une  droile  par  rapport  à  laconique  ainsi 
définie  est  le  conjugué  harmonique,  par  rapport  au  segment  formé  par  les 
deux  points,  du  point  de  rencontre  de  la  droite  qui  joint  ces  points  avec  la 
droite  considérée  (*).  Par  exemple,  le  centre  d'une  telle  conique  sera  le 
milieu  de  la  droite  joignant  ies  deuK  points  qui  la  constituent.  On  voit  donc 
que  parmi  les  centres  des  coniques  tangentes  à  quatre  droites,  se  trouvent 
les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  ces  quatre  droites; 
de  sorte  que  le  lieu  trouvé  tout  à  l'heure  n'est  autre  que  la  droite  qui  passe 
(PI.,  194)  par  ces  milieuï. 

eonicpie  toute  droite  qui  passe  par  î'uQ  ou  l'autre  dos  deuï  pointa  en  quealion. 

Udéfiiimeat  aplaih,  telle  que  nous' an  avons  reucontr*  au  livre  IX  (490,  note  î;  506). 
{2)  La  notion  do  pâte  ilwie  llroile  par  rapport  A  une  comgne  réduite  i  deux  pointi  eat  cOrté- 

dans  le  teste  est  eoirélalivs  de  celle  du  o"  203. 
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Les  polaires  d'tinpoinl  fixe,  par  rapport  aux  comjUL  tmjentPt,  a  iualie 
droites  fixes,  enveloppent  une  conique  tangente  aux  eàtes  dii  tn  mqle  eonjtigue 
commun. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  refaire  jes  dainoiisLrationa  dp  te^ 
théorèmes,  lesquelles  sont  corrélatives  des  précédentes 

781.  Les  raisonnements  qui  précèdent  subsistent  loisqac  iiiel  £uei  uns 
des  points  communs  viennent  se  confondre  deux  à  deux  C  eat  par  exemple, 
le  cas  de  coniques  qui  ont  deux  points  communs  et  sont  fangenles  entre 
elles  en  un  troisième.  Le  tbéoréme  de  Desargues  continuant  à  s'appli- 
quer dans  ces  conditions,  les  raisonnements  précédents  sont  tous  va- 
lables pour  de  telles  coniques  ;  toutefois,  les  couples  de  sécantes  communes 
se  réduisent  à  cleUK  disLincls,  à  savoir  un  couple  (comptant  pour  deus)  (') 
formé  des  droites  qui  joignent  le  point  où  il  y  a  contact  aux  deux  autres, 
et  un  couple  formé  de  la  droite  qui  joint  ceux-ci  entre  eux  et  de  la  tangente 
commune. 

II  est  clair  que,  dans  ce  cas,  les  coniques  doivent  être  considérées  comme 
ayant  encore  quatre  points  communs. 

782.  Mais  les  choses  peuvent  se  passer  autrement  :  par  exemple,  deuï 
cercles  ont  au  plus  deux  points  communs  el  peuvent  n'en  avoir  aucun. 
On  est  encore  conduit  à  dire  que  les  points  communs  sont  encore  au 
nombre  de  quatre,  tout  ou  partie  de  ces  points  (eeui  qui  manquent  en  césiité) 
étant  imaginaires. 

Dans  tous  les  cas,  on  peut  trouvei'  au  moins  unpôle  double  réel. 

Pour  le  démontrer  nous  nous  appuierons  sur  la  remarque  suivante  : 

Si  deux  coniques  ont  un  point  commun,  elles  en  ont  au  moîm  un  second,  à 
moins  qu'elles  ne  soient  tangentes  enlre  elles  au  premier  point. 

Supposons,  eu  effet,  que  l'une  de.s  coniques  soit  un  cercle.  Si  l'autre  ne 
lui  est  pas  tangente  au  point  commun  donné  I,  les  points  du  cercle  voisins 
de  I  seront  les  uns  d'un  cûté,  les  autres  de  l'autre  par  rapport  à  cette 
seconde  conique,  autrement  dit,  les  uns  intérieurs,  les  autres  extérieurs  à 
cette  courbe (*).  Si  I'  est  un  des  premiers,  1"  un  des  seconds,  en  joignanti'  à 
I"  par  l'arc  de  cercle  qui  ne  contient  pas  le  point  I,  on  a  un  chemin  continu 
qui  doit  nécessairement  couper  quelque  part  la  seconde  conique, 

La  proposition  est  donc  démontrée,  car  on  peut  toujours  admettre, 
moyennant  vine  perspective  convenable, que  l'une  des  coniques  considérées 
est  un  cercle. 

(I)  On  reconnaît  immédiatement  cette  dernière  circouslsnc»  en  conaidéraot  le  cas  oii  il  y 


(î)  Ufl  point  P  du  cercle,  enrftaamment  voisin  de  I.  esl  plaeë, 

par  rapport  â  la  sec 

onique,  comme  sa  projection  p  anr  la  tangente  au  cercla  en  I  (sa 

«s  qnoi  il  y  Eurail  un  ] 

"de  la  conique  entra  P  et  p  et  la  droite  IP' serait  comprise  d 

anerangiePIp,coq« 

econde  conique,  laquelle  aat  distincte  de  la  première). 

Or  la  tangente  au  cercle  en  I  paase  (i9S,  SU;  es.  113)  de  l\ 

ixlérienr  à  l'intérieur  ■ 
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Cela  posé,  soiont  deux  coniques  S,  S'  dont  nous  voulous  ti-ouver  lespûles 
doubles  :  prenons  un  point  0  du  plan,  par  lequel  nous  ferons  passer  deux 
droites  quelconques  D,  Dj.  Si  un  poinl  M  décrit  la  droite  D,  le  point  où  se 
coupent  les  polaires  de  M  par  rapport  à  S  et  à  S' décrit  une  conique  G[le  rai- 
sonnement du  n°  779  continuant  à  s'appliquer  à  cet  égard).  De  même  si  le 
poinl  M  décrit  la  droite  D,,  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ses  polaires 
sera  une  conique  C,.  Ces  deux  courbes  ont  un  point  commun,  le  poinlO'  oti 
se  coupent  les  deux  polaires  du  point  0.  Elles  en  ont  donc  au  moins  un 
autre  J  (à  moins  qu'elles  ne  soient  tangentes  enO').  Silespolaires  du  pointi 
étaient  distinctes,  leurpoint  commun  devrait  êlre  sur  D  (puisque  I  appar- 
tient à  C)  et  sur  D,  (puisque  I  appartient  à  Ci)  ;  il  devrait  donc  coïncider 
avec  0,  ce  qui  est  absurde,  puisque  I  est  distinct  de  0'.  Donc  1  est  un  pi'jlo 
double. 

Reste  le  cas  où  les  deux  coniques  G  et  C,  sont  tangentes  en  0.  Mais,  dans 
ce  dernier  cas,  siE  est  la  tangente  commune  à  ces  deux  coniques,  le  lieu  du 
point  où  se  coupent  les  polaires  d'un  point  quelconque  de  E  par  rapport  à  S 
et  à  S'  sera  une  conique  tangente  en  0  à  D  (car  le  problème  de  trouver  nn 
point  M  de  D  dont  les  polaires  se  coupent  en  M' sur  E  revient  h.  celui  de 
trouver  un  point  M'  de  E  dont  les  polaires  se  coupent  sur  D  :  l'un  de  ces 
problèmes  ne  peut  avoir  ses  deux  solutions  confondues  sans  qu'il  en  soit  de 
môme  de  l'autre),  et  cette  même  conique  devra  également  être  tangente 
à  Di,  ce  qui  ne  se  peut  que  si  elle  n'est  pas  une  véritable  conique,  c'est  à 
dire  (779)  si  E  passe  par  un  pôle  double. 

782  bis,  Un  pôle  double  I  étant  ainsi  obtenu,  considérons  la  polaire  de 
ce  point,  laquellene  !e  contient  pas  s'il  n'est  pas  situé  sur  lesdeux  coniques. 
Si,  sur  cette  polaire,  nous  déterminons  deux  points  K,  L  qui  soient  conju- 
gués l'un  de  l'autre  tant  par  rapport  à  S  que  par  rapport  à  S'  (ce  qui  est 
une  recherche  de  segment  commun  à  deux  involutions),  les  points  K  et  L 
seront  deux  autres  pôles  doubles,  le  point  K  ayant  IL  pour  polaire  dans 
chacune  des  coniques  données. 

Les  pôles  K  et  L  seront  réels  si  la  polaire  de  I  est  extérieure  à  S  ou  à  S', 
ou  si  celles-ci  déterminent  sur  elledeux  segments  MN,  M'N'  entièrement 
extérieurs  ou  intérieurs  l'un  à  l'autre.  Ils  ne  seront  imaginaires  que  si  ces 
segments  M^',  M'N' empiètent  l'un  sur  l'autre. 

Les  pôles  doubles I,  K,  L  ainsi  obtenus  seront  d'ailleurs  en  général  ('), 
les  seuls  qui  existent  (voir  ex.  H58).  Car  si  M  était  un  autre  pôle  double, 
la  droite  IM  serait  polaire  double  (elle  aurait  pour  pôle  le  point  commun 
aux  polaires  del  elde  M).  Son  point  d'intersection  avec  KL  serait  dès  lors 
un  pôle  double  et  coïnciderait,  par  conséquent,  avec  K  ou  L.  Or  un  raisonne- 
ment tout  semblable  au  précédent  montre  que  sur  IK  il  n'y  a,  en  général  ('), 
que  deux  pôles  doubles  I  et  K, 

Remarque.  —  Les  considérations  précédentes  démontrent  l'existence 
d'un  pôle  double,  mais  ne  permettent  pas  de  le  conslruire  avec  ta  régie  et  le 

(1)  Vgir  OUÏ  n«-  584-78i  bis  i-.),  i),  f)  105  cas  d'ox,; option. 
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eompas.  Cette  coiislruclion  est,  de  Ml,  impossible  en  général  (voirnole  E). 

783.  Si  les  deux  coniques  données  n'ont  aucun  point  commun,  il  ne 
semble  pas,  au  premier  abord,  qu'il  y  ail  lieu  de  parler  de  cordes  com- 
munes. Mais  il  est  une  propriété  de  celles-ci  qui  peut  conserver  un  sens, 
même  pour  des  coniques  qui  ne  se  coupent  pas.  Il  est  clair,  en  elfet,  que, 
sur  une  corde  commune  à  deux  couiquesqui  se  coupent,  deux  points  conju- 
gnés  par  rapport  à  l'une  des  coniques  seront  aussi  conj  ugués  par  rapport  à 
l'autre:  car  il  faut  el  il  suffit,  pourcein,  qu'ils  soient  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  extrémités  de  la  corde  commune  {'). 

Appelons  sicante  commune  à  deux  coniques  quelconques  toute  droite 
telle  que  deus  points  quelconques  pris  sur  elle  et  couîufjués  par  rapport  à 
l'une  des  coniques  soient  aussi  conjugués  par  rapport  à  l'autre,  que  cetle 
dro  It,  coupe  d'ailleurs  les  coniques  ou  ne  les  coupe  pas.  Itemarquous 
to  t  de  suite  que  l'inlersection  de  deux  sécantes  communes  esl,ou  un  point 
co  n  u  aux  deux  courbes,  ou  un  pôle  double  (car  s'il  n'est  pas  ijn  point 
co  mu  il  aura,  sur  cbucune  des  deux  sécantes  communes,  un  conjugué  et 
ces  deuT  conjugués,  distincts  entre  eus,  détermineront  la  polaire  de  ce 
po  nt  liquelle  sera  unique). 

Proposons-nous  donc  de  déterminer  les  sécantes  communes  qui  passent 
parun  pôle  double  I,  A  cet  elfet,  remarquons  que  si  un  point  M  décrit  une 
droite  passant  par  I,  le  point  M'  où  se  coupent  les  deux  polaires  de  M  décrit 
{779]  une  droile,  laquelle  passe  également  par  I  (car  le  point  M'  vient  en  ï 
lorsque  Mestsurla  polaire  double  correspond  in  te)  Les  deux  droites  qui  se 
correspondent  ainsi  sont  en  relation  homogrtphique  car  nous  avons  vu  que 
si  M  décrit  une  droite  quelconque,  M  décrira  un?  conique  pas&ant  par  I  et 
que  le  rapport  aiiharmonique  de  qnatie  posLtions  du  pomf  M'  sur  cette 
conique  (par  conséquent,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  rayons  IM') 
sera  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  positions  correspondantes 
de  M.  Enfin  cetle  relation  sera  involutive,  car  la  lelation  entre  les  deux 
points  M  et  H' est  évidemment  réciproque  Tout  riyon  double  de  l'invo- 
lution  ainsi  déterminée  sera  tel  qu'à  chacun  de  oes  points  M  torrespondra, 
supce  mêmerayon,  un  pointM'  conjugue  de  M  par  lapport  )  l'une  et  à 
l'autre  conique,  et  inversement  ces  rayons  doubles  sont  les  seules  droites 
issues  du  point  I  et  jouissant  de  celte  piopiiete  On  pouira  donc  ainsi  avoir 
deux  sécantes  communes  issues  de  I. 

783  bis.  Reste  à  savoir  si  ces  rayons  doubles  sont  réels. 

Supposons  d'abord  que  le  point  I  soit  le  seul  pôle  double  réel;  alors 
nous  avons  vu  que,  sur  la  polaire  de  ce  point,  les  deux  coniques  intercep- 
tent deux  segments  MN,  H'iN'  qui  empiètent  l'un  sur  l'autre.  Les  points  M,  N 
sont,  dès  lors,  l'un  intérieur,  l'autre  extérieur  ii  la  seconde  conique.  Si  nous 


donuSea,  et  qu'ello  coupe  ou  touche  l'une  de  ces  conïquos,  elle  coupera  l'aulro  SUï  mêniea 
points  (les  points  doiiblea  de  l'involution  en  quostiou)  diins  le  promier  cbs,  et  touchera 
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supposons  encore  que  la.  preniiÈre  conique  soit  une  ellipse,  chacun  des 
deux  arcs  qui  vont  du  point  M  au  point  N  devra  contenir  un  point  d'inter- 
section des  deux  courbes.  Dans  ces  conditions  {comparer  782),  la  droite 
qui  joint  le  point  I  à  l'un  de  ces  points  d'interseclion  est  une  corde  com- 
mune. Les  sécantes  communes  cherchées  sont  donc  réelles. 

Il  n'y  a  d'ailkurs  que  deux  points  frinlersection  réels,  car  s'il  y  en  avait  un 
troisième,  il  y  en  aurait  un  quatrième  {conFonda  ou  non  avec  lui)  sur  la 
même  droite  issue  de  I,  et  il  existerait  plus  d'un  pôle  double  réel. 

Prenons  maintenant  le  cas  où  les  trois  pôles  doubles  I,  K,  L  sont  réels  ; 
remarquons  que  IK  et  IL  sont  deux  rayons  homologues  de  l'involufion 
dont  les  rayons  doubles  sont  les  sécantes  communes  cherchées  {car,  lorsque 
M  est  en  un  ponit  quelconque  de  lE,  M'  vient  en  L).  Cette  involution  sera 
donc  déleiminée  pti  les  rayons  IK,  IL  et  les  droites  qui  joignent  le  point 
I  a  un  pomt  quelconque  M  et  au  point  d'inlersection  M'  des  polaires  de  M. 
Les  layons  doubles  seront  réels  si  les  deux  angles  KIL,  MIM'  n'empiètent 
pas  i  un  BUi  1  autie  c  est  a  dire  si  le  segment  MM'  ne  traverse  aucune  des 
dioites  Ik,  IL  ou  les  tiaveri-e  toutes  deux. 

Or  si,  en  même  temps  que  I,  nous  considérons  les  deux  autres  pôles 
doubles  K  et  L,  il  résulte  de  là  que  les  involutions  qui  ont  pour  sommets 
ces  trois  points  ne  peuvent  avoir  toutesleurs  rayons  doubles  imaginaires.  Si 


le  segment  de  droite  MM'  ne  traverse  aucun  côté  du  triangle  IKL  {fig.  637), 
ou  les  traverse  tous  Irois,  les  trois  involutions  auront  leurs  rayons  doubles 
réels.  Si  ce  segment  traverse  un  [fig.  637  bis)  ou  deux  des  côtés,  une  des 
involutions  (celle  qui  correspond  au  sommet  commun  aux  deux  côtés  tra- 
versés, ou  aux  deux  côtés  non  traversés)  aura  des  rayons  doubles,  les  deux 
autres  n'en  auront  pas. 

Dans  ce  dernier  cas,  les  deux  coniques  ne  se  couperont  pas,  car  s'il  y  avait 
un  point  commun,  les  droites  qui  le  joindraient  à  chaque  pôle  double 
seraient  des  sécantes  communes. 

Aucontraire,  si  les  trois  couples  de  sécantes  communes  sont  réels,  les 
deux  coniques  se  coupent  en  quatre  points  :  les  sécantes  communes  issues  de 
I  coupent  les  sécantes  communes  issues  de  K  en  quatre  points  qui,  n'étant 
pas  pôles  doubles,  sont  points  d'intersection. 
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784.  Nous  avons  Jaisaé  de  côlé  certaiaa  cas  parlicaliers  que  nous  devons 
maintenant  étudier.  C'est  d'abovd  celui  que  nous  avons  exclu  au  n"  782  bis, 
où  le  pi-emier  pôle  double  trouvé  I  est  sui'  l'une  des  eoniques.  Il  est  alors 
également  sur  l'autre,  et,  la  polaire  double  étant  la  tangente  en  ce  point, 
les  deux  coniques  sont  tangentes  en  I. 

Les  raisonnements  précédents  continuent,  en  général,  à  êlve  valables. 
Toutefois,  leur  application  offre  quelques  difficultés  dans  certains  cas 
exceptionnels  (cas  e).  Nous  opérerons  donc  autrement,  en  utilisant  le  théo- 
rème suivant  (cas  particulier  de  l'esercice  1137,  et  aussi  de  l'exercice  ItiG). 

Théorème.  —  Si  par  te  point  de  eonlaet  I  de  deux  coniques,  on  mène  deux 
transversales  quelconques,  et  qu'on  trace  dans  chacune  des  coniques,  la  corde 
de  l'arc  intercepté  entre  ces  detias  transversales,  le  point  d'interseclion  de  ces 
deux  cordes  décrit,  lorsque  les  deux  transversales  toumenl  autour  du  point  I 
{indépendamment  Fune  de  l'autre],  une  droite,  laquelle  est  sécante  commune 
des  deux  coniques. 

En  particulier,  celte  droite  est  aussi  le  lieu  du  point  d'intersection  des 
tangentes  enH  eten  M'. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  coniques  considérées  S,  S',  aient,  outre 
le  point  I,  deuï  points  communs  réels  a  et  6  distincts  de  I  (mais  non  forcé- 
ment distincts  entre  eus)  (fig.  638), 
Si  IMM',  INN'  sont  les  deux  transver- 
sales, les  deuï  cordes  MN  et  M'N'  dont 
parle  l'énoncé  couperont  (en  vertu 
du  théorème  de  Desargues)  la  sécante 
commune  ab  au  même  point  h,  à 
savoir,  l'homologue  du  point  d'inter- 
section de  ab  et  de  la  tangente  en  I 
dans  l'involutiou  déterminée  sur  «6 
par  les  points  a,  b  d'une  part,  et  les 
deux  transversales  de  l'autre. 

Supposons    maintenant    qu'on    ne 
sache  rien  sur  l'intersection  de  S  et  de  „      j,jj 

S'  (à  ce  fait  prés  que  ces  deux  courbes 
sont  tangentes   en    I).  Nous  pouvons 

tracer  une  conique  S"  tangente  en  I  aux  deux  premières  et  coupant  S  en 
deux  points  réels  a,  b  et  S'  en  deux  points  réels  a',  b'  {fig.  638  bis),  (U  suffit 

do  ddtarminer  S"  par  le  point  I  avec  la  tongonlfl  en  co  point,  deux  points  a,  6  do  S  ot  un 

point  a'  de  S').  Alors,  si  IMM',  INiN',  IN,N'i  sont  trois  transversales  issues  de 
I  et  coupant  S"  en  M",  N",  N/',  les  deux  triangles  fgh,  f,g,h,  (fig.  638  bis] 
qui  ont  pour  côtés,  le  premier  les  trois  cordes  M>',  M'N',  M"N",  et  le 
second,  les  trois  cordes  MN^,  M'N',,  M"N",,  sont  homoiogiqoes  (puisque  les 
points  de  rencontre  des  côtés  correspondants  sont  les  points  en  ligne 
droite  M,  M',  M").  Donc  les  (rois  droites  ff^,  gg„  kh,  sont  concourantes. 
Or  les  deus  premières  ne  sont  autres  (d'après  ce  que  nous  venons  de  voir) 
que  les  cordes  communes  ab,  a'b'.  La.  droite  khi  passe  doue  par  le  point  o 

GÉOMÉTRIE.    II,  32 
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où  se  coupent  ces 
change  pas  lorsque, 


ot'Jes  communes  :  autrement  dit,  la   droîlc  oh  ne 
lus  elianfferlMM'jOn  remplace  la  transversale  ll^^" 


par  une  aulre  LNi?*",.  Comme  le  même  raisonnement  s'appliquerait  dan; 


le  cas   où  l'on    changerait  la  première  transversale  IMM'  sans  modifi 
l'autre,  la  droite  oh  est  bien  fixe. 
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Pour  montrer  qiie  c'est  une  sécante  commune,  nous  avons  à  faire  voir 
que  si  deux  points  A,  h^  de  cette  droite  sont  conjugués  par  rapport  à  S,  ils 
sont  conjugués  par  rapport  à  S'.  11  suffira,  pour  cela,  de  remarquer  que 
l'on  peut  mener[')  à  S,  par  le  point  h,  deux  sécantes  AMN,  APQ  [fig.  639) 
telles  que  MF  et  NQ  se  coupent  en  A,  :  alors  si  M',  N',  P',  Q'  sont  les  inler- 
sectioiis  de  IM,  IN,  IP,  IQ  avec  S',  les  droites  M'N',  P'Q'  se  coupent  en  A  et 
les  droites  M'P',  N''0'  en  A,.  Donc  A  et  Ai  sont  conjugués  par  rapport  il  S'. 

C.  Q.  F.  D. 

La  sécante  commune  D  dont  l'existence  découle  du  théorème  précédent 
passe  par  tout  point  commun  aux  deux  courbes,  autre  que  I  :  car  en  mettant 
le  point  M  de  Ja  fleure  638  en  un  tel  point,  le  point  A  coïncide  avec  M. 

Il  y  a  lieu  (voir  plus  loin}  de  considérer  D  comme  la  sécante  commune 
opposée  à  la  tangente  en  I  ;  les  principales  circonstances  mentionnées  au 
n"  779  ont  encore  lieu  ici,  à  condition  de  convenir  (comme  nous  allons  le 
faire  ci-dessous)  que  l'on  regarde  les  coniques  données  comme  ayant  en 
commun  quatre  points,  dont  deux  situés  sur  la  tangente  en  I  (c'est-à-dire 
deux  points  confondus  avec  1}  et  les  deux  autres  sur  D  (que  ceux-ci  soient 
d'ailleurs  ou  non  réels,  distincts  entre  eux  et  distincts  de  I). 

Dès  lors,  les  cas  possibles  sont  les  suivants  : 

a)  La  droite  D  coupe  les  coniques  :  c'est  évidemment  le  cas  considéré  au 
n»781. 
6)  D  est  extérieure  aux  coniques  :  les  points  communs  à  celles-ci  sont  1, 


compté  deux  fois,  el  les  points  imaginaires  où  elles  sont  rencontrées  par 
D.  C'est  (voir  plus  loin,  785)  le  cas  de  deux  cercles  tangents. 

e)  D  est  tangente  aux  coniques  en  un  point  K  autre  que  l  (flg.  640). 

Les  deux  coniques  sont  bitangentes  (c'est  lo  cas  du  coaigues  ûéRoies  coinnio  il  n 
été  expliqué  su  n°  758  et  différant  par  lo  chois  du  point  D,  les  points  A,  B,  C  l'ostant  les 

mêmes).  Un  couple  de  sécantes  communes  est  constitué  par  les  tangentes 
communes;  les  deux  autres  sont  identiques  entre  eux  et  composés  chacun 
de  la  corde  de  contact  comptée  deux  fois. 

(i)  s  MN  étant  mené  au  hasardât  les  droites  A,  M,  A,  N  coupant  S  en  P,  Q,  la  droilo  P  Q 
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Dans  co  cas,  U  y  a  une  infinité  de  pôles  doubles  :  tout  point  de  la  droi 
IK  a,  en  effet,  poui'  polaire,  par  rapport  à  l'une  ou  à  l'autre  conique, 
polaire  par  rapport  à  l'angle  des  tangentes  communes. 

d)  La  droite  D  n'est  autre  qae  la  tangente  en  I  :  c'est  évidemment  un  c 
limite  de  e),  celui  où  K  vient  se  confondre  avec  I.  Comme  pour  c),  il  y  a  u 
droite  dont  tous  les  points  sont  pôles  doubles  :  c'est  la  droite  D.  Li 
dont  a  été  obtenue  celle-ci  montre  en  effet  (|ue  si  l'on  mène  par  l 


transversale  quelconque  IMM'  tfig.  642),  les  tangentes  menées  aus  deux 
courbes  en  M  et  en  M'  se  coupent  en  un  point  de  D,  lequel,  dans  le  cas 
présent,  a  pour  polaire,  tant  par  rapport  à  S  que  par  rapport  à  S',  la  droite 
IMM'. 

Les  deux  coniques  ont  quatre  points  communs  confondus  en  l  (puisque 
deux  sécantes  communes  opposées  se  confondent  avec  la  tangente  en  ce 

point  )  (aiemplo  ;  le  cercle  de  l'oxeroico  7CS.  lorsque  a  a  sa  râleur  ininima  consid^rtîe  h 
l'tserdoe  7GS). 

e)  La  droite  D  passe  pari  sans  être  tauRente  en  ce  point  (fig.  641).  Les  deux 
coniques  sont  dites  oseulalrkes.  Elles  ont  un  point  commun  (et  un  seul) 
distinct  de  [.  En  outre,  elles  doivent  être  considérées  comme  ayant  trois 
points  communs  confondus  en  I  (doux  pour  Lt  tangente  en  I  ot  uu  pour  D).  On 
constate,  en  effet,  que  lorsque  deux  coniques  tendent  chacune  vers  une 
position  limite,  de  manière  que  trois  de  leurs  points  communs  tendent  à 
se  confondre  entre  eux,  les  deux  positions  limites  présentent  entre  elles 
la  relation  dont  nous  parlons  en  ce  moment  (exemple,  exercice  1136). 

784  6is.  Nous  allons  faire  voir  que  le  tableau  qui  précède  embrasse  tous 
les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  à  uu  seul  près. 

En  effet,  les  cas  o(i  les  choses  ne  se  passent  pas  esactcment  comme  il  a 
été  dit  aux  n"  782  bis  et  783  bis,  sont  les  suivants  : 


1°  Le  pôle  double  trouvé  I  est  s 
venons  de  discuter; 


s  deux  coniques  :  c'est  celui  que  n 


a°  Le  point  t  n'est  pas  sur  les  coniques  :  mais  en  cherchant,  par  la 
jnéthode  du  n°  782  bis,  les  deux  autres  pôles  doubles  K  et  L,  on  les  trouve 
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confondus  enlre  eux,  les  deux  tnvolulions  qui  les  déterminent  ayant  un 
point  double  commun;  ce  cas  revient  au  précédent,  car  le  point  double 
commun,  étaut  conjugué  de  lui-même,  est  sur  les  deux  coniques,  lesquelles 
sont  tangentes  en  ce  point; 

3°  Les  deux  involutions  qui  déterminent  K  et  L  sont  identiques  entre 
elles.  Alors  chaque  point  K  d'une  droite  déterminée  D  (la  polaire  de  I)  sera 
pôle  double.  La  polaire  double  correspondante  coupera  D  en  un  point  K', 
et  il  est  clair  que  les  points  K  et  K.'  seront  en  iuvoiutiou.  Si  les  points 
doubles  P,  Q  de  cette  involulion  sont  réels,  ils  seront  sur  les  deuï  coniques, 
lesquelles  seront  bilangentes  en  ces  poinls  (puisque  la  polaire  de  P  sera 
unique  et  passera  par  P).  De  même,  s'ils  sont  confondus,  on  sera  dans  le 
cas  d]. 

Si,  au  contraire, 

f]  les  points  doubles  pu  question  son!  imaginaires,  alors  on  dit  que  les 
coniques  ont  un  double  ronlacl  imaginai)  e,  avec  D  pour  corde  de  contact  et 
son  pôle  pour  pâle  di>  tontaU  (esempla  la  conique  et  le  ecrde  c  du  11°  724,  dans  lo 
cas  où  le  plan  de  ces  couibBS  ne  coupe  pas  le  parallèle  C"  D";  la  coiile  de  contact  est 

alors  L"  y").  Il  ne  sautait  j  avoir  de  point  léel  commun,  sans  quoi  les  deux 
coniques  coïncideraient  (ex.  H06); 

4°  Si  l'on  n'est  pas  dans  une  des  hypothèses  précédentes,  il  n'y  a  rien  h 
changer  aux  raisonnements  du  n"  782  bis;  quant  à  ceus  des  n"  783, 783  bis, 
ils  ne  peuvent  présenter  d''esception  que  si  l'involution  que  forment  les 
rayons  IM  et  IM'  a  ses  rayons  doubles  confondus,  c'est-à-dire  si  le  rayon 
I  M'  est  toujours  le  même,  quel  que  soit  M. 

Or  ce  cas  rentre  dans  les  précédents  :  car,  alore,  tous  les  points  de  cette 
droite  litt'  sont  pôles  doubles  (puisque  si  la  polaire  d'un  tel  point  M'  par 
rapport  à  S  passait  par  M,  mais  non  sa  polaire  par  rapport  à  S',  les  deux 
polaires  de  M  couperaient  IM'  en  des  points  différents)  (']  :  on  est  donc 
dans  l'un  des  cas  c),  rf|  ou  f). 

785.  Deux  coniques  dont  deux  points  d'intersection  au  moins  sont  imagi- 
naires peuvent  être  transformées,  par  une  même  perspective,  en  deux  cercles. 

En  effet,  ces  deux  coniques  auront  une  sécante  commune  D  qui  leur  sera 
extérieure  et  sur  laquelle,  par  conséquent,  l'involution  des  points  conju- 
gués aura  ses  points  doubles  imaHinaires.  On  pourra  donc  {voir  a°  776) 
projeter  de  manière  que  D  passe  à  l'infini  et  que  l'involution  en  question 
soit  celle  que  forment  les  points  situés  à  l'inûni  dans  des  directions  rectan- 
gulaires entre  elles;  les  perspectives  des  deux  coniques  données  seront 
alors  bien  des  cercles. 

Deux  cercles  ont  un  pôle  double  à  l'inlîni,  dans  la  direction  perpendicu-  , 
laire  à  la  ligne'  des  centres.  Les  deux  autres  (s'ils  existent)  sont  les  points 
limites  (PI.,  ex.  241).  La  seconde  sécante  commune  est  l'axe  radical,  comme 
on  le  voit,  en  remarquant,  suivant  les  cas,  qu'il  est  une  corde  commune. 
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OU  qu'il  est  une  tangeiiLe  commune,  ou  qu'il  oonlient  le  conjugué  harmo- 
nique du  point  à  l'infini  par  rapporL  au  segment  qui  joint  les  points 
limites. 

Deux  cercles  ont  un  double  contact  imaginaire  (cas  f)  lorsqu'ils  sont 
concentriques. 

786.  Toutes  les  considérations  présentées  aux  n°'  783-784  bii,  peuvent 
être  transformées  par  dualité.  Corrélativement  à  la  notion  de  sécante  com- 
mune, on  appelle  omhilîa  de  deux  coniques  S  et  S',  uu  point  tel  que  les 
droites  issues  de  ce  point  et  coDJuguées  par  rapport  à  S  soient  aussi  conju- 
guées par  rapport  à  S'.  Par  exemple,  un  foyer  F  d'une  conique  est  (775) 
un  ombilic  pour  cette  conique  et  un  cercle  de  centre  F. 

Si  un  ombilic  est  extérieur  à  l'une  des  coniques,  il  est  aussi  extérieur  à 
l'autre  et  est  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  communes. 

On  prouvera,  par  des  raisonnements  calqués  sur  ceux  des  n"  783, 783  bis, 
que  diux  coniques  ont,  m  général,  deux  ou  six  ombilics  réels. 

Si  deux  coniques  sont  tangentes,  un  ombilic  vient  au  point  de  contact  et, 
par  conséquent,  il  existe  deux  tangentes  communes  confondues. 

Non  seulement  (n"  771)  deux  coniques  tangentes  entre  elles  se  trans- 
forment par  polaires  réciproques  en  deux  coniques  tangentes,  mais  encore 
on  constatera  que  chacun  des  cas  désignés  plus  haut  par  c),  d),  e),fl,  se 
reproduit  par  polaires  réciproques. 

787,  Dans  chacun  des  c^  que  nous  avons  étudiés,  nous  avons  trouvé,  pour 
les  deux  coniques  données,  au  moins  un  couple  de  sécantes  communes  réel. 
Ce  couple  est  d'ailleurs  tel  que  le  segment  qu'il  détermine  sur  une  sécante  quel- 
conque appartient  à  l'involution  que  déterminent  sur  cette  sécante  les  coniques 
données.  Si  les  points  douties  M  et  M'  de  cette,  in  vol  utiou  sont  réels,  le  fait 
résulte  évidemmentde  la  manière  dont  nous  avons  défini  les  sécantes  com- 
munes au  n°  783, les  sécantes  communes  devant  diviser  harmoniquementle 
segment  MM'.  Mais  il  est  aisé  de  voir  que  le  même  fait  a  lieu  en  toute  hypo- 
thèse. II  se  déduit,  en  effet,  directement  du  théorème  de  Desargues,  tant 
que  les  quatre  points  communs  sont  réels  et  que  deux  au  plus  sont 
confondus;  d'autre  part,  il  a  lieu  pour  deux  cercles  {en  vertu  des  n"  785 
et659)  et,  par  conséquent  aussi,  toutes  les  fois  que  deux  points  communs 
sont  imaginaires;  dans  les  cas  c),  d),  e),  il  résulte  (pour  la  sécante  MN  et  la 
conique  S'  du  n"  784)  de  l'application  du  théorème  de  Desargues  au  quadri- 
latère qui  a  pour  côtés  IM',  IN',  H'N'  et  îx  ;  enfin,  dans  le  cas  f),  le  point 
oi\  la  sécante  rencontre  la  corde  de  contact  est  bien  pôle  double  de  l'invo- 
fution  déterminée  par  les  deux  coniques,  puisqu'il  a  même  polaire  par 
rapport  à  ces  deux  courbes. 

Si  nous  appelons  sécantes  cmnmunes  opposées  deux  sécantes  communes 
(distinctes  ou  confondues),  telles  que  ces  sécantes  et  les  deux  coniques 
déterminent  sur  une  droite  quelconque  (qui  coupe  les  deux  courbes)  une 
involulion,  nous  avons  démontré,  dans  tous  les  cas,  l'existence  d'un  couple 
(au  moins)  de  sécantes  communes  opposées.  On  déduira,  d'ailleurs,  aisé- 
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ment  des  raisonnements  présentés,  que  les  couples  de  sécantes  que  nous 
avons  trouvés  dans  chaque  cas  sont  les  seuls  qui  existent. 

Il  est  suffisant  (mais  non  toujours  nécessaire)  pour  que  deux  sécantes 
communes  soient  opposées,  qu'elles  ne  se  coupent  pas  sur  les  courbes 
données  {car  leur  point  commua  sera  im  pÛIe  double  et  elles-mêmes  sorant  rayons  doubles 
de  l'inTolution  qui  ei  pour  centra  ce  point  et  qui  est  oonsidéiiie  au  n°  783). 

787  bis.  Nous  pouvons  dire  que  plusieurs  coniques  ont  les  mêmes  pointu 
communs  {réels  ou  imagmaires)  lorsqu'elles  auront  un  même  couple  de 
sécantes  communes  opposées.  Un  sj/sfôme  de  coniques,  ayant  les  mêmes 
fpoints  communs,  interceptera,  sur  une  transversale  quelconque,  une  involution 
(riuTolution  déterminée  par  l'une  d'elles  et  le  couple  de  sécantes  com- 
munes). 

Il  n'est  pas  évident  a  priori,  lorsque  deux  coniques  ne  se  coupent  pas  eu 
quatre  points  réels  et  distincts,  qu'il  en  existe  une  infinité  d'autres  ayant 
avec  elles  les  mêmes  points  communs;  mais  c'est  ce  qui  résulte  de  considé- 
rations tout  analogues  à  celles  que  nous  venons  de  présenter  (réduction  à 
des  cercles  ayant  même  axe  radical,  s'il  y  a  deux  points  communs  imagi- 
naires; exercice  H42,  dans  les  cas  c),  d),  e)  ;  exercice  1156,  dans  le  cas/"), 
lesquelles  montrent  qn'il  passe  une  conique  du  système  par  un  point  donné 
quelconque  du  plan.  Cette  conique  est  évidemment  le  !ieu  de  l'homologue 
du  point  donné,  par  rapport  aux  involutions  déterminées,  par  une  conique 
du  système  et  le  couple  de  sécantes  communes,  sur  les  transversales  issues 
de  ce  point.  Celte  condition  étant  manifestement  suffisante  pour  la  déter- 
miner, on  voit  que  si  plusieurs  coniques  déterminent  sur  toute  transversale 
une  involution,  elles  ont  les  mêmes  points  communs  {réels  ou  imaginaires). 

Les  théorèmes  du  n''779  s'étendent  évidemmentaux  systèmes  ou  faisceaux 
ainsi  définis  (').  Si  l'on  considère,  par  exemple,  un  sytème  de  cercles  ayant 
même  ase  radical  les  polaires  d'un  point  quelconque,  par  rapport  à  ces 
cercles,  sont  concourantes;  les  pôles  d'une  droite  donnée  quelconque 
décrivent  une  hyperbole  ayant  une  asymptote  perpendiculaire  à  la  ligne 
des  centres,  et  passant  par  les  points  limites  de  Poncelet,  lorsque  ceux-ci 
existent. 

Corrélativement,  un  couple  d'ombilics  opposés  sera  déQni  par  cette  condi- 
tion que  ce  couple  et  les  denx  coniques  seront  vus  d'un  point  quelconque 
sous  des  angles  en  involution.  Deux  coniques  admettent  au  moins  un  couple 
d'ombilics  opposés  réels.  Deux  ombilics  sont  nécessairement  oppos  s  s  1 
ne  sont  pas  sur  nue  même  tangente  commune. 

On  définira  un  système  de  coniques  ayant  les  mêmes  tangente  on  n  unes 
{réelles  ou  imaginaires),  tout  système  de  coniques  ayant  un  couple  do  hil  es 
opposés  communs,  ou  (ce  qui  revient  au  même)  tout  système  de  con  ques 


oini  U  par  rapport  aux  coniques 

té  des  points  de  renconlre  de  la 

droite  M  M'  (du  n"  779)  avec  Ibb  eoniques.Caril  réanlte  du  n- 

,  Le  point  M',  dôdni  par  celts 

oondilion  et  par  celle  d'êSts  sur  la  polaire  de  M  par  rapport  i 

L  l'une  des  coniques  du  faisceau. 
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qui  seront  vues  (l'iiii  point  quelconque  du  phn  s(  u<î  des  dnfiles  en  jino 
lution. 

Par  exemple,  deux  coniques  ajant  leurs  rojfrs  communs  ont(n  77G)  ces 
foyers  pour  ombilics  opposés.  Si  donc  nous  eonsidéïons  de"!  tuniques 
liomofocaks,  c'està-dire  ayant  les  mêmes  fojeu,  et  les  angles  sons  les- 
quels on  ïoit  ces  coniques,  d'un  point  quelconque  du  plan,  cfs  angles  sont 
e»  irwolution  (ce  qui  résulte  d'ailleurs  évidemment  du  n°  50i)  Le  heu  (fe» 
pâles  tTane  droite  jUse,  par  rapport  à  un  système  de  coniques  liomofocales,  est 
une  droite.  Les  polaires  d'un  point  fixe,  par  rapport  a  un  système  de  coniques 
homo focales,  enveloppent  une  parabole  tangente  aux  axi.»  communs  dei,  coni 
ques,  car  ces  axes  et  la  droite  de  l'inflni  forment  un  tridnf,le  conjugué 
par  rapport  à  toutes  les  coniques  en  question. 


EXERCICES 

1108.  Étendre  à  une  conique  quelconque  l'exercice  S39. 

U09.  Par  an  point  A  du  plan  d'une  conique,  on  lui  mène  une  sécante  variable. 
Lieu  du  point  P  pris  sur  celte  droile  cl  qui  forme  avec  les  deux  points  où  elle 
coupe  la  courbe  et  le  point  donné,  un  l'apport  anharmonique  constant  (on  montre 
que  le  lieu  est  liomologique  (ex.  889)  de  la  conique  donnée  ;  ou  encore  on  ramène 
au  cas  où  le  point  A  est  le  centre). 

Étendre  l'exercice  1045  à  une  conique  quelconque. 

1110.  Projeter  une  conique  de  manière  que  deux  poinla  donnés  de  son  plan 
deviennent,  après  projection,  les  foyers  de  la  nouvelle  courbe.  Conditions  de  possi- 
bilité. 

1111.  Projeter  une  conique  suivant  une  hyperbole  équîlatère,  de  manière  qu'un 
point  donné  de  son  plan  se  projette  au  foyer  de  cette  hyperbole. 

1113.  Étant  donnés  une  conique  et  un  point  intérieur,  ou  mène  par  celui-ci  deux 
droites  conjuguées  quelconques.  Enveloppe  des  côtés  du  quadrilatère  inscrit  à  la 
courbe  et  ayant  ces  droites  pour  diagrnales   (Employei  une  piojBCtion  ) 

1113.  Construire  par  poînti  une  conique  dcnnei-  pv  cinq  po  nt  il  ii  le  lu 
théorème  de  Pascal. 

Une  courbe  telle  que  tout  he\agonp  inscrit  satisfasoe  lu  théorème  d«  Paical  est 
une  conique  (qui  peut  être  réduite  à  deux  Iroite  ) 

1114.  Construire  la  polaii-e  dun  point  pai  tappoit  à  me  tuniiui'  lonnee  pii 
cinq  points. 

1115.  Le  second  foyer  (autre  que  le  centre  du  ceitle  diiecteu]  de  li  conque 
polaire  réciproque  d'un  cercle  C  par  rapporta  un  ercleC  est  le  pOle  de  I  a«  laJici! 
du  cercle  C  et  du  centre  du  cercle  C. 

me.  On  transforme  chaque  tangente  de  la  circonférence  fixe  C  (773]  en  un 
cercle,  ainsi  qu'il  est  expliqué  dans  la  deuxième  démonstration  de  ce  numéro. 
Que  devient,  relativement  à  ces  cercles,  la  propriété  des  tangentes  à  la  circon- 
férence, utilisée  dans  la  troisième  démonstration  du  même  numéro? 
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1117  bis.  Lieu  des  [joints  d'intersection  des  tangentes  menées  à  nne  coniqne  par 
les  points  où  elle  coupe  les  côtés  d'un  angle  de  grandeur  constante,  pivotant 
autour  du  foyer. 

1118.  Quand  deux  coniques  ont  un  foyer  commun  et  deux  tangentes  communes 
réellea,  ces  deux  tai^entes  sont  vues  du  foyer  commun  sous  le  même  angle.  Si  cet 
angle  est  droit,  les  tangentes  menées  aux  deux  courbes  par  un  point  quelconque  de 
l'une  des  deux  dii-ectrices  forment  un  faisceau  harmonique. 

1119.  Trouver  l'intersection  de  deux  coniques  ayant  un  foyer  commun  (et.  par 
conséquent,  la  solution  du  problème  des  cercles  tangents)  en  transformant  le 
problème  par  polaires  réciproques. 

1120.  La  corde  iJ'une  conique  C  qui  joint  les  extrémités  de  deux  cordes  menées 
par  un  point  a  deC,  parallèlement  aux  diamètres  conjugués  d'une  autre  conique  C, 
passe  par  un  point  fixe  6. 

Construire  les  directions  asymptotiques  de  C,  connaissant  C,  a  et  i. 

Quel  est  le  lieu  de  à,  lorsqu'on  donne  C  et  a  et  qu'on  sait  que  C  est  une  hyper- 
bole équilatère? 

1120  bis.  La  conique  C  de  l'exercice  précédent  étatit  un  cercle  (cas  du  théorème 
de  Fréter,  770),  le  point  b  et  les  axes  de  la  conique  C  divisent  harmonique  ment  la 
normale  à  C  en  a.  Quel  est  le  lieu  du  point  6  lorsque  o  décrit  la, conique  CI  Cas  de 
la  parabole. 

Dans  quel  cas  ù  esl-il  rejeté  à  l'inUni  ? 


H21.  Une  droite  pivote  autour  d'un  point  fi«  A.  On  joint  n 
autres  points  fixes  B,  C  les  points  M,  N  oii  cette  droite  r 
angle  fixe. 

Que!  est  le  lieu  décrit  par  le  point  d'intersection  de  BM  et  de  CN? 

Casoù  B  et  C  sont  en  ligne  droite  avec  le  sommet  de  l'angle,  ou  avec  A. 

1123.  Deux  angles  de  grandeur  constante  pivotent  respectivement  autour  de  leurs 
sommets,  de  manière  qu'un  côté  du  premîei"  et  un  cûté  du  second  se  coupent  sur 
une  droite  fixe.  Lieu  de  l'intersection  des  seconds  eûtes. 

1133.  La  base  d'un  triangle  touche  une  conique  fixe  :  ses  deux  extrémités  décrivent 
deux  tangentes  fixes  <  cette  conique  pendant  que  les  deux  autre*  côtés  lournent 
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lise.  Si  deux  Irinngles  sont  circonscrits  à  une  même  conique,  Icii 
sont  sur  une  même  conique. 

Le  problème  qui  consiste  à  trouver  un  triangle  iiisei'it  à  une  Roniqi 
à.  une  autre  n'a  pas  de  solution,  ou  il  en  a  une  inGnité. 

APPLICATION  DU  TItÉOEÈMB  DE  DESARGUES 

1137.  Doux  sfcantes  communes  opposées  de  deux  coniques  divisent  harmoni- 
quemenl  une  tangente  commune. 

1128.  Une  tangente  quelconque  d'une  conique  est  divisée  harmoniquemenS  par 
deux  autres  tangentes,  leur  corde  de  contact  et  la  courbe;  ou  encore,  par  son  point 
de  contact,  une  corde  quelconque  et  une  conique  bilangente  k  ia  première  aus 
est  ré  mités  de  cette  corde. 


1129.  Toute  conique  qui  passe  par  les  sommets  d'un  triangle 
contre  des  hauteurs  est  une  fiyperbole  équilatère. 

Réciproquement,  si  deux  liyperboles  équilatêres  se 
quelconque  de  ces  points  est  le  point  de  rencontre  d 
par  les  trois  autres. 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équila 
cercle  des  neuf  points  (PI.,  ex.  101)  de  ce  triangle. 

1130.  Faire  passer  une  hyperbole  équilatère  par  quatre  points  donnés, 

1131.  Si  deux  coniques  A,  B  qui  se  coupent  en  quatre  points,  sont  bitangentes  k 
une  même  troisième  C,  deux  des  sécantes  communes  à  A  et  à  B  passent  par  le 
point  I  où  se  coupent  les  cordes  de  contact  de  ces  coniques  avec  G  et  forment  avec 
ces  cordes  de  contact  un  faisceau  harmonique. 

Dans  le  cas  oit  les  coniques  A,  B  n'ont  que  deux  points  communs  véels,  le  point  I 
est  sur  la  corde  commune.  Dans  tous  les  cas,  le  point  I  est  un  pôle  double  {exemple, 
exercice  844,  3°). 

Dans  le  cas  où  les  trois  pôles  doubles  sont  réels,  il  y  a  trois  séries  de  coniques 
qui  leurs  sont  bitangentes. 

1132.  Les  conjugués  harmoniques,  par  rapport  aux  quatre  côtés  et  aux  deux 
diagonales  d'un  quadrilatère,  des  points  où  ces  six  droites  sont  rencontrées  par  une 
transversale  quelconque  D,  appartiennent  à  une  même  conique  S.  Cette  conique 
n'est  autre  que  le  lieu  considéré  au  n*  779  et  passe,  par  conséquent,  par  les  points 
d'intersection  des  côtés  opposés  et  des  diagonales  des  quadrilatères.  Déduire  de  là 
l'exercice  101. 

Les  trois  droites  joignant  deux  k  deux  les  conjugués  par  rapport  aux  côtés,  ou 
par  rapport  aux  diagonales,  se  coupent  en  un  même  point,  pôle  de  Dpar  rapport  à  S. 

1133.  Faire  passer  une  parabole  par  quatre  points  donnés.  (On  cherchera  la 
direction  de  l'axe.) 

1131.  11  existe  deux  séries  d  o  jues  la  ni  par  deux  points  et  tangentes  k 
deux  droites.  Lieu  du  point  de  ren  nt  o  de  ta  gentes  menées  par  les  deux  points 
donnés  aux  coniques  de  chaque    e*  e 

1135.  Quand  deux  paraboles  don  1  s  a  s  nt  perpendiculaires  entre  eux  se 
coupent  en  quatre  points,  le  ce  t  e  des  moyen  es  distances  de  ces  quatre  points 
coïncide  avec  le  point  de  rencontre  des  deux  axes  {779  6is). 
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113f!.  Par  trois  points  d'une  conique  donnée  quelconque,  on  fail  passeï'  un  cercle. 
Montrer  (comparer  exercice  1091)  que  ce  cercle  tend  vers  une  position  limite  déter- 
minée lorsque  les  trois  points  se  rapprochent  tous  indéfiniment  d'un  même  point  M 
de  la  courbe,  le  cercle  tiins]  obtenu  est  osculateur  (784,  e)  à  la  conique.  Il  la  coupe 
en  général  en  un  point  autre  que  M  ;  on  déterminera  la  position  <ie  la  corde  qui 
joint  ces  tieux  points.  Dans  quel  cas  le  point  M  esl-il  le  seul  point  commun? 

1137.  Si  trois  coniques  ont  une  même  sécante  commune,  les  trois  sécantes 
3  à  celle-là  (relativement  aux  trois  courbes  prises  deuît  à  deux) 


1138.  Le  cercle  de  rayon  nul  qui  a  pour  centre  un  foyer  d'une  conique,  a  un 
double  contact  imaginaire  (784  bis)  avec  cette  courbe.  Itéciproque. 

1139.  Construire  une  conique,  connaissant  :  1°  un  point  ou  une  tangente  ;  2°  la 
polaire  d'un  point  donné  du  plan;  3°  une  conique  ayant,  aïec  la  première,  cette 
polaire  pour  sécante  commune. 

Quel  est  le  problème  corrélatif? 

1140.  Si  deuï  coniques  sont  tangentes  en  I,  et  qu'un  point  M  du  plan  décrive  une 
droite  passant  par  I,  le  lieu  du  point  M'  oii  se  coupent  les  deux  polaires  de  M  est  (') 
la  conjuguée  harmonique  de  ISl  par  rapport  à  l'angle  formé  par  la  tangente  en  I 
et  la  droite  qui  joint  ce  dernier  point  au  point  de  rencontre  des  tangentes  menées 
aux  deux  coniques  en  leur  intereection  avec  IM. 

1141.  Si  par  deux  points  A,  B  communs  k  deux  coniques,  on  mène  deux  trans- 
versales quelconques  AMM',  BNN',  les  cordes  MN,  M'N'  interceptées  entre  ces  deux 
transversales  sur  les  deux  coniques  se  coupent  sur  la  sécante  commune  D  opposée 
à  AB.  (Même  raisonnement  qu'au  n-  784,) 

Cette  proposition  comprend  l'exercice  6S  de  la  Géométrie  plane. 

En  déduire  aussi  l'exercice  1137.  (Comparer  784.) 

Quel  est  la  lieu  du  point  pris  sur  MM' de  manière  à  former,  avec  les  points  M,  M' 
et  le  point  où  MM'  rencontre  D,  un  rapport  anharmonique  constant  ? 

Montrer  que  ce  lieu  coïncide  avec  le  lieu  analogue  relatif  à  NN'. 

1143.  On  donne  une  conique,  deux  points  I  et  M  sur  celte  conique,  un  point  M' 
sur  la  droite  IM  et  une  droite  D.  N  étant  un  point  variable  sur  la  conique,  quel  est 
le  lieu  du  point  W  pris  sur  IN  de  manière  que  MM  et  M'N'  se  coupent  sur  D  ? 

1143.  Le  rapport  anharmonique  des  tangentes  menées,  en  un  point  d'intei'- 
section,  à  quatre  coniques  qui  ont  leurs  quatre  points  d'intersection  communs,  est  le 
même  pour  les  quatre  points. 

1144.  La  droite,  lieu  des  pûles  d'une  droite  D,  par  rapport  à  une  série  de  coniques 
homofocales  (787  bis),  est  perpendiculaire  à  D.  Les  droites  conjuguées  pav  rapport 
à  une  conique  et  rectangulaires  entre  elles  que  l'on  peut  mener  par  un  point  donné 
sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  droites  qui  joignent  ce  point  aux 
foyers  de  la  conique. 

1145.  Que  peut-on  dire  de  deux  coniques  qui  ont  une  sécante  commune  rejetée  à 

1146.  Sur  une  sécante  commune  i  à  deux  coniques,  on  prend  un  point  quel- 
(t)  Les  raiennaeinonta  du  tsiSc  (783)  prouvent  encore  que  le  liou  do  M'  est  uno  droibe,  mais 
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conque  M,  par  lequel  ûq  mène  les  tangentes  Jim,  Mtiii  à  la  première  conique,  les 
tangentes  Mm',  Mm')  à  la  seconde. 

1'  Les  droites  mm,,  m'm',  se  coupent  sur  A  ; 

3'  Si  N  est  un  second  point  de  A,  par  lequel  sont  menées  les  tangentes  tin,  Nh,, 
Nîi',  Nn',,  les  droites  qui  joignent  les  points  m,  m,  aux  points  !i,  n,  et  celles  qui  joi- 
gnent les  points  m',  m',  aux  points  n',  n')  se  coupent  quatre  à  quatre  en  deux  points 
de  a  (on  trouvera  ces  points  comme  couple  commun  à  deux  involutions  qui  seront 
les  mfimes,  soit  qu'on  parte  des  côtés  do  quadrilatère  mm,  nn,,  soit  qu'on  parte  de 
ceux  du  quadrilatère  m'm',  n'ti',); 

3»  Les  droites  qui  joignent  les  points  m,  m,  à  ni'  et  à  m',  se  coupent  deux  à  deux 
en  deux  points  fixes  S,  6)  (se  déduit  du  précédent  parle  théorème  des  triangles  homo- 
logiquea).  Les  coniques  données  sont  homologiques  l'une  de  l'autre,  avec  A  comme 
axe  et  l'un  quelconque  des  points  S,  S,  comme  centre  d'booiologie.  Les  points  S  et  S, 
sont  deux  ombilics  opposés; 

i°  La  droite  Sm  coupe  la  seconde  conique  en  un  point  m',.  Montrer  que  la  tan- 
gente en  m'o  rencontre  la  tangente  à  la  première  conique  enra  en  un  point  qui  décrit 
la  sécante  commune  opposée  à  A. 

Montrer  que,  dans  le  cas  où  A  ne  coupe  pas  les  coniques,  tous  ces  théorèmes  sont 
évidents  par  projection  (785). 

1147.  On  peut  définir  un  couple  de  points  imaginaires  conjugués  (exercice  921)  par 
une  droite  D  et  une  conique  quelconque  (sans  point  réel  commun  a^ec  D),  avec 
cette  clause  qu'il  est  indifférent  de  remplacer  celle  conique  par  une  autre  ayant 
avec  la  premiéi'e  D  pour  sécante  commune.  Ces  points  sont  dits  points  de  rencontre 
{imaginaires)  de  la  droite  et  de  la  conique. 

Les  points  de  rencontre  d'une  droite  D  et  d'une  conique  sont  les  points  doubles 
(eï.  981)  de  l'involution  déterminée  sur  la  droite  par  les  points  conjugués  par  rap- 
port à  la  conique. 

Deux  divisions  fiomographiquea  étant  données  sur  une  droite  D,  si  on  joint  les 
points  homologues  m,  m'  à  deux  points  A,  B  respectivement,  le  lieu  do  l'intersection 
de  Am  et  de  Bin'  est  une  conique.  Montrer  que  les  points  de  rencontre  de  cette 
conique  avec  la  droite  D  sont  les  points  doubles  de  l'homographie  (au  sens  de  l'exer- 
cice 921),  même  si  ces  points  doubles  sont  imaginaires. 

(Projeter  la  conique  suivant  un  cercle  sur  un  plan  passant  par  D). 

Tous  les  cercles  ont  mêmes  points  de  rencontre  (imaginaires)  avec  la  droite  de 

Ces  points  sont  dits  points  circulaires  à  l'infini  ou  points  cycliques. 

1148.  Droites  imaginaires.  On  définit  un  couple  de  droites  imaginaires  conjuguées 
comme  les  tangentes  menées  à  une  conique  S  par  un  point  (intérieur)  0,  avec  cette 
clause  qu'il  est  indifi'érent  de  i-ernplacer  S  par  une  autre  conique  S,  ayant  avec  la 
première  0  pour  ombilic. 

De  même  qu'un  couple  de  droites  réelles,  un  tel  couple  de  droites  imaginaires 
conjuguées  peut  être  considéré,  à  un  certain  point  de  vue,  comme  une  conique.  Deux 
points  seront  dits  conjugués  par  rapport  à  cette  conique  lorsque  les  droites  qui  les 
joignent  à  0  sont  conjuguées  par  rapport  à  S  (définition  qui  conserve  son  sens 
lorsqu'on  change  S  conformément  à  la  clause  précédente). 

Les  droites  imaginaires  sont  dites  passer  par  deux  joints  imaginaires  définis 
par  une  droite  D  et  une  conique  S',  si  la  conique  qu'elles  forment  et  la  conique  S' 
admettent  D  pour  sécante  commune.  Montrer  (voir  exercice  1139)  qu'on  peut  alors, 
moyennant  la  clause  énoncée  ci-dessus  et  la  clause  analogue  de  l'exercice  précédent, 
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remplacer  S  et  S' par  une  même  conique  S,  par  rapport  à  laquelle  0  est  le  pôle  de  D  : 
la  conique  S|  peut  môme  être  trouvée  d'une  infliûté  (Je  manières,  taules  les  coniques 
ainsi  obtenues  ajant  entre  elles  un  double  contact  imaginaire. 

1149.  Un  couple  de  points  imaginaires  étant  (comparer  780)  considéré  comme  une 
conique,  énoncer,  corrélativement  à  celle  qui  a  été  donnée  à  l'esercice  précédent,  la 
définition  de  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  celte  conique.  Cas  où  les  deux 
points  sont  les  points  cycliques  [ex.  1147). 

Montrer  que  les  foyers  d'une  conique  sont  les  ombilics  réels  du  système  de  cette 
conique  et  du  couple  des  points  cycliques. 

Les  l'ayons  doubles  (imaginaires)  de  deux  faisceaux  homographiques  étant  définis 
par  la  condition  de  passer  par  les  points  doubles  des  divisions  déterminées  par  ces 
faisceaux  sur  une  droite  D,  montrer  que  la  position  de  ces  rayons  doubles  est 
indépendante  de  celle  de  ia  droite  D.  On  utilisera  les  propriétés  de  l'homologie 
(ex.  889). 

1150.  Les  rayons  doubles  de  l'homograpliie  déterminée  par  un  angle  constant 
tournant  autour  de  son  sommet,  sont  indépendants  de  la  grandeur  de  l'angle.  Ils 
passent  par  les  points  cycliques  {ex.  114'î). 

Ces  rayons  doubles  sont  dits  droites  isotropes. 

1151.  Le  triangle  conjugué  commuai  deux  coniques  étant  déterminé,  les  quatre 
points  d'intersection  des  deux  courbes  peuvent  être  considérés  comme  étant,  par 
rapport  à  ce  triangle,  les  solutions  du  problème  du  n°  167  [PL,  liv,  IIIJ. 

1152.  Le  nombre  des  points  d'intersection  réels  de  deut  hyperboles  équilatères 
concentriques  est  toujours  de  deux 

Un  point  quelconque  M  du  plan  étant  donné  le  pont  H  ou  se  coupent  sespolaires, 
par.  rapport  aux  deux  courbes    se  déduit  de  M  pii  u  le  ' 
symétrie. 

(On  considérera  les  sécantes  communes  issues  du  centre 
trera  que  les  droites  O.M,  OM  sont  également  inclinées  su 
montrera  que,  si  M  décrit  une  droite  quelconque  Al  dcci  t 
façon  que  le  produit  OM.  OM'  ne  vaue  pas) 

1153.  Les  polaires  d'un  point  quelconque  lai  lapport  i  une  hyperbole  équilatère 
et  par  rapport  au  cercle  décrit  sui  la\e  tiantvei^e  cOfi  le  diamètre,  sont  symé- 
triques par  rapport  à  l'axe  transveise 

ll&i.  Si  les  coniques  S,  S'  sont  deux  hyperboles  e^  i  1  itères  passant  par  les  som- 
mets d'un  triangle  T  et  le  point  do  concours  des  hauleui-s  [ex.  1129),  le  point  M', 
intersection  des  polaires  d'un  poiut  quelconque  M  par  rapport  à  ces  hyperboles,  se 
déduit  du  point  M  comme  le  point  0'  du  point  0  dans  l'exercice  197  (Pl„  page  183), 
.le  IriMigle  qui  intervient  dans  cet  exercice  étant  celui  qui  a  pour  sommets  les  pieds 
des  hauteurs  du  triangle  T. 


ces  sécantes.  Puis  on 
1  cercle  placé  de  telle 


1155.  Si  deux  triangles  sont  polaires  réciproques 
une  conique,  ils  sont  liomologiques. 

1156.  Construire  une  conii 


1  de  r 


1157.  Construire  une  conique  connaissant  les  polai 
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suppose  que  les  deux  triangles  formés,  l'un  par  Ina  pointa,  l'autre  par  les  polaires, 
sont  homologiques)  ('). 

1158.  Montrer  directement  que  si  deux  coniques  C,  C  sont  telles  que  deux  points  A 
et  B  aient  chacun  même  polaire  dans  C  et  dans  G,  la  polaire  de  A  ne  passant  pas 
par  B  (ni  la  polaire  de  B  par  A),  ces  deux  coniques  ont  un  double  contact  réel  ou 
imaginaire  (784  bis). 

1159.  Si  deuï  coniques  C,  C  sont  telles  qu'il  existe  deux  points  différents  A  et  B 
Jouissant  de  cette  propriété  que  la  polaire  de  chacun  d'eux,  par  rapport  à  C,  coïncide 
avec  la  polaire  de  l'autre  par  rapport  à  G,  la  droite  AB  est  une  polaire  double.  Si 
l'on  peut  trouver  un  autre  couple  de  points  A,  B,,  non  en  ligne  droite  avec  les  pre- 
miers, jouissant  de  la  même  propriété,  chacune  des  coniques  considérées  coïncide 
avec  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  l'autre.  Les  deux  coniques  ont  un  double 
contact  réel  et  sont  dans  des  angles  différents  par  rapport  à  leurs  tangentes  com- 
munes. On  peut  en  faire  une  perspective  telle  qu'elles  deviennent  deux  hyperboles 


conjuguées. 

Réciproquement,  si  une  conique  coïncide  avec  sa  polaire  réciproque  par  rapport 
à  une  autre  conique  C,  les  deux  courbes  ont  entre  elles  les  relations  que  nous  venons 
d'indiquer,  et  la  seconde  conique  C  coïncide  avec  sa  polaire  réciproque  par  rapport 
à  C. 

1160.  Lieu  des  milieux  des  cordes  interceptées  sur  des  parallèles  à  une  direction 
fixe  par  un  cône  à  base  circulaire  donné. 

Lieu  des  conjuRués  harmoniques  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  segments  inter- 
ceptés par  le  côna  sur  les  sécanles  issues  de  ce  point. 

1181.  Étant  donnés,  dans  un  plan  P,  une  conique  C  et,  extérieurement  à  ce  plan, 
un  point  S,  on  fait  correspondre  à  tout  point  M  du  plan  P,  le  point  M'  où  la  polaire 
de  M,  par  rapport  à  C,  rencontre  le  plan  mené  par  S  perpendiculairement  à  SH. 
Montrer  ■: 

1*  Que  cette  correspondance  est  réciproque  ; 

2°  Que,  si  le  point  M  décrit  une  droite,  le  point  M'  décrit  en  général  une  conique; 

a°  Qu'il  esiafe  trois  positions  I,  K,  L  du  point  M  telles  que  le  point  M' correspon- 
dant soit  indéterminé  (la  polaire  de  I,  par  rapport  à  C,  étant  dans  le  plan  mené 
par  S  perpendiculairement  à  SI).  {On  démontrera  (comparer  782)  qu'il  existe  au 
moins  une  telle  position  et  on  en  déduira  l'existence  des  deux  autres)  ; 

i'  Que  si  le  point  M  décrit  une  droite  passant  par  l'un  des  points  I,  K,  L,  le  point  M 
décrit  une  droite  passant  par  le  même  point,  et  que  lorsque  ces  deux  droites  toui^ 
nent  autour  du  point  en  question,  elles  décrivent  deux  faisceaux  en  involution; 

5*  Qu'une  et  une  seule  des  trois  involutions  correspondant  ainsi  aux  trois  points 
I,  K,  L  a  ses  rayons  doubles  l'éels  ; 

6°  Que  les  énoncés  précédents  et  leurs  démonstrations  ne  sont  autres  que  ceux 
qu'on  obtient  en  appliquant  les  conditions  des  n"'  782-783  bis  à  la  conique  C  et  au 
cercle  imaginaife  (ex.  98'î-9S8)  défini  par  le  plan  P  eWe  point  S  ; 

7°  Que  le  cûne  qui  a  pour  sommet  le  point  S  et  pour  base  la  conique  C  peut  être 
coupé  par  un  plan  suivant  un.  cercle  (ainsi  qu'il  avait  été  énoncé  au  n*  757)  :  les 
plans  des  sections  circulaires  étant  les  plans  parallèles  à  ceux  qui  passent  par  le 
point  S  et  l'un  ou  l'autre  des  rayons  doubles  dont  l'existence  est  indiquée  en  5°  ;  et 

(1)  On  Bdmettra  qne  les  points  doubles  âes  involutious  que  l'on  eura  à  introduire  pont  la 
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que  le  tùne  en  question  a  poui'  plans  de  symiilrie  les  plans  SKL,  SLI,  SIK,  pour 
axes  (le  symétrie  les  droites  SI,  SK,  SL  ; 

8°  Que,  si  ce  cône  est  de  réTOlution,  la  conique  C  doit  fitre  considérée  comme 
bitangenle  (784  àis)  au  cercle  imaginaire  ; 

9°  Qu'il  existe  deux  points  f,  f  dont  cliacun  jouit  de  cette  propriété  que  les  droites 
conjuguées,  par  rapport  à  C,  menées  par  /'(ou  par  /"')  sont  vues  de  S/'(ou  de  S/") 
sous  un  dièdre  droit. 

Ces  points  sont  les  ombilics  de  C  et  du  cercle  imaginaire  (exercice  précédent,  6°)  : 
on  démontrera  leur  existence  par  des  raisonnements  corrélatifs  de  ceux  du  texte 
et  de  4=,  5°  ; 

Les  droites  S/',  S/"'  sont  dites  les  focales  du  cÔne  qui  a  S  pour  sommet  et  C  pour 
base  (voir  plus  loin,  exeicice  1259); 

10°  Un  plan  perpendiculaire  à  %f  coupe  le  c6ne  suivant  une  conique  ayant  son 
foyer  sur  S;- 

II'  Lorsqu»  la  conique  C  est  un  cercle,  un  des  points  1,  K,  L  est  à  l'infini.  Cons- 
truire les  cleuï  autres  K,  L  (points  limites  du  cercle  Cet  du  cercle  imaginaire).  Mon- 
trer que  ces  points  sont  situés  sur  tont  cercle  orthogonal  à  C  et  par  rapport  auquel 
la  puissance  du  points  (projection  de  S  surleplau  de  C)  est  égala —  S^- 

Construire,  dans  les  mêmes  conditions,  les  points  f,t'.  (Ces  points  sont  sur  la 
perpendiculaire  élevée,  en  l'un  des  points  K.  ou  L,  à  la  droite  qui  joint  s  au  centre  0 
de  C  et,  d'autre  part,  sur  la  circonférence  qui  a  sO  comme  diamètre.) 

liea.  Par  deux  points  pris  dans  le  plan  d'une  conique  S,  on  mène  deux  droites 
qui  tournent  respectivement  autour  de  ces  points  en  restant  assujetties  â  la  condi- 
tion d'être  conjuguées  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  la  courbe.  Lieu  de  leur  point 
d'intersection.  Ce  lieu  est  une  conique  2. 

Qu'arrive- t-il  si  les  points  donnés  sont  conjugués  par  rapport  à  S  ? 

La  conique  S  éiant  un  cercle,  construire  les  directions  asymptotiques  (le  S.  Si,  en 
outre,  l'on  donne  un  des  points,  quel  est  le  lieu  de  l'autre  pour  que  S  soit  une  para- 
bole ;  ou  une  hyperbole  équilatfere  ;  ou,  plus  générale  ment,  une  hyperbole  semblable 
à  une  hyperbole  donnée;  ou  pour  qu'elle  se  réduise  àdeux  droîtesî 

Mêmes  problèmes  lorsque  S  est  quelconque. 

Lorsque  la  conique  S  est  une  hyperbole  équilatère,  montrer  que  S  est  un  cercle 
si  l'un  des  points  donnés  est  le  symétrique  du  centre  de  S  par  rapport  à  la  polaire 
de  l'autre. 

1163.  Étant  données  deux  figures  planes  homologiques  F,  F'  et  une  conique  S  qui 
ne  coupe  pas  l'axe  d'homologie,  quel  est  le  lieu  d'un  point  M  de  F  tel  que  son  homo- 
logue dans  F'  soit  sur  sa  polaire  par  rapport  à  S  î 

■a  d'abord  le  cas  où  S  est  un  cercle  et  où  l'homologie  se  réduit  à  une 
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PROPOSÉS   SUR  LES  COMPLIÎMENTS 

1164.  JoiiiJi-c  u:i  pûiiil  iJonné  au  point  d'intersection  de  (ieii>;  droites  qui  se 
coupent  hors  des  iimites  du  dessin,  en  n'employant  d'autre  instrument  que  In  règle. 

1164  bis.  Joindre  deux  points,  en  sipp  satq  nndp  qpd  jn-'  ic„lf  plus 
courte  que  la  distance  de  ces  deux  po 

1165.  Si  les  côtés  d'nn  polygone  to  t  t  d  p  t  f  es  situes  en  li^ne 
droite,  pendant  que  tous  les  somni  t  m  n  u  t,l  des  droites  llxes, 
le  dernier  sommet  décrira  également  n  d  t  Q  n  t  1  si  lea  yointo  fl'ips 
donnés  ne  sont  pas  en  ligne  droite  î 

1166.  Deux  quadrilatères  complets,  situés  dans  des  plans  différents,  sont  en 
perspective  l'un  de  l'autre.  On  joint  chaque  sommet  à  la  perspective  de  son  opposé. 
Montrer  que  les  trois  couples  de  droites  ainsi  obtenus  se  coupent  en  trois  points 
en  ligne  droite. 

1167.  Lieux  des  sommets  et  des  arêtes  des  dodécaèdres  penlagoiiaux  {&\.  1016) 
circonscrits  à.  un  cube  donné. 

1168.  Les  plans  polaires  d'un  même  point  P  quelconque,  par  rapport  à  une  série 
de  sphères  ayant  même  plan  radical,  passent  par  une  même  droite.  Le  rapport 
anharmonique  de  quatre  de  ces  plana  est  indépendant  du  choix  du  point  P,  lorsque 
les  quatre  sphères  correspondanles  sont  données. 

Il  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  plans  radicaux  des  sphères  en  question 
prises  individuellement  avec  une  même  sphère  quelconque  ;  ou  encore,  au  rapport 
anharmoaique  des  quatre  centres. 

1169.  Les  plans  polaires  d'un  même  point  P  quelconque,  par  rapport  aune  série  de 
sphères  ayant  même  axe  radical,  passent  par  un  même  point  P'.  La  sphère  qui  a 
pour  diamètre  PP'  coupe  orthoftonalement  toutes  les  sphères  de  la  série. 

Si  on  coupe  un  plan  déterminé  quelconque  par  les  plans  polaires  du  point  P  par 
rapport  à  différentes  sphères  de  la  série,  puis  par  le  plan  polaire  d'un  second  point  Q 
par  rapport  aux  mêmes  sphères,  on  obtient  deux  ligures  homographiques. 

1170.  Quel  est  le  lieu  des  pointa  tels  que  leurs  plans  polaires,  par  rapport  à  trois 
sphères  données,  passent  par  une  même  droite? 

Quel  est  le  lieu  des  points  tels  que  leurs  plans  polaires,  par  rapport  à  quatre 
sphères  données,  passent  par  un  même  point  ? 

1171.  Lieu  des  centres  des  sphères  qui  coupent  trois  sphères  données  suivant  trois 
cercles  orthogonaux  deux  à.  deux. 

1173.  Étant  donné  le  sommet  S  d'un  cône  circonscrit  à  une  sphère  donnée  suivant 
un  certain  cercle  et  le  sommet  0  d'un  cône  quelconque  passant  par  le  même  cercle, 
on  obtiendra  le  sommet  S'  du  cône  circonscrit  suivant  le  second  cercle  d'inter- 
section de  la  sphère  avec  le  cône  de  sommet  0,  en  prenant  le  conjugué  harmo- 
nique du  point  S  par  rapport  au  segment  formé  par  le  point  0  et  le  point  où  le  plan 
polaire  de  0  coupe  la  droite  OS. 
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1173.  Enveloppe  de  la  bissectrice  d'un  angle  droit  dont  les  côtÉs  passent  respec- 
tivement par  deux  points  doiméG,  la  bissectrice  de  l'angle  adjacent  stipplémentaire 
passant  par  un  troisième  point  donné. 

Enveloppe  de  la  normale  menée  fi  une  conique  variable  G  de  foyers  fixes,  en  son 
point  de  contact  avec  une  tangente  issue  d'un  point  fixe.  Monti-erque  cette  enve- 
loppe coïncide  avec  celle  de  la  tangente  à  la  conique  variable  C  par  le  pied  d'une 
normale  issue  du  point  il\e,  et  avec  l'enveloppe  de  la  polaire  de  ce  point  par 
rapport  à  C. 

lili.  Trouver  une  conique,  connaissant  le  centre  et  trois  points,  ou  le  centre 
el  trois  tangentes. 

Les  trois  points  ou  les  trois  tangentes  étant  donnés,  dans  quelle  région  du  plan 
doit  se  trouver  le  centi'e  pour  que  la  conique  soit  une  ellipse  t 

1175.  Une  conique  étant  donnée  par  cinq  points,  construire  les  directions  des 
axes.  (Se  ramène  à  l'exercice  1070.) 

Trouver  les  t'overs  (appliquer  ex.  8i7). 

1176.  Si,  par  les  points  oii  une  droite  lise  rencontre  une  série  de  connues  ayant 
un  foyer  et  la  directrice  correspondante  commune,  on  mène  des  tangentes  à  ces 
coniques,  ces  tangentes  enveloppent  une  conique  ayant  également  le  même  foyer. 
(Transformer  par  polaires  réciproques.) 

1177.  Sur  une  droite  fixe,  perpendiculaire  à  un  axe  d'une  conique,  on  prend  un 
point  variable,  duquel  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  polaire  de  ce  point. 
Montrer  que  celte  perpendiculaire  passe  par  un  point  fixe,  situé  sur  l'axe. 

1178.  Dans  toute  conique  è.  centre,  le  diamètre  qui  passeenunpoint  et  la  perpen- 
diculaire al>aifisée  d'un  foyer  sur  la  tangente  en  ce  point  se  coupent  en  un  point  1 
de  la  directrice  coiTespondante  fon  considérera  la  polaire  de  I). 

1179.  Par  un  point  0  pris  dans  le  plan  d'une  conique,  on  mène  une  séuante 
quelconque,  et  on  prend,  sur  cette  droite,  les  points  doubles  de  l'involuiion  dont 
deux  points  homologues  sont  les  points  d'intersection  avec  la  conique,  deux  autres 
points  homologues  étant  le  point  0  et  le  point  oii  la  sécante  coupe  une  droite  fixe. 
Lieu  de  ces  pointa  doubles. 

[Se  ramène  par  projection  k  l'exercice  1088). 

1180.  Une  sécante  issue  d'un  point  fi.ia  coupe  une  ellipse  en  deux  points 
variables  M,  M'.  Lieu  de  l'inleraection  des  tangentes  menées  à  la  conique,  parallèle- 
ment aux  deux  diamètres  qui  aboutissent  en  M  et  en  M'. 

1181.  Si  une  conique  divise  harmoniquement  deux  diagonales  d'un  quadrilatère 
complet,  elle  divise  liarmoiuquement  latroisième  diagonale  (utiliser  ex.  917). 

(Ou  encore,  traiter  d'abord  le  cas  du  cercle  [PL,  ex.  S37,  371  bis),  puis  passer  au 
cas  général  par  projection.) 

usa.  Si  un  triangle  est  conjugué  par  rapport  à  une  hyperbole  équilatère,  le  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle  passe  par  le  centre  de  la  conique. 

1183.  On  donne  une  hyperbole  équilatère  et  deux  points  diamétralement  opposés 
de  cette  courbe.  Si,  par  ces  points,  on  mène  ileui  droites  faisant  entre  elles  un 
angle  constant,  la  cor'de  qui  joint  les  deux  nouveaux  points  de  rencontre  do  ces 
droites  avec  la  courbe  passa  par  un  point  fixe. 

1184.  Sur  deux  eûtes  opposés  AG,  A'B'  d'un  parai Itîlogramnie,  on  prend,  à  partir 
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des  milieiiï  C,  C  de  ces  tôles,  deux  segments  CM,  CM'  tels  que  la  somme  de  leurs 
can-és  soit  égale  â  deux  fois  le  carré  de  la  moitié  da  AB.  Prouver  que  la  droite  MM' 
enveloppe  une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  les  diagonales  ùix  parallélo- 
gramme. 

Plus  généralement,  sur  deuï  droites  parallèles  données,  on  prend  à  partir  de 
deux  points  llxes  C,  C,  deux  segments  CM'  +  ft'.C'M'  :=  const.  (oii  ft  est  un 
nombre  donnéj.  Montrer  que  MM'  enveloppe  une  hyperbole.  Construire  les  asymp- 
totes de  celle-ci. 

Une  tangente  mobile  d'une  hyperbole  intercepte,  sur  deux  tangentes  parallèles 
entre  elles  menées  à,  l'hyperbole  conjuguée,  des  segments  tels  que  la  somme  de  leurs 
carrés  est  constante. 

ilKi.  Lorsqu'une  corde  d'un  cercle  varie  de  manière  à  rester  de  grandeur  cons- 
tante, et  qu'on  projette  respectivement  ses  deuï  extrémités  sur  deux  parallèles 
données,  la  projection  étant  orthogonale,  la  droite  qui  joint  les  points  ainsi  obtenus 
e  hyperbole. 

as  où  la  projection  est  oblique. 

1180.  On  considère  une  conique  S  et,  quatre  points  a,  b,  c,  d  extérieurs  k  cette 
conique.  Montrer  que  s'il  existe  une  conique  S'  passant  par  a,  b  et  tangente  aux 
quatre  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  S  par  les  points  c,  d,  il  existe  aussi 
une  conique  S"  passant  par  c,  d  et  tangente  aux  quatre  tangentes  que  l'on  peut 
mener  à  S  par  les  points  a,  b. 

Les  tangentes  menées  à  S'  en  a  et  6  et  à  S''  en  c,  d  concourent  en  un  même 
point  O. 

Enfin  il  existe  une  conique  tangente  aux  quatre  droites  ac,  ad,  hc,  kl  et  bilangente 

(On  montrera  d'abord  iju'il  existe  une  conique  S  tangente  aux  quatre  droites  en 
question  et  aux  deux  tangentes  menées  de  0  à  S.  Puis  ou  cherchera,  pour  S  et  S, 
l'ombilic  opposé  ft  0  et  on  constatera  que  cet  ombilic  coïncide  avec  0). 

1187.  On  donne  une  conique  S  et  les  deux  tangentes  menées  à  cette  conique  par 
un  point  a  du  plan.  On  considère  un  cercle  variable  C  tangent  à  ces  deux  droites. 
Prouver  que  le  lieu  décrit  par  l'ombilic  i  de  C  et  de  S  opposé  à  a  est  l'une  ou 
l'autre  des  deux  coniques  homofocales  à  S  et  passant  par  a  (suivant  que  le  cercle  C 
est  inscrit  à  l'un  ou  à  l'autre  des  angles  formés  par  les  tangentes  données). 

(On  montrera  que  les  droites  qui  joignent  le  centre  O  du  cercle  aux  points  a  et  6 
sont  vues  sous  des  angles  égaux  d'un  quelconque  des  foyers  de  S.} 

Le  même  lieu  est  aussi  celui  du  second  foyer  d'une  conique  bitangente  à  S  et 
ayant  un  foyer  en  a. 

Si  deux  coniques  sont  hilarantes,  les  droites  qui  joignent  les  foyers  de  l'une 
aux  foyers  de  l'autre  sont  tangentes  à  un  même  cercle  ayant  pour  centre  le  pôle 
de  cjintact. 

Montrer  que  ces  propositions  découlent  de  celles  qui  ilgureni  à  l'exercice  précé- 
dent, lorsqu'on  remplace  les  points  cfild  par  les  points  cycliques  {exei'cice  1147), 

1188.  Par  un  point  0  d'une  circonférence  C,  on  mène  des  couples  do  droites  en 
involution  et  on  considère  le  point  S  oii  concourent  les  cordes  qui  joignent  leurs 
seconds  points  d'intersection  avec  C.  Trouver  le  lieu  du  point  S  ; 

1'  Lorsque  G  et  0  restant  fixes,  le  faisceau  de  droites  en  involution  tourne  autour 
du  point  0  à  la  façon  d'une  figure  invariable  ; 

3°  Lorsque  le  faisceau  en  involution  se  transporte  parall élément  k  lui-même, 
son  sommet  0  décrivant  la  ciiMonférence  fixe  C  ; 
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3°  Lorsque,  ie  faisceau  restant  fixa,  la  circonférence  C  tourne  autour  du  point  0 
en  gardanl  un  rayon  constant  (ellipse]; 

1°  Lorsque,  le  faisceau  restant  fixe,  la  circonférence  varie  en  passant  par  le 
point  0  et  par  un  autre  point  fise. 

s  conique  donnée.  Deux  des 

1191)  Inscrire  dans  un  Iriangle  donné,  un  triangle  conjugué  pai  rapport  à  une 
conique  donnée 

1191  Un  tiiangle  étant  inscrit  à  une  conique,  on  peut  trou\ei  une  infinité  de 
tnanglcB  insoiitsau  piemiei  et  conjugués  par  lapport  a  la  couthe 


1192  Le  lieu  du  point  de  rencontre  p  des  tangentes  menées  à  une  conique  par 
deuv  points  homologues  quelconques  m,  in'  d'une  homographie  donnée  sur  cette 
U)nique,  est  une  autre  conique  qui  a  un  double  contact  (réel  ou  imaginaire)  avec  la 
première  la  corde  de  contact  étant  la  droite  B  considérée  à  l'exercice  919. 

(On  prendra  denx  couples  fixes  a,  a';  b,  b'  de  points  homologues.  Le  pôle  de  aa' 
étant  c  et  celui  de  bb',  d,  on  remarquera  que  la  droite  cp  passe  pa     e  po  n 
(ewrc  919)  od  se  coupent  am',  a'm,  et  l'on  en  déduira  que  ceft«  droi  e  (de  n  èm 
que  la  droite  analogue  dp)  décrit  autour  de  c  un  faisceau  homogiaph  q      de 
divisions  décrites  sur  la  conique  par  m,  m'). 

Pour  démontrer  que  les  deux  coniques  sont  bitangentes,   même    o    que    e 
points  doubles  de  l'homographie  sont  imaginaires,  on  montrera  que  h  q     po 
tel  que  !  est  un  pôle  double.) 

La  corde  mm'  enveloppe  une  conique  également  bitangente  à  la  prem  é  e 

1193.  Réciproquement,  si  deux  coniques  C,  Ci  ont  un  double  con  a  (rée  ou 
imaginaire),  et  qu'une  tangente  à.  C  coupe  Ci  en  deux  points  a,  a',  les  droites  qui 
joignent  a  et  a'  à  un  point  quelconque  i  de  la  corde  de  contact  coupent  à  nouveau  C, 
aux  extrémités  6,  6'  d'une  corde  également  tangente  k  C,  et  il  en  résulte  qu'une 
tangente  mobile  à  C  intercepte  sur  C,  deux  divisions  homographiqnes. 

1194.  Il  résulte  de  l'exercice  1193  que  si  un  triangle  est  inscrit  à  une  coniqne  et 
que  deux  de  ses  côtés  passent  par  deux  points  fixes'o,  o',  le  troisième  côté  enveloppe 
une  comquB  hitaugente  à  la  première. 

Démontrer  la  même  proposition  par  p    j    t        1  n   1  u  1    d    't       ' 

teacontie  pas  la  conique. 

Étant  données,  sur  une  conique  C,  d        d  h  n       aph  [u      d  nt  I 

points  doubles  sont  imaginaires,  montrer  qu      plpjteCuntn        1 
de  mani4re   que  les  points  homologues  d    1 1         g  api       d     né  p    J    t     t 

bui\ant  les  extrémités  d'ares  de  grandeu  ta  t 

1193  Dans  toute  homographie  consid    é      u    u         n  q       I      ta  gent     au 
points  doubles  forment,  avec  les  droites  q     j    gn  nt  1       p     t  d  nte       t  n  à 
deux  points  homologues  quelconques,  un  rapp    t  a  ha  n      q  li  nt    t  égal 
au  carré  du  rapport  anharmonique  déte  m  né  p            p    nt    l  mol  g        t  t 
points  doubles  sur  la  conique. 

1196.  Deux  figures  planes  F,  F'  sont  dites  coiTélatives  si  à  chaque  point  de  l'une 
correspond  une  droite  de  l'autre  de  manière  que  ; 

1°  Si,  dans  la  figure  F,  un  point  a  est  sur  une  droite  B,  la  droite  A  de  F'  corres- 
pondant à  fi  contient  le  point  h  correspondant  à  G  ; 
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5°  Le  rappoi't  aiihaiTTionique  lio  quatre  points  un  ligne  droite  de  F  est  égal  à  oeliii 
des  quatre  droites  (concourantes  en  ^ertu  de  1")  de  F'. 

Montrer  : 

!■  Qu'on  obtient  deux  figures  corrélatives  en  parlant  de  deux  triangles  T,  V  et 
en  faisant  correspondre,  au  point  dont  les  coordonnées  bar  jcenlriques,  par  rappori 

{où  a,  b,  c  sont  des  nombres  constants)  ; 
î'  Que  deux  figures  corrélatives  quelconques  peuvent  être  ainsi  obtenues  ; 
3"  Que  deux  figures  corrélatives  d'une  même  troisième  sont  homographiques  l'un 


1197.  1°  Deux  figures  homographiques  étant  données  dans  un  même  plan,  trouver 
deux  droites  homologues  qui  se  croisent  en  nn  point  donné  p; 

2"  Trouver  le  lieu  du  point  p,  sachant  que  la  première  des  droiles  en  question 
doit  passer  par  un  point  donné  a.  Ce  lieu  est  une  conique  C; 

3*  Déduire  de  là  qu'il  existe  au  morns  un  point  qui  coïncide  avec  son  homologue 
et,  par  conséquent  (comparer  ejt.  002)  qu'il  y  a,  en  général,  un  ou  trois  points  qui 
possèdent  cette  propriété  (on  déterminera  la  conique  C  pour  deux  positions  du 
point  a.  Si  l'on  désiiîne  par  A  la  droite  qui  joint  ces  deux  positions,  les  deux  coniques 
mnsi  obtenues  se  couperont  au  point  d'intersection  de  A  avec  son  homologue  et 
(782)  au  moins  en  un  autre  point  répondant  à  la  question). 

1198.  Étant  données  deuxflgures  homographiques  F,  F,  d'un  même  plan,  montrer 
qu'on  peut  trouver,  d'une  inilniié  de  manières,  une  troisième  figure  f  qui  soit 
polaire  réciproque  des  deux  premières,  respectivement  par  rapport  à  deux  coniques 
différentes  S,  S,  [un  cas  d'exception).  Trouver  les  coniques  S,  S,,  sachant  qu'elles 
passent  toutes  deux  par  un  point  donné  q. 

(Soient  ûi  iliomologue,  dans  Fi,  du  point»  considéré  comme  faisant  partie  de  F; 
0,  l'homologue,  dans  F„  de  «,  considéré  comme  faisant  partie  de  F;  o-i  l'homo- 
logue, dans  F,  de  a  considéré  comme  point  de  Fi  ;  a— a,  l'homologue,  dans  F,  de  a- 1 
considéré  comme  point  de  P,.  On  trouvera  (à  l'aide  de  119/,  1')  les  polaires  de  a  par 
rapport  à  S  et  à  S„  puis  les  polaires,  par  rapport  à.  ces  mêmes  coniques,  des 
points  a,  et  a— t.  Ensuite,  b  et  b,  étant  nn  autre  couple  de  points  homologues  qui 
n'appartiennenl  à  aucun  des  côtés  du  triangle  aO)  c-i,  la  droite  B  qui,  dans  la 
figure  cherchée  /,  correspond  au  point  i  de  F  et  au  point  6,  de  Fi,sera  déterminée 
comme  contenant  le  pôle  de  (i_i  b  par  rapport  à  S  et  celui  de  a,  6|  par  rapport  à  Si- 
Enfin,  on  montrera  qu'ii  existe  bien  des  coniques  S,  Si  par  rapport  auxquelles 
a,a^i,a—t,b  d'une  part;  n„a,  o-i,  *i  de  l'autre  aient  les  polaires  ainsi  trouvées 
et  (631)  que  ces  coniques  répondent  à  la  question.) 

Le  raisonnement  est  en  défaut  si  a,  «i,  a-i  sont  en  ligne  droite.  TrouTer  le  lieu 
du  point  a  pour  qu'il  en  soif  ainsi.  Si  cela  a  lieu  pour  toute  position  de  a,  les  deux 
figures  données  sont  homologiques  ;  dans  ce  cas,  le  problème  à  une  infinité  de  solu- 
tions si  le  rapport  d'homologie  est  positif,  aucune  si  ce  rapport  est  négatif. 

Les  points  qui  coïncident  avec  ieura  homologues  (exercice  1198)  sont  les  pâles 
doubles  de  S  et  de  Sj.  Si  les  deux  figures  données  sont  homologiques,  S  e(  S,  sont 
bi  tangentes. 


1199,  1'  S'il  y  a  un  triangle  IKL  conjugué  commun  aux  conitjues  S  et  S,  de  l'exer- 
cice précèdent,  l'homologue  m,  d'un  point  quelconque  m  de  F  est  déterminé  par  la 
condition  que  chacun  des  rapports  an  harmoniques  formés  par  deux  côtés  de  ce 
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li'iangle  et  les  droites  qui  joigiieat  leur  sommet  commun  au;;  points  m  et  m,  ait 
une  valeur  donnée  ; 

2"  Si  au  contraire,  il  n'y  a  qu'un  paie  double  réel,  les  ligures  F  et  F,  peuvent  être 
transformées,  par  une  même  projection,  en  deux  figures  semlilaliles.  Que  deviennent, 
une  fois  cette  projection  laite,  les  coniques  S  et  Si? 

laOO.  Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  les  rapports  anharn ioniques  considérés 
à  l'exercice  précédent  (1')  pour  que  les  points  a,,  û-i,  a— i  [exercice  1198)  soient  en 
ligne  droite,  quelle  que  soit  la  position  de  a,  sans  que  la  droite  ainsi  déterminée 

Montrer  que  le  même  fait  peut  se  produire  si  tes  ligures  F  et  F,  sont  semblaiiles  : 
il  faut  et  il  suflll  pour  cela,  que  l'angle  [PL,  150  bis)  a  et  le  rapport  de  similitude  k 

de  ces  ligures  vérlûenl  la  relation  4  cos  a  ;=  —  -. 
1201.  Le  lieu  des  droites  issues  d'un  point  donné  0  et  desquelles  on  voit  deux 

angles  donnés  d'un  même  plan  {ayant  pour  sommet  commun  le  point  0)  sous  des 

dièdres  égaux,  est  un  cûne  à  base  circulaire- 
Quelle  est  la  condition  pour  que  le  lieu  existe?  Quelles  sont  les   génératrices 

situées  dans  le  plan  des  angles  donnés  7 
1303.  Couper  un  c6ne  à  base  circulaire  donnée  par  un  plan  suivant  une  hyperbole 

dont  une  asymptote  passe  par  un  point  donné. 
Condition  de  possibilité.  Le  problème,  s'il  est  possible,  a  une  infinité  de  solutions. 

Trouver  les  solutions  pour  lesquelles  la  section  est  une  hyperbole  équilitère. 
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NOTK    1^ 
SUR   LA   RËSOLUBILITË    DES    PROBLÈMES    DE   GÉOMÉTRIE 


788.  Ainsi  que  nous  avons  eu  l'occasion  de  le  t'aii-e  reniJirquer  à  plu- 
sieurs reprises,  les  divers  problèmes  de  construclion  que  l'on  peut  rencon- 
trer en  géométrie  sont  loin  de  pouvoir  être  tous  résolus  comme  nous 
l'avons  indiqué  au  livre  I!  de  la  Géométrie  plane,  c'esl-à-dire  uiiiqoemenL 
par  le  moyen  de  la  règle  et  du  compas. 

A  quels  caractères  peut-on  reconnaître  si  un  problème  donné  quelcon- 
que admet  une  solution  de  cette  nature?  Nous  ne  pouvons  donner  à  cet 
égard  que  quelques  indications,  car,  ainsi  que  nous  allons  ie  voir,  les 
méthodes  qui  permettent  de  répondre  à  cette  question  appartiennent  au 
domaine  de  l'algèbre. 

Nous  avons  vu,  en  elFet,  au  livre  X,  comment  une  figure  plane  quel- 
conque peut  être  considérée  comme  déterminée  par  des  données  numé- 
riques convenablement  choisies  :  c'est  ce  que  nous  avons  appelé  faire  le 
levé  de  la  figure  en  question.  Nous  avons  même  vu  qu'on  peut,  pour  ces 
données,  choisir  exclusivement  des  mesures  de  longueur  (lovt  b,  lu  chaîne 
seule,  ou  S,  la  châino  ot  à.  l'cquerre).  Nûus  supposerons  essentielhmcnt,  dans  ce  qui 
va  suivre,  que  cette  dernière  précaution  ait  été  prise:  si,  pai'  exemple,  la 
flgure  considérée  contient  un  angle,  il  est  entendu  que  la  détermination 
de  cet  angle  sera  ramenée  <i  celle  des  trois  côtés  d'un  triangle  dont  il  fait 
partie. 

789.  11  est  vrai  que  ces  données  numériques,  nécessaires  pour  déter- 
miner la  flgure,  sont  quelquefois  en  nombre  infini  :  c'est  ce  qui  arrive  si 
cette  figure  contient  des  lignes  de  forme  quelconque  qu'il  faut  coustruire 
par  points,  ceux-ci  étant  en  nombre  infini.  Mais  ce  cas  ne  se  présenterapas 
daas  les  problèmes  dont  nous  nous  occuperons.  Nous  supposerons,  en 
effet,  que  les  ligures  considérées  sont  de  celles  que  l'on  peut  reproduire  à 
l'aide  de  la  règle  et  du  compas  —  et  cela,  par  un  nombre  fini  d'opérations  : 
autrement  dit,  ces  figures  se  composeront  toujours  de  points,  de  droites  et 
de  cercles  eu  nombre  fini. 

Par  exemple,  si,  parmi  les  données  de  la  question,  flgure  une  ellipse,  i( 
ne  faudra  pas  supposer  cette  ellipse  tracée  —  puisqu'on  ne  peut  le  faire 
d'un  mouvement  continu,  en  n'employant    qne  la  règle  et  le  compas^ 
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mais  donnée  par  ses  foyers  et  sou  grand  axe,  ou  pai'  cinq  points  ('),  ou 
par  toutes  autres  données  équivalentes  à  celles-là.  De  même,  si  une  ellipse 
figure  parmi  les  inconnues,  il  est  clair  qu'on  ne  pourra  demander  qu'elle 
soit  tracée  :  elle  devra  être  regardée  comme  obtenue  lorsqu'on  en  connaî- 
tra cinq  points. 

Toute  figure  satisfaisant  à  la  condition  précédente  sera  déterminée  par 
un  nombre  fini  de  points,  puisqu'une  droite  est  déterminée  par  deus  points 
et  un  cercle  par  trois. 

790.  Pour  déterminer  la  situation  d'un  point,  nous  pourrons  prendre, 
en  particulier,  les  coordonnées  de  ce  point  (533),  un  système  d'axes,  que 
nous  supposerons  rectangulaires,  ayant  été  choisi  dans  le  plan  de  la 
Jig-ure  :  la  connaissance  de  celle-ci  sera  alors  fournie  par  la  connaissance 
des  coordonnées  d'un  certain  nombre  de  points. 

791.  Soit  maintenant  un  problème  de  construction,  ayant  pour  objet  la 
recherche  d'une  figure  F' ayant  avec  une  figure  donnée  F  des  relations 
données. 

Si  nous  voulions  déterminer  la  figure  F  par  des  mesures  de  longueur, 

autrement  dit  en  faire  le  levé  (à  la  chalno  seule,  oh  à.  la  ehalno  et  à  l'énnoire,  bien 

entendu),  noua  obtiendrions  une  certaine  série  de  nombres  N.  De  mSme,  le 

problème  étant  supposé  résolu  et  la  figure  F' construite,  le  levé  de  la  figure 

formée  par  l'ensemble  de  F  et 

de  F'  conduirait  à  adjoindre  aux 

nombres  iN  d'autres  nombres  que 

nous  désignerons  par  IN'. 

Exemple,  —  Dans  )e  problème 
du  cei'cle  langent  à  trois  celles 
donnés^  les  nombres  N  seront  les 
coordonnées  a,,  b,;  a,,  itl  t'a,  ^i 
des  centres  de  trois  cercles  et  ieurs 
rayons  R|,  Itj,  Bj  :  ces  nombres 
déiermiiiei-ont  eniiérement  la  flgure 
formée  par  ces  trois  cercles  (fig.  643). 
Les  nombres  N'  seront  les  coor- 
données H,  p  du  centre  du  cerele 
cherché  et  le  rayon  p  de  ce  cercle. 

On  pourra  encore  considérer  les 
iiislanees  mutuelles  OsOj.  O3O,,  0|0i 
{fig.  6i3)  des  centres  des  cercles 
donnés  et  les  rayons  Rj,  Bi,  Rj, 
comme  constituant  les  quaniitéa  N,  car  ces  longueurs  sulïisent  à  faire  le  levé  do 
la  figure  formée  par  les  cercles  donnés.  Les  nombres  N'  seront  alors,  par  exemple, 
les  distances  a.-,  y,  i  du  centre  du  cercle  cherché  aux  points  0,,  Of,  Oa,  et  le 
rayon  p  du  même  cercle. 

Cela  posé,  imaginons  pour  un  instant  qu'au  lieu  de  conslntirela.  figure 


e,  par  la  rtgle  et  le  compas,  les  foyeit 
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F',  on  se  propose  de  calculer  les  nombres  K'  eu  supposant  donnés  les 
nombres  N. 

Dans  ce  but,  il  faudra  former  les  conditions  auxquelles  doivent  satis- 
faire les  nombres  N  el  N'  pour  que  les  ligures  F  et  F'  aient  entre  elles  les 
relations  indiquées  dans  l'énoncé  du  problème:  on  aura  ainsi  un  certain 
nombre  d'équations  qu'il  faudra  résmidre  par  rapport  aux  nombresK'.  Celte 
résolution  est  un  problème  d'algèbre. 

La  condition  nécessaire  el  suffisante  pmir  que  la  figure  cherchée  F'  puisse 
se  construire  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas  est  que  le  calcul  des  mymbres  N' 
puisse  être  effectué  en  ne  résolvant  qxte  des  équations  du  premier  et  du  second 
degré,  à  une  inconnue  chacune  (ces  équations  successives  étant  d'aillsurs  en  nombre 
quelconque),  les  coefficients  de  chacune  iTelles  étant  supposés  formés  raO^nelte- 
mentavec:  l' des  nombres  N;^°  des  nombres  déjà  calculés  àVaidedes  équations 
précédentes  ;  3°  des  nombres  entiers  conmis  ('). 

Par  exemple,  le  cOté  du  pentagone  régulier  inscrit  à  on  cercle  de  rayon 
donné  R  peut  être  construit  à  l'aide  delà  règle  et  dit  compas.  Or  ce  calé  est 

mesuré  (PI.,  170)  par    ôWlO  — 2^^     autrement  ditsa  valeur  œ  est  don- 
née par  la  résolution  successive  des  équations  du  second  degré  ; 
(10  R  —  :)2  =  ao  It^ 

d'oii  z  -  H  (lo  -  av/s)) 

ix^  =  Rz, 

dont  la  première  ne  contient,  dans  ses  coefficients,  que  le  rayon  donné 
R  elles  nombres  entiers  10  el  30  ;  la  seconde,  que  le  nombre  s  déjà  calculé, 
le  rayon  R  et  l'entier  4. 

792.  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  on  trouve  plus  ou  moins  aisément  (') 
les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  nombres  N  et  N'  et  on 
constate  que  ces  conditions  sont  algébriques,  c'est-à-dire  s'expriment  par 
un  certain  nombre  d'équations  de  la  forme 

(23)  P  =  I), 

P  désignant  chaque  fois  un  polynôme  entier  par  rapport  aux  nombres  N  et 
lY,  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers. 


C(«-ai)=-l-[p-b,)'  =  (B,±p)' 
(=-a,)«  +  lp~b,)'=(B,±;p)' 
'.  (a  -  aj]»  +  (3—  bsis  =  (Ra±  p)' 

u  contraire,  on  s'est  donné  (comme  nous  l'avons  supposé  en  second  lieu)  les 

lus  avons  donné,  en  Qéomélfie  plane  (iB5),  le  moyen  de  construire  Uae  longueur  donnéo 
I  équation  lîti  second  degrf. 
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l  lieu  dos  i;. 


Bosquelles  on   devra  adjoindre   Téqualion  obtenue  en  i 
Os  0„  O,  0,cians  la  l'elation  [5')  (n-  612). 
On  obiient  bien  ainsi  quatre  équations  de  la  forme  (23). 


793.  Si,  après  avoir  formé  ces  équations,  on  réussit  à  les  résoudre  par 
le  moyen  d'équations  du  premier  et  du  second  degré  satisfaisant  aux 
conditions  précédemment  indiquées,  on  aura  décidé  dans  le  sens  de  l'affir- 
mative la  question  posée  :  Peut-on  eonstniirc  ta  figui-c  F'  à  F  aide  de  la  règle 


Exemple.  —  Dans  le  problème  des  cercles  tangents,  si  l'on  remplace  x,  y,  :  (nota- 
lions  des  deux  numéros  précédents)  par  leurs  valeurs*  Ri ±  p,  a:  Rjrt  p,  :t  Bjip 
tirées  de  l'équation  (34)  et  que  l'on  reporte  ces  valeurs  dans  l'équation  (5')  du  n°612, 
on  aura  pour  p  une  équation  du  second  degré  ('}. 

I«  problème  est  donc  bien  résoluble. 

Si,  au  contraire,  les  divers  essais  auxquels  ou  peut  se  livrer  pour 
effectuer  cette  solution  échouent,  cela  peut  provenir  de  ce  que  l'on  a  mal 
opéré  ou,  8«  contraire,  de  ce  que  cette  résolution  est  impossible  à  oblenii*. 
Rien,  au  premier  abord,  ne  force  à  considérer  l'une  des  deux  explications 
comme  la  véritable  plutôt  que  l'autre. 

Il  est  clair  que  le  problème  qui  consiste  à  décider  entre  ces  deux  expli- 
cations est  des  plus  difficiles.  Il  existe,  en  effet,  uue  infinie  variété  de  mé- 
thodes que  l'on  peut  essayer  d'appliquer  h  la  résolution  proposée,  une 
infinité  de  manières  dout  on  peut  combiner  des  équations  du  pi-emier  et  de 
second  degré  pour  arriver  à  cette  résolution,  et  il  s'agit  de  savoir  si  aucune 
de  toutes  ces  méthodes  ou  de  ces  combinaisons  imaginables  ue  permet 
d'atteindre  le  but. 

Aussi  la  réponse  n'a-l-elle  pu  être  fournie  que  dans  ce  siècle,  par  le 
moyen  de  la  théorie  des  groupes  p)  ;  cette  tbéorie  permet  de  décider  en 
toute  certitude  la  quesliou  précédente  (toutes  les  fois  que  les  coaûitions  qui 
détermioent  les  N"  sont  algébriques)  :  autrement  dit,  elle  permet,  —  ou  bien 
d'opérer  la  résolution  demandée,  —  ou  bien  de  démontrer  en  toute  rigueur 
que  cette  résolution  est  impossible. 

Parmi  les  problèmes  dont  l'impossibilité   (au  point  de  rua  do  la  construction 

par  la  règle  et  le  compas)  a  pu  être  ainsi  démontrée,  nous  citerons: 

-!/'  (qui 
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Le  problème  de  la  triseolion  de  l'angle,  ijui  consiste  à  diviser  un  anglo, 
donné  arbitrairement,  en  trois  parties  égales  (ou  plus  géndraiemeni,  en  un  nombre 
quelconque  ds  parties  <!gales,  ee  nombre  n'étant  pas  une  puissance  de  2)  ; 

Le  problème  de  la  duplication  du  cube,  ou  problème  délique  ('),  qui 
consiste  à  trouver  un  cube  dont  le  volume  soit  double  de  celui  d'un  cube 
donné,  —  ou,  d'une  manière  générale,  h  trouver  deux  lignes  dont  le  rap- 
port soit  égal  à  y/n,  n  étant  le  rapport  de  deus  lignes  données  (-)  ; 

Le  problème  de  l'inscription  du  polygone  régulier  de  N  côtés,  lorsque  N 
n'appartient  pas  à  l'une  des  catégories  énumérées  au  n'ITS  de  la  Géométrie 
plane  ; 

La  recherche  des  points  communs  à  deus  coniques  données  quelcon- 
ques ('),  ou  (ce  qui  revient  au  même)  celle  de  leurs  sécantes  communes 
ou  celle  de  leurs  pôles  doubles; 

La  recherche  des  plans  de  symétrie  et  des  sections  circulaires  d'un  cône 
ayant  pour  base  une  conique  (757]  ('). 

794.  l'roblèincs  ii-aïutccittlantiit. 

L'impossibilité  du  problème  est  démontrée  à  plus  forle  raison,  si  l'on 
conslale  que  les  relations  données  ne  peuvent  pas  s'exprimer  par  des 
équations  algébriques  à  coefflcients  entiers  (da  la  tomie  (93!)  entre  les  don- 
nées N  et  lesineonnues  N^  Le  problème  est  alors  dit  transcendant. 

Seulement,  on  peut  se  trouver  en  présence  d'une  difflculté  tout  ana- 
logue à  celle  que  nous  avons  reaconti'ée  tout  à  l'heure.  Pour  affirmer 
qu'un  problème  est  transcendant,  il  faut  proMi'Ci-  qu'il  est  impossible  de 
déterminer  les  inconnues  du  problème  par  des  équations  algébriques  de  la 
forme  indiquée. 

On  ne  possède  pas  de  méthode  entièrement  générale  pour  triompher  de 
cette  dernière  difficulté. 

Mais  elle  a  pu  être  surmontée  pour  les  deux  principaux  problèmes  trans- 
cendants que  nous  ayons  rencontrés  en  géométrie  élémentaire,  cens  qui 
sont  relatifs  aux  nombres  e  et  t..  Les  découvertes  de  MM.  Hermite  et  Lin- 
demann  à  cet  égard  ont  précisément  consisté  à  démontrer  que  l'un  comme 
l'autre  de  ces  nombres  n'est  racine  d'aucune  équation  algébrique  à  coefficients 

siirait  dsmsDdé  giie  l'on  doublât  le  volume  de  l'autel  élevé  ou  sou  hooncur,  et  qui  était  de 
forme  cnbique  :  d'où  le  nom  âonnd  i  ca  problâme. 

(S)  Ainsi  que  nou?  l'avons  dit  (ex.ll03,  note},  on  est  conduit,  en  algèbre,  â  réunir  en  une 
seule  celto  question  et  celle  de  la  tl'isootion  de  Tsuglo. 

n»  789.  On  voit  ici  qu'il  n'est  )ias  indili'érent  de  savoir  si  l'on  applique  ou  non  la  règle  formulée 

(4)  Nous  avons  indiqué  {particulièrenient  au  livre  II)  un  oerlain  nombre  de  problèmes  ayant 
pour  objet  la  ooDStruclion  d'un  triangle  déterminé  par  trois  éléments.  Si  l'on  choisit  ces  trois 

obtient  m  questions  (en  ne  comptant  que  celles  qui  sont  véritablement  distinctes  les  nues 
daa  autres).  Sur  ces  SM,  on  constate  que  6U  au  moins  ne  sont  pas  rdsolublea  par  la  règle  ot  le 
compas  [Koi-sell,  Avchiv.  (1er  Matli.  inid  Mijs.,  Lcipïig,  IflCO.) 


y  Google 


âU  tilïOHÉTIUE. 

entiers,  l'ar  coiisùqueut  aussi  il  est  impossible  de  coQslruire  avec  la  lÈgle 
et  le  compas  deux  lignes  dont  le  rapport  soit  égal  à  e  ou  deux  lignes  dont 
le  rapport  soit  égal  à  r.  :  c'est  de  là  que  ressort  l'impossibilité  de  la  quadra- 
ture du  cercle. 

La  recherche  de  la  longueur  d'un  arc  de  cercle  donné  quelconque  est 
également  nn  problème  transcendant  ;  il  n'existe  pas  d'angle  que  l'on 
puisse  coDsti'uire  avec  la  règle  et  le  compas,  en  même  temps  que  la  lon- 
gueur de  l'arc  qu'il  intercepte  sur  un  cercle  de  rayon  donné. 

79S.  Coii«truct.iou«  elTcetiiées  i>ar  la.  rèsie  seule. 

Quels  sont  les  problèmes  de  construction  que  l'on  pourrait  résoudre  si, 
au  lieu  d'une  règle  et  d'un  compas,  on  ne  pouvait  employer  que  la 
règle? 

Avant  de  répondre  n  celle  question,  il  est  nécessaiie  de  spécifier  com- 
ment l'on  entend  l'emploi  de  la  règli-  Nous  supposerons  que  celle-ci  ail 
un  bord  rectiligne  et  un  seul  1  instrument  étant,  dans  tous  les  autres  sens, 
terminé  par  des  bords  de  forme  inconnue,  dont  on  s'interdit,  d'ailleurs,  de 
faire  usage,  de  quelque  façon  que  ce  soit,  au  cours  des  constructions. 
Autrement  dit,  les  seules  opeiations  que  nous  pourrons  etfecfuer  avec  notre 
règle  seront  les  suivantes 

1°  Tracer  la  droite  qui  pisse  par  dcu\  points  donnés  ; 

2°  Marquer  le  point  Lomin  m  a  deux  droites  données. 

Cela  posé,  nous  considérerons  encore  la  figure  donnée  F  et  la  figure 
cherchée  F'  comme  déterminées  pai  des  nombres.  Mais  le  choix  entre  les 
différents  modes  de  levé  possibles,  choix  qui  était  indifférent  dans  le  cas 
0*1  l'on  pouvait  se  servir  de  la  règle  et  du  compas,  ne  l'est  plus  ici  : 
nous  supposerons  essentiellement  que  les  longueurs  mesurées,  pour  déter- 
miner les  deus  figures  ne  soient  autres  que  les  coordonnées  de  leurs  diffé- 
rents points  (voir  n"  790)  par  rapport  à  deux  ases  déterminés. 

Dans  ces  conditions,  il  faudra  que  les  nombres  inconnus  N'  soient  délei-- 
ininês  exclusivement  par  deséquations  dttpremier  degré  formées  rationnel- 
lementà  l'aide  des  nombres  connus  N  et  de  nombres  entiers. 

Cette  condition  est  nécessaire;  mais  elle  n'est  pas  suffisante.  Par 
exemple,  le  problème  de  meiiei-  parunpoinl  donné  A,  une  parallèle  à  une 
droite  donnée  D,  satisfait  à  cette  condition  (')  :  il  est  aisé,  cependant,  de 
voir  que  ce  problème  ne  peut  pas  être  résolu  à  l'aide  de  la  règle  seule. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  pu  obtenir  la  solution  dans  ces  condi- 
tions. Faisons  la  perspective  de  la  ligure  considérée  sur  un  autre  plan  P'  ; 
le  point  A  aura  pour  perspective  on  point  A'  et  la  droite  D,  une  droite  D'. 

Or  les  deux  opérations  précédemment  indiquées  comme  exécutables 
avec  la  règle,  sont  toutes  deux  projectives.  Par  conséquent,  la  série  des 
constructions  effectuées  dans  le  plan  P,  à  partir  du  point  A  et  de  la  droite 

(1)  C'esl-à-dira  qu'èlant  dDonéee  laa  cooi^aonnéoa  du  poiot  A  et  celles  de  deux  points  do 
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D  aura  pour  image,  sur  le  plan  P',  une  série  de  constructions  toutes  sem- 
blables effectuées  à  l'aide  du  point  A'  et  de  la  droite  D'.  Cette  dernière  série 
de  constructions  devrait  dès  lors  fournir  la  parallèle  menée  parle  point 
A'  à  la  droite  0' :  ce  qui  est  ubaurde,  puisque  nous  savons  que  cette 
parallèle  a'est  pas  la,  perspective  de  la  parallèle  menée  par  A  à  D. 

Jlest  clair  qu'on  peutraisonner  demêmedans  tout  autre  cas  analogue, 
et  que  la  conclusion  est  la  suivante  :  pour  qu'un  problême  soit  résoluble  à 
l'aide  de  la  règle  seule,  il  fiiut  que  son  énoncé  ne  contienne  (ou  tout  au  moins 
puisée  être  amené  à  ne  contenu-)  qûe  dcs  propriétés  'projeeHves,àa  moins  tant  qu'on 
ne  connaît,  entre  les  éléments  de  la  figure  donnée,  aucune  relation  non  pro- 
jeetive. 

796.  Inversement,  l'ensemble  des  deux  conditions  que  nous  venons 
d'indiquer  :  à  savoir,  que  le  problème  soit  du  premier  degré  et  qu'il  soit  pro- 
jectif,  est  suffisant  pour  que  la  construction  soit  possible  par  la  règle  seule. 
C'est  ainsi  que  l'on  peut  construire,  avec  la  règle,  l'homologue  d'un  point 
quelconque,  dans  une  homographie  déterminée  par  trois  couples  de  points 
homologues  (645)  ;  le  conjugué  harmonique  d'un  point  d'une  droite  par 
rapport  à  un  segment  de  cette  droite  (PI.,  203);  le  second  point  d'in- 
tersection d'une  conique  avec  une  droite  menée  par  un  point  connu  de  la 
courbe;  etc. 

797.  Ainsi  que  nous  l'avons  spécifié  dans  l'énoncé  qui  vient  d'être 
donné,  la  conclusion  peut  se  trouver  modifiée  si  l'on  connaît  entre  les 
éléments  de  la  figure  donnée  une  relation  non  projective. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  donne  quelque  part  dans  le  plan  de 
la  figure  un  parallélogramme.  Alors  on  pourra  mener,  par  un  point  quel- 
conque, une  parallèle  à  une  droite  quelconque  (')  (voir  eï.  893)  ;  par  suite 
aussi,  on  peut  (PI.,  151)  diviser  une  droite  en  segments  proportion- 
nels à  des  segments  donnés  d'une  même  droite,  ou  encore  (en  combi- 
nant cette  construction  Hvec  l'exercice  129)  diviser  une  droite  donnée  en  un 
nombre  quelconque  donné  de  parties  égales.  D'une  manière  générale,  on 
peut  résoudre,  dans  ces  conditions,  tout  pvobUme  du  premier  degré  dont 
l'énoncé  se  conserve  par  projection  parallèle. 

798.  Enfin  si,  dansleplandu  dessin,  on  se  donne  un  carré,  iln'yaplus 
de   condition  de    projectivité  ;  il  suffit  que  le  problème  soit  du  premier 

degré  (osemplo  !  mener  d'un  point  uno  perpeiidioulniro  Bur  une  di-oito)  ('). 

(i)  La  possibilité  de  ce  problûeie,  dans  les  cendïtions  indlq;uéos,  résulte  de  ce  que  la  pro- 
blème BuiïBDt  ;  measi;  par  ua  point  donné,  «ne  droîle  coupant  unedrailo  donnée  L  eit  un  point 
situé  sur  une  droite  A  non  directemenl  donnée,  mait  gui  païaa  par  l'intersection  de  deux  dmites 
donnéei  A,  B  et  par  l'inteneclion  de  deux  droitet  donnéei  0,  D,  est  possible  pai'  Is  régie  seule 

difficulté  nouvelle  provieol  de  ce  qu'ici  la  droite  A  no  peut  être  liocéo.  On  a  vu,  k  l'oïei'- 
cice  895,  que  cette  difficulté  psut  éti'e  tournée  on  coustruiasiit  une  ligure  honiogrophiquo  de 
la  pceniière  et  on  l'homolagao  île  i  soit  â  distance  finie, 
(ï)  On  peut  oonoevoir  que  ce  problÈoie  soit  résoluble  dans  cas  condilions  par  la  i-figle  seule. 
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799.  On  peut  se  demander  également  quelles  constvuctioiis  sonL  possi- 
Lles  à  l'aide  du  compas  seul.  La  réponse  peut  se  donner  en  anraol:  on  peut 
résoudre,  par  le  compas  seul,  les  mêmes  problèmes  qu'avec  lu  règle  et  le 
compas  ('). 

800.  Admettons  enfin  qu'on  n'ait  à  sa  disposition  qu'une  règle,  mais  que 
cette  règle  ait  deux  bords  que  l'on  sache  recHHgnes  et  parallèles  entre  eH«, 
On  démontre  également  que  l'usage  de  cet  instrument  remplace  entièrement 
celui  delarègteet  du  compas.  Il  en  est  de  même  si,  outre  la  règle  (a  un  seul 
bord),  on  a  à  sadisposition  une  équerre,  même  si  l'angle  de  cette  équerre 
n'est  pas  droit,  pourvu  que  ses  bords  soient  bien  rectilignes. 

801.  Enfin,  rappelons  que,  dans  ce  que  nous  avons  dit  précédemment 

sur  l'usage  de  la  règle,  nous  avons  supposé  [d'une  manière  analogue  Ji  ce  qiii  a  éiÂ 
dit  au  n°  789  pour  les  prablèmes  constructibles  par  la  règle  et  la  compas)  qus  les  don- 
nées comprenaient  exclusivement  des  figures  esécutables  avec  la  règle  seule, 
autrement  dit,  des  droites  et  des  points  :  les  conclusions  précédemment 
énoncées  ne  sont  nécessairement  vraies  que  moyennant  celte  restriclion. 
C'est  ainsi  que  nous  avons  appris  (PI.,  211)  à  Iracer  par  la  règle  seule  les 
tangentes  menées  d'un  point  à  un  cercle,  problème  qui  n'est  pas  du  pre- 
mier degré  :  seulement  le  cercle  était  tracé  d'avance. 

On  démontre  qu'il  suffit  d'avoir  tracé,  une  fois  pour  toutes,  un  seul  cercle 
dont  le  centre  soit  connu,  pour  que  tout  problême  constructible  par  la 
règle  et  le  compas  puisse  être  ensuite  construit  à  l'aide  de  la  règle  seule. 


NOTE    F 
SUR    LA    DÉFINITION    DES   VOLUMES 


802.  Nous  avons  adiuis  dans  le  texte  (liv.  'VI)  qu'à  chaque  polyèdre  en 
peut  faire  correspondre  une  grandeur  appelée  volume,  possédant  les  deux 
propriétés  suivantes  : 

I.  Deux  polyèdres  égaux  ont  le  même  volume,  quelles  que  soient  leurs 
sititations  dans  l'espace. 

paiHl  P  et  sept  droites  A,  A',  B,  B'  (las  côtés  du  carré),  C.  D  (las  diagonolei).  L  (la  drs[te 
donnée),  mener  par  le  polat  P  uns  rfroite  M,  telle  que.  sur  la  d'-oite  1  (ici,  droite  de  l'inflni)  qui 
joint  le  point  d'intenection  de  A,K' m  point  d'iatereeclion  de  B.B',  h$  droites  k,B:C,T>;  L,M 
inlereeplent  li'oia  legmenlt  en  iHsoIuftoii.  La  difflcnlté  provenant  de  ce  que  A  ne  peut  ètro  tracée 
SBtonrilB  comme  préeSdemmBBt  (voir  note  précédente), 
(i)  Toutefois,  bien  entendu,  si  la  tiguce  ohercliée  comprend  des  droites,  on  doit  conaidérer 
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li. Le  polyèdre  P",  somme  de  deux  polyèdres   adjacenls  P  et  P',  a  pour 

volume  la  somme  des  volumes  de  P  el  de  P'. 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  effectivement  réaliser  une  pareille  cor- 
respondance. La  marche  suivie  à  cet  effet  sera  toale  semblable  à  celle  que 

nous  avons    adoptée  en   Géomélrie 

plane    (note  D),    ce    qui   nous    dis-  a 

pensera  d'insister  sur  certains  points 

que  nous   avons  développés  en   cet 

endroit. 

Théorème.  —  Dam  tout  tétraèdre, 
cimqiie  face,  multipliée  par  la  hauteur 
correspondante,  donne  lemême  produit . 

Considérons,  dans  le  tétraèdre 
ABCD  [ftf.  644),  les  deux  faces  BCD, 
AGD,  auxquelles  correspondent  res- 
pectivement les  hauteurs  &a,  B6.  Les 

deuxtpianglesBGD,ACD,  ayant  la  base  commune  CD,  ont  entre  eux  le  mèma 
rapport  que  leurs  hauteurs  BB',  AA'.  Il  suffit  de  montrer  quo  ce  rapport 
est  invei'se  du  rapport  —,   c'est-à-dire  que  l'on  a 


Or  c'est  ce  qui  se  voit  dans  les  triangles  A«A',  B6B',  rectangles 
(,  l'autre  en  6,  et  qui  ont  tous  deux  un  angle  aigu  égal  au  dièdre 
DU  à  son  supplément  (comparer  360J. 

surf.  BCD  _    m 
on  a  aussi  .  ^^^^  ^^^^  -    ^^ 

3U  ka  X  surf.  BCD  =  Bb  X  surf.  AGI». 


La  valeur  commune  de-s  produits  précédents,  multipliée  par  une  cons- 
tante numérique  K  dont  nous  Lhuisiions  la  ïaleur  un  peu  plus  loin,  sera 
dite  le  volume  du  tétraèdre  Ge  loiume  est  nul  si  les  quatre  points  A,  B,  C, 
D  sont  dans  un  mêine  plan,  et  dans  ce  uaa  seulement. 

803.  Nous  allons  mamtenant  deraontiei  la  proposition  qui  correspond 
à  celle  que  nous  avons  établie  au  n"  315  (PI  ,  note  D).  Mais,  afin  de  ne  pas 
avoir  à  distinguer  un  gtand  nombre  de  dispositions  de  figures,  nous 
considérerons  les  volumes  comme  affectés  de  signes,  d'après  la  convention 
suivante  ; 

Nous  désignerons  par  (ABCD)  le  volume  du  tétraèdre  ABCD,  précédé  du 
signe  +  ou  du  signe  —,  suivant  que  ce  tétraèdre  est  direct  ou  rétrograde, 
c'est-à-dire  suivant  que  le  trièdre   A. BCD  est  direct  ou  rétrograde.   Le 
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signe  de  l'expression  (ABCD)  dépend  évidemment  de  l'ordre  dans  lequel 
on  nomme  les  quatre  points  A,B,C,D;  il  est  aisé  de  voir  qu'il  cliange 
quand  on  permute  deux  d'entre  eux  {')■ 

804.  Le  signe  de  l'espression  (ABCD)  change  lorsque  A,  B,  C  restant  fixes, 
le  point  D  change  de  côté  par  rapport  au  plan  ABC,  car  alors  le  dièdre 
C.AB.D  change  le  sens.  Ce  signe  change  dès  lors  aussi  lorsque  l'un  quel- 
conque des  quatre  points.  A,  par  exemple,  change  de  côté  par  rapport  au 
plan  des  trois  autres  qui  restent  fixes,  puisque  (ABCD)  est  égal  el  de  signe 
contraire  à(DBCA). 

Le  point  A  restant  fixe  ainsi  que  le  plan  BCD,  le  signe  de  l'expression 
(ABCD)  dépend  (PI.,  20)  du  sens  de  rotation  du  triangle  BCD  dans  ce  plan. 

805.  Théorème,  —  A,  B,  C,  D,  E  étant  cinq  points  quelconques  de  Vespaee, 
on  a  toujours 

(2S)  (EBCn)  -f  (AECD)  -H  (ABED)  4-  (ABCE)  =  (ABCD). 

1"  Nous  traiterons  d'abord  le  cas  particulier  où  le  point  E  est  dans  le 


plan  ABC  {fig    6*ï)     Le   volume   du   tétraèdre    EABC   est  alors  nul  et 
l'équation  piécedente  pourra  s'écrire  (^) 

(EBCU)  +  ^ECAD)  +  (EABD)  =  (ABCD). 

Or  les  quatre  tétraèdres  EBCD,  EGAD,  EABD,  ABCD  ont  la  hauteur 
abaissée  du  point  D  commune.  Leurs  volumes  seront  donc  proportionnels 
à  leurs  bases  el  les  expressions  (EBCD),  (ECAD),  (EABD),  (EBCD)  seront 
proportionnelles  à  ces  mêmes  bases  affectées  des  signes  -\-  ou  —  suivant 

leurs  sens  de  rotation  (puisqiie  ceux-oi  eorraspondent  (n°  précédent)  aux  diEposHions 

des  t^jtraèdres).  Or,  dans  Ces  conditions,  nous  savons  que  la  base  ABC  est  la 
somme  algébrique  des  bases  EBC,  ECA,  EAB  {PI,,  315). 

(I)  Gels  eal  évident  (371)  ai,  parmi  1. 
A  est  permuté  avec  G,  par  eseinple,  la 
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2°  Passons  maîiitenanl  au  cas  général.  Soit  I  le  point  de  rencontre  de 
la  droite  Dlî  et  du  plan  ARC  {fig.  646)  ;  on  aura  (1°) 

(26)  (IBGD)  n'-  (AICD)  +  (ABID)  ^  (ABCD). 

Mais,  E  étant  dans  les  plans  ADlï,  BDi,  CDI,  ABC,  on  a  aussi 

(IBCD)  ==  (EBCD)  +  (lECD)  +  (IBED)  +  (IBCE) 

(AICD)  =  (EICD)  +  (AECD)  +  (AIED)  +  (AICE) 

(ABID)  =  (EBID)  +  (AEID)  +  (ABED)  +  (ABIE) 

0  =  (ABGl)  =  (ma)  +  (AECI)  +  (ABEI)  -|-  (ABCE) 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (26),  il  vient  bien 

(ABCD)  =  (EBCD)  +  (AECD)  +  (ABED)  +  (ABCE) 

[tous  loB  auti-cs  tonnes  fio  diStruisent  ileui  à  deuï  comme  dérivant  l'un  do  l'aoh'c  par 
permutalion  dos  letti-es  I  et  E  (pnv  oxempio  (lECD)  et  (EICD)]. 

806.  Corollaire.  —  Si  l'on  convient  d'appeler  additif  ou  soustractif 
(comparer  PI.,  315)  chacun  des  tétraèdres  EBCD,  AECD,  ABED,  ABCE, 
suivant  qu'il  est  ou  non  du  même  côté  que  le  tétraèdre  ABCD,  par  rapport 
à  !a  face  commune,  le  volume  du  tétraèdre  ABCD  est  égal  à  la  somme  des 
volumes  des  tétraèdres  additifs,  diminuée  de  celle  des  tétraèdres  sous- 
tractifs. 

En  effet,  dans  l'équation  (25),  supposons  que  l'ordre  des  poinis  ABCD  ait 
été  pris  tel  que  le  tétraèdre  ABCD  soit  direct.  Les  expressions  (EBCD),... 
seront  positives  ou  néfiatives  suivant  que  la  disposiiion  des  tétraèdres 
correspondants  sera  ou  non  la  même  que  celle  du  tétraèdre  ABCD,  c'est- 
à-dire  suivant  qu'ils  seront  additifs  ou  soustractifs. 

Inversement,  le  tliéorènie  du  n"  315  donne,  entre  quatre  points  d'un  plan, 
la  relation 

(OBC)  +  (OCA)  +  (OAB)  =  (AliC) 

où  (ABC)  est  l'aire  du  Iriansle  ABC  précédée  drt  signe  -|-  ou  du  si^^iifi  —, 
suivant  le  sens  de  rotation  de  -ce  triangle. 

807.  On  appellera  volume  d'une  pijramide  quelconque  le  produit  de  la 
base  par  la  bauteur  et  par  la  constante  K.  Il  est  évident  que  ce  volume 
est  la  somme  des  tétraèdres  obtenus  en  décomposant  la  base  en  triangles 
d'une  façon  quelconque. 

808.  Théorème.  —  Soient  un  polyèdre  décomposé,  d'une  façon  quelconque, 
en  un  nombre  quelconque  de  tétraèdres,  et  un  point  quelconque  0  de  l'espace, 
que  l'on  joint  à  tous  les  sommets.  Une  quelconque  des  pyramides  qui  ont  pour 
sommet  commuti  0  et  pour  bases  respectives  les  faces  du  polyèdre  étant  consi- 
dérée comme  addilive  ou  comme  souslraelive,  suivant  qu'elle  est  ou  non  du 
même  côté  que  le  polyèdre,  par  rapport  à  la  face  commune,  la  différence  S 
entre  la  somme  des  volumes  des  pyramides  additives  et  la  somme  des  volumes 

CiojulTniE,  n.  34 
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des  ,pyrmrddes  soustraetrves  (s'il  en  existe)  est  égale  à  ta  s'/mvie  ^  des  télraéâees 
en  lesquels  le  polyèdre  a  Été  décomposé. 

Corollaire.  —  La  quantité  S  est  indépendante  du  choix  du  point  0  et  la 
quantité  S,  du  mode  de  décomposition  du  polyèdre  en  tétraèdres. 

Démonstrations  calquées  sur  celles  du  n"  316, 

La  quantité  ainsi  délinie  sera  dite  le  volume  du  polyèdre  ;  elle  possftde 
les  deux  propriétés  fondamentales  énoncées  tout  à  l'heure  [comparer  317). 

Les  volumes  ainsi  définis  coïncident  avec  ceux  que  nous  avons  mesurés 

dans  le  texte,  lorsqu'on  prend  K  ^:  -^  ;  c'est  la  valeur  que  doit  avoir  cette 

constante  pour  que  le  cube  d'arête  1  ait  son  volume  égal  à  l'unité.  Les 
raisonnements  donnés  dans  le  texte  prouvent  qu'il  n'y  a  qu'une  seule 
manière  de  déterminer  les  volumes  de  manière  à  satisfaire  à  cette  condi- 
tion et  à  celles  que  nous  avions  hnposées  en  commençant. 

Il  est  impossible  de  décomposeï'  un  polyèdre  en  polyèdres  partiels  qui,  autre- 
ment assemblés,  fminent  un  polyèdre  inléneur  au  premier.  Cette  proposition 
résulte  des  raisonnements  que  nous  venons  de  présenter  et  non  de  ceux 
du  livre  VI  {comparer  318). 


NOTE    Ct 

SUR  LES  NOTIONS   DE    LONGUEUR,   D'AIRE   ET   DE  VOLUIH 

RELATIVES  A  DES  LIGNES 

ET  A   DES  SURFACES   QUELCONQUES 


809.  liongruciii*  «l'un  are  de  coilrb'e  j^ttiicliu. 

Un  arc  AB  d'une  courbe  gauche  (C)  étant  donné,  projetons-le  ortliogo- 
jialement  sur  un  plan  quelconque,  suivant  un  arc  ab  {/tg.  643)  d'une  courbe 
(c).  Supposons  que  la  définition  de  la  longueur  d'une  courbe  plane  donnée 
dans  Sa  note  de  la  page  173  {PL,  liv.  III)  s'applique  à  la  courbe  (c)  :  on 
pourra,  en  d'autres  termes,  mesurer  lalongueur  d'un  arc  quelconque  de  {c). 
Si  les  hypothèses  énumévées  dans  la  note  eu  question  sont  vérifiées,  le 
rapport  d'un  arc  de  (c)  à  sa  corde  teudra  vers  l'unité  quand  l'arc  tendra 
vers  zéro  ;  et  même,  1  -1-  a  étant  un  nombre  aussi  peu  supérieur  qu'on 
le  veut  ti  I ,  on  pourra  toujours  (')  trouver  un  nombre  e  tel  que,  pour  tous 

it  (la  courbe  ni  étaot  eupposiSo 


(IIBq 

effet  la  longuau 

r  d'uQ  1 

iro  pq  faisant  partie 

irc)  plui 

4  petite  que  !a  somii 

jçqu'à  1 

eurpomld'inlei 

et  les  hypothèses  fa 
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ies  ai-cs  faisant  partie  de  l'arc  ab  et  dont  la  corde  est  moindre  que  e,  ce 
rapport  soit  plus  petit  que  1  -|-  a.  Nous  pourrons  développer  sur  un  plan 
(538)  le  cylindre  qui  projette  la  courbe  AB,  celle-ci  venant  suivant  une  nou- 
velle courbe  AjB)  et  sa  projection  «6  suivant  un  segment  de  droite  (Sifij 
[lig.  647)  égal  à  la  longueur  de  l'arc  ab.  Supposons  que  la  définition  de  la 


longueur  d'un  arc  de  courbe  plane  s'applique  également  au  développe- 
ment de  (c)  et  soit  (  la  longueur  de  l'arc  AiBi. 

Dans  ces  conditions,  je  dia  que  le  péi-imitre  d'une  ligne  polygonale  ins- 
crite à  l'arc  AB  et  ayant  ses  extrémités  en  A.  et  B  tend  Vers  l,  lorsque  le  nombre 
des  côtés  de  cette  ligne  brisée  augmente  indéfiniment  de  manière  que  chacun 
d'eux  tende  «ffl's  zéro. 

Soient,  en  effet,  M,  N  deux  sommets  consécutifs  de  la  ligne  polygonale  ; 
m,  n  leurs  projections  sur  le  plan  de  (c)  ;  M,,  Nj,  m„  n„  les  points  corres- 
pondants à  M,  N,  m,  n  dans  le  développement  du  cylindre.  On  a  miM, 
—  mM;  )(|N,  —  nN  ;  mais  mii, corde  d'unarcde  (c),  est  plus  petit  que  w),i!, 
(lequel  est  égal  à  la  longueur  de  cet  arc}. 

Portons  le  trapèze  mMnNen  ffJiMjn'N' sur  le  trapèze  miM,)iiNi  (^g. 643  6m) 
de  manière  que  mM  vienne  suivant  m,M)  et  mn  suivant  la  direction  m,tii, 
On  aura  évidemment  MN  =  ii,îi'  <  M,Ni  ;  mais  le  rapport 

MN         MN    ^^"  ^       ^        ^"^        rapport  -^    (cest- 

à-dire  que  — -').   Car  ûSjT  —  1  ou    -'-  \,  ^,        est  plu; 


M,N'  ■ 


MiN' 


petit  qiv 


'  M.N'' 


lequel  est  à  son  toLir  pkis  polit  que 


L 


c'est-à-dire  que  — !— J  —  1. 

Or  nous  avons  vu  que  l'on  pouvait  rendre  le  rapport  -"'  —  plus  petit  que 
I  +  n,  quel  que  soit  le  nombre  positif  a,  et  qu'il  suffisait,  pour  cela,  de 


■tî^. 


coaaiateDt  précisai 
petit  que  1  -r  k,  ton.1 
convenablemeat  cb 


itàaclnn 


la  corde  pq  devii 


(plus 


yGoosle 


prendre  mn  inférieur  à  une  certaine  quantité  s.  Si  donc  rmiis  avons  pris 
tous  les  côtés  MN  de  Ja  ligne  polygonale  (et  par  conséqueni,  a  fortiori, 

toutes  les   cordes  mn)   inférieures  à   e,  tons  les  rapports  tels  que  -p^^ 

sont  plus  petits  que  1  +  "  :  d'après  une  proposition  souvent  rappelée 
d'arithmétique,  il  en  est  de  même  du  rapport  formé  avec  la  longueur  de  l<i 
ligne  brisée  Ai...  MiNj...  Bj,  somme  de  toutes  les  cordes  M,Ni,  et  la  lon- 
gueur de  la  ligne  polygonale  A...  MN...  B,  dont  nous  sommes  partis  et  qui 
est  ia  somme  des  cordes  telles  que  MN. 
Autrementdit  (puisque  a  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on  veut)  3e  rapport 

'"'  ^l'ij' "p'  teud  vers  i,  lorsque  les  côtés  de  [aligne  polygonale  A,..  M 

ÎS...  B  tendent  tous  vers  zéro. 

Or  le  numérateur  tend,  par  livpothèse,  vers  (  ;  il  en  est  çloiic  de  raéuia 
du  dénomiQoteur.  c.  q.  f.  d. 

11  résulte  de  là,  en  particulier,  qu'en  projefant  la  courbe  (c)  sur  un  plan 
différent  du  premier  et  répétant  les  mêmes  opérations  dans  ces  nouvelles 
conditions,  la  longueur  l  trouvée  ne  pourrait  avoir  une  valeur  autre  que  la 

La  longueur  î,  limite  vers  laquelle  tend  le  périmètre  d'un  polygone  ins- 
crit à  l'arc  AB  et  dont  tous  les  côtés  tendent  vers  zéro,  est  dite  la  lon- 
gueur de  Farc  de  courbe  AB.  11  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que,  si  on 
dévehpfe  vn  cylindre  sur  un  plan,  toute  ligne  tracée  sur  la  surface  a  mime 
longueur  que  son  développement. 

La  ligne  droite  est,  dans  l'espaee,-le  plus  court  chemin  d'un  point  A  à  un 
autre  B.  Car  tout  autre  chemin  est,  soit  une  ligne  brisée,  plus  longue  que  ia 
ligne  droite,  soit  une  ligne  courbe  dont  la  longueur  est  la  limite  d'une 
ligne  brisée  ('). 

Le  rapport  d'un  arc  de  courbe  gauche  à  sa  eorde  tend  vers  Funité  lorsque 
l'arc  tend  vers  zéro,  car  l'arc  MN  de  la  courbe  AB  Ifig.  647)  est  égal  à  l'arc 

M.N,  delà  courbe  A, B,;  le  rapport   ; — ~~  tend    vers  l'unité  et  nous 

'   '  ^  '         corde  MjNi 

,.,,,,  ,  ,  corde  M,N, 

avons  vu  qu  d  en  est  de  mémo  pour  le  rapport  ^^^^^  „^  ■ 

SIO.  Plus  eoiift  cbeiiiln  il'iiii  point  àk  un  autre  sur  la 
apbèro. 

Appliquons  ce  qui  précède  k  une  ligne  sphérique  AB.  Inscrivons  dans 
cette  ligne  le  polygone  A...  M^..,  B,  puis  remplaçons  chaque  côté  par  l'arc 
de  grand  cercle  qui  a  mêmes  extrémités  :  nous  obtenons  ainsi  une  ligne 
composée  d'arc  de  grands  cercles  successifs,  ou  ligne  brisée  sphérique. 

Lorsque  les  côtés  du  polygone  tendent  vers  zéro,  le  rapport  de  chaque 
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ai-c  de  grand  cercle  à  la  corde  correspondante  tend  vers  i,  el  il  en  est  de 
même,  par  conséquent,  du  rapport  de  la  ligne  brisée  sphéi-îque  k  la  ligne 
brisée  rectiiigne,  de  sorte  que  ces  deus  quantités  ont  mêtne  limite.  Ainsi 
ia  longueur  d'une  coxirbe  sphérique  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  longueur 
d'une  ligne  brisée  sphérique  inscrite,  dont  tous  les  côtés  tendent  vers  zéro. 

L'arc  de  grand  cercle  qui  joint  A  et  Best  plus  court  que  toute  ligne  brisée 
sphérique  joignant  les  mêmes  points.  Il  est  donc  aussi  plus  court  que  toute 
courbe  sphérique  allant  de  A  en  B  ;  Ca^e  de  grand  cercle  est  le  plus  court 
chemin  entre  deux  points  de  la  sphère. 

SU.  Considérons  un  c6ne  quelconque,  ou  ia  portion  d'un  cône  comprise 
enti'e  deus  génératrices  OA,  OB  {/Ig.  648).  Une  sphère  quelconque  décrite 


du  sommet  0  comme  centre  coupera  ce  cône  suivant  une  ligne  sphérique 
AB.  Ayant  décrit  dans  un  plan,  d'un  poinl  quelconque  0,  comme  centre,  un 
cercle  de  même  rayon  que  la  sphère,  et  pris  sur  la  circonférence  un  point 
arbitraire  A|,  nous  ferons  correspondre,  à  un  point  quelconque  M  delà 
ligne  sphérique,  le  point  M,  pris  sur  la  circonférence  de  manière  que  l'arc 
de  cercle  AiM,  ait  même  longueur  que  l'arc  AM  de  la  ligne  sphérique;  puis 
à  chaque  point  P  de  la  surface  conique,  le  point  Pj  pris  à  une  distance 
de  Oj  égale  à  OP,  surun  rayon  tel  que  son  extrémité  M,  corresponde  (au  sens 
que  nous  venons  d'indiquer)  au  point  M  oà  la  génératrice    OP  coupe  la 

La  figure  formée  parles  points  tels  que  1\  est  dite  le  développement  de  la 
surface  conique.  Le  lecteur  démontrera  aisément,  par  des  procédés  ana- 
logues à  ceux  que  nous  avons  employés  pour  le  cylindre:  l'que  toute  ligne 
tracée  sur  le  cône  a  même  longueur  que  son  développement  ;  2°  que  deus;  lignes 
se  coupent  sous  le  même  angle  que  leurs  développements. 

812.  On  dit  qu'une  surface  est  dévelûppable  lorsqu'on  peut  faire  corres- 
pondre ses  pointa  à  ceuK  d'un  plan  de  manière  que  les  ligues  qui  se  corres- 
pondent aient  même  longueur  de  part  et  d'autre.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour 
le  cylindre  et  le  cône.  Il  existe  une  infinité  d'autres  surfaces  développables. 
Mais  il  faut  se  garder  de  croire  que  cette  propriété  appartienne  à  une  sur- 
face quelconque  ;  pour  une  surface  prise  au  hasard,  au  contraire,  elle  n'a, 
en  général,  pas  lieu.  La  sphère,  par  exemple,  ne  la  possède  pas. 

C'est  ce  dont  ou  peut  se  rendre  compte  eu  considérant  les  angles  que 
font  entre  elles  les  lignes  tracées  sur  une  surface  développable. 
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Soient  s  une  telle  surface;  Ax,  Ayifig.  649)  deux  lignes  concourantes  de  S, 
auxquelles  correspondent,  loi:sqiie  celte  surface  est  développée  sur  un  plan 
(ce  que  nous  supposons  possible),  les  deux  lignes  Ajaii,  A,y,.  Coupons  A»,  A^ 
par  une  troisièmeligneBC,  ayant  pour  développement  BjCj  et  supposons  que 
les  points  B  et  G  se  rapprochent  indéliniment  du  poiut  A.  Dans  ces  condi- 
tions, les  directions  des  lignes  A8,  AC  ;  AjBi,  A)C,  tendent  respectivement 


aux  ligues  Ax,Ay,  A,a 
arcs  AB,  AC,  A|B„A,C, 


A,. 


,  A|î/i  en  A  et 

aux  corctea  correspon- 


vers  celles  des  tangentes 
De  plus,  les  rapporls  des 
dantes  tendront  vers  l'unit 

Nous  ne  pouvons  pas  étendre  celte  conclusion  ans  arcs  BC,  B,C,,  puisque 
les  courbes  BC  et  B.Cj  sont  variables.  Mais  on  démontre  que,  moyennani 
certaines  restrictions  simples  imposées  à  S,  on  peut  choisir  les  courbes^ 
varial)les  BC,  B,G„  de  manière  que  les  rapports  des  arcs  BC,  \îfi,  à  leurf 


ordes  respectives  tender 
ne  limite. 


1  et  que,  de  plus,  le  rapport  r-^  tende  vers 


En  tout  cas,  si  S  était  une  sphère,  un  tel  choix  serait  assurément  pos- 
sible ;  il  suffirait  de  prendre  pour  BC  un  arc  de  grand  cercle('). 

Mais  d'après  l'hypothèse,  les  arcs  AB  et  A|l),  ont  même  longueur,  de 
même  que  AC,  Afi^  et  BC,  B,C,.  Donc  le  rapport  de  la  corde  ABà  la  corde 
A,B,  tend  vers  l'unité,  et  il  en  est  de  même  pour  chacune  des  cordes  AC, 


BCet 


in-es  pondante, 
iéquent,  si,  sur  u 
triangle  abc  semblable  ; 


Par 


admettent  chacun  une  va)i 
limite  (puisqui 


Âfi,  ■  AiB, 


le  droite  fixe  ab  comme  base,  nous  construisons 

ABC  et  un  triani^Ie  abc,  semblable  à  A.BiC,,  le 

,,.       ,,.,,.  ,  ,     AC    BC 

osition  limite  (puisque    les    rapports  —7-,  •-:, 


limite)  et  le  poiut  c,  tendra  vers  la   même 
iend  vers  l'unité,  et  de  même  ^r]-  Donc 


AB 


'   6^'' 


l'angle'bac"—  BAC"tendïers  lamêmelimiteque  ôaq  =  lSiA,Cj  :  autrement 
dit,l'angle  des  deux  courbes  A,»,,  A^y^  est  égal  à  celui  des  deiiï  courbes 
Aa:,  Ay.  Ainsi,  il  devra  toujours  arriver  (comme  nous  l'avons  trouvé  dans 
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les  cas  du  cûne  et  du  cylindre)  que  l'angle  de  deuis  courbes  quelconques  de 
la  surface  soit  égal  à  celui  de  leurs  développements. 

813.  Gela  posé,  admettons  que  la  surface  S  soit  une  sphère.  Alors  la 
lifjne  la  plus  courte  entie  deux  points  de  la  sphère  devra  évidemment 
avoir  pour  image  la  lipue  la  plus  courte  entre  deux  points  du  plan  i 
autrement  dit,  les  grands  cercles  de  la  sphère  auront  pour  images  les 
droites  du  plan  et  un  triangle  sphétique  aura  pour  image  un  triangle  recti- 
ligne  du  plan.  Orcclaestahsuide,  puisque  la  somme  des  angles  d'un  triangle 
rectiligne  est  égale  à  deux  droits  et  celle  des  angles  d'un  triangle  sphé. 
rique,  toujours  plus  grande  que  deux  droits. 

Donc  la  sphère,  ou  mSme  n'importe  quelle  aire  sphérique,  si  petite 
qu'elle  soit  (puisqu'on  pourra  toujours  y  trouver  uu  triangle  sphérique),  ne 
pourra  jamais  être  développée  sur  le  plaii('). 

814.  Volumes  llini(é«i  l>ai*  des  sarfoee*  eoiirbes. 
Soit  une  portion  d'espace  S  limitée  par  des  surfaces  quelconques. 
Supposons  que  nous  puissions  trouver  deux  séries  indéfinies  de  polyèdres 

PjiP^,  ...,Pii ,  ...;  Q],  Qs,  ...,  Q;i, ...  satisfaisaut  aux  conditions  suivantes  : 
d°  Quel    que  soit  n,  le  polyèdre  (')  P„  n'a  aucun  point  extérieur  à  S 
[tout  ou  partie  des  sommets,  ou  des  arêtes  ou  même  des  faces  de  Pn  pou- 
vant faire  partie  des  surfaces  limites  de  S); 

2°  Quel  que  soit  n,  l'espace  S  n'a  aucun  point  extérieur  à  Q„  (nue  partie 
quelconque  de  la  surface  limite  de  S  pouvant  être  sur  la  surface  de  Qn); 

3°  La  différence  Q„  —  P„  des  volumes  des  deux  polyèdres  de  même 
indice  tend  vers  zéro  lorsque  cet  iudice  n  augmente  indéfiniment;  ou 

encore,  le  rapport  -y   tend  vers  l'unité  dans  les  mêmes  conditions. 

Alors  je  dis  que  les  volumes  Pa,  Q»   tendent  vers  une  limite  commune  V. 

Pour  le  démontrer,  je  remarque  tout  d'abord  que  tout  polyèdre  Q„  de 
la  seconde  série  renferme  tout  polyèdre  P„  de  la  première  à  son  intérieur 
et  que,  par  conséquent,  tout  volume  de  la  seconde  série  est  plus  grand 
que  n'importe  quel  volume  de  la  première. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que,  parmi  les  Pn,  il  y  en  ait  un,  Pu,  plus 
grand  que  tous  les  suivants  (ou  au  moins  égal  à  l'un  quelconque  d'entre  eux) 

Alors,  lorsque  l'indice  n  est  plus  grand  que  a,  les  quantités  Qn,  P„  com- 
prennent entre  elles  Pi  et  commèleur  différence  tend  vers  zéro  ou  leur 
rapport  vers  1,  il  est  évident  qu'elles  tendent  vers  la  limite  commune  P». 

Supposons,  en  second  lieu,  que  jamais  une  des  quantités  P„  ne  soit  plus 
grande  que  toutes  les  suivantes  :  autrement  dit,  si  nous  prenons  une  quel- 
conque d'entre  elles,  soit  P»,  il  en  existera  une  suivante,  P^,  plus  grande 

autre. 


{!)  De  même,  ûcux  sphères  de  rayons  différents  ne  sont  paa  appiic 
'ust-È-ilire  qu'il  eel  imposailile  de  faire  correspondre  point  par  point 

(2)  Noue  ne  supposerons  pas  que  le  polyèdre  P„  soit  né  cessa  ii'emon 

■ablssf 
aient 

ourra  prendre,  pour  J?„,  l'eneomlile  de  plusieurs  polyèilres  non  ooni 
.Dlyèdres  et  leur  volume  total  vériSent  les  conditions  indiquées  dans 
ilus  loin  {815  bis)  à  utiliser  celle  reniart[ue. 

tigus. 
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nue  Pu;  puis  une  autre,  P-(,  suivaut  Pp,  et  plus  grande  que  Pj  ;  et  ainsi  de 
suite  indéfiniment. 

Puisque  les  quantités  P„,  P^,  Pj, ...  vont  en  croissant  et  qu'elles  restent 
inférieures  à  une  quantité  déterminée  (à  savoir  l'une  quelconque  des  Qn), 
elles  tendent  vers  une  limite  V,  et.  les  quantités  Q=.  Qj.  Q~,  ...  tendent 
également  vers  V  [puisque  les  difïérences  Qa  — P»,  Q^  —  Pp,  Qy  —  P^,  ■-■ 

ont  pour  limite  zéro  ou  que  les  rapports  ^  ,  ...  ont  pour  limite  1). 

V  est  au  moins  égal  à  chacun  des  Pn  (puisqu'il  est  la  limite  de  la  suite 
Q",  Qp.  Qt,  — .  dont  tous  les  termes  sont  supérieurs  à  Pn)  et  au  plus  égal 
à  chacun  des  Qn  [comme  limite  de  la  suite  P«,  Pp,  P,.  ...).  Donc  il  est  la 
limite  commune  de  P„  et  de  Qn,  puisqu'il  est  conslamment  compris  entre 
ces  deux  quantités,  dont  la  différence  tend  vers  zéro  ou  le  rapport  vers  I. 

c.  Q.  F.  D. 

De  plus,  si  on  forme,  d'une  manièi'e  quelconque,  deux  autres  séries  de 
pQlyèd)-es,  P'„  el  Q'„,  satisfaisant  (comme  P„  et  Qn)  «uas  conditions  prêcédem- 
ment  indiquées  pw  rapport  à  la  même  portion  d'espnne  S,  (a  limite  commune 
de  P'n  et  de  Q«  aura  la  même  valeur  V  qiie  la  limite  commune  de  P,,  et 
de  Q„, 

Cette  proposition  n'est  pas  distincte  de  la  précédente  :  oaronpeut  former 
une  suite  comprenant  alternativement  des  polyèdres  Pn  et  des  polyèdres 
P'n,  ainsi  qu'une  composée  des  polyèdres  Q»et  Q'n  correspondants:  ces 
deux  suites  mixtes  satisferont  aux  mêmes  conditions  que  les  premières  et 
auront,  par  conséquent,  une  limite  commune,  ce  qui  ne  se  peut  que  si 
Pji  et  P'„,  Qn  et  Q'n  ont  la  même  limite. 

La  quantité  V,  limite  des  volumes  Pn  et  des  volumes  Q,„  et  indépendante 
(d'après  ce  que  nous  venons  de  constater)  de  la  manière  dont  on  choisit 
ceux-ci  (pourvu  que  les  uns  comprennent  S,  que  les  autres  soient  conipris 
dans  S  et  que  la  différence  des  uns  et  des  autres  tende  vers  zéro  ou  leur 
rapport  vers  I)  est  dife  le  volume  de  l'espace  S.  Il  est  clair  que  la  notion 
de  volume,  une  fois  définie,  possédera  les  propriétés  indiquées  au  livre  VI 
(397)  ;  c'est-à-dire  que  deux  espaces  égaux  ont  le  même  volume  et  que  l'es- 
pace formé  par  la  réunion  de  deux  espaces  contigus  aui'a  un  volume  égal 
à  la  somme  de  leurs  volumes  ('). 

815.  Il  reste  à  savoir  si,  une  portion  d'espace  S  étant  donnée,  ou  peut 
trouver  les  polyèdres  P„  et  Q„  satisfaisant  aux  conditions  indiquées. 

Supposons  que,  à  l'intérieur  de  S,  on  puisse  trouver  un  point  0  tel  que 
la  droite  qui  le  joint  à  un  point  quelconque  de  Ja  surface  limite  de  S  (cette 
droite  n'étant  pas  prolongée  au  delà  de  0)  ne  perce  cette  surface  limite  en 
aucun  point.  Soit  S'  l'àomothétique  de  S  par  rapport  au  point  0,  avec  un 
rapport  d'homolbétie  1  —  £  plus  petit  que  l'unité;  S",  l'homolhétique  de 
S  par  rapport  au  centre  0,  avec  le  rapport  de  similitude  1  -j-  e  :  il  est  clair 

(1)  Sur  co  dernier  poinl,  voir  plus  loin,  815  bis. 
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que  chacun  des  solides  S',  S,  S"  est  eutièrement  iiitérieiir  au  suivant.  Soit 
alors  R  un  polyèdre  intérieur  à  S",  mais  comprenant  S'  à  son   intérieur. 

L' ho  mo  thé  tique  P  de  R  par  rapport  à  0  avec  le  rapport  d'homolhétie 

sera  intérieur  à  S  (puisque  R  est  intérieur  à  S)  ;  el  l'homolhé tique  Q  de  R 

par  rapport  à  0,  avec  le  rapport  d'homothétie -5 ■  comprendra  S  à  soji 

intérieur  (puisque  R  comprend  S").  D'ailieurslerapportdes  volumes  de  P  et 
de  Q  est  (431)  égal  à  I  j   et  tend  vers  i  lorsque  s  tend  vers  zéro. 

Dès  lors,  si  on  donne  à  s  une  série  de  valeurs  qui  tendent  vers  zéro,  et 
si,  pour  chacune  de  ces  valeurs,  on  construit  le  polyèdre  H  et,  par  consé- 
quent, les  polyèdres  Pet  Q,  on  a  une  double  série  de  polyèdres  remplis- 
sant toutes  les  conditions  demandées. 

815  bis.  Si  la  forme  de  la  région  S  est  telle  que  le  raisonnement 
précédent  ne  s'y  applique  pa's,  on  pourra,  en  général,  la  décomposer  en 
deux  ou  plusieurs  régions  partielles  auxquelles  il  soit  applicable.  On 
formera  alors  chaque  polyèdre  P  avec  l'ensemble  des  polyèdres  P  relatifs 
îi  ces  régions  partielles  (')  et  le  polyèdre  Q  avec  l'ensembie  des  polyèdres 
Q  relatifs  à  ces  m6mes  régions. 

816.  Soit  d  la  distance  minima  de  ia  surface  hmite  de  S  à  celle  de  S'  el 
à  celle  de  S",  c'est-à-dire  une  quantité  telle  que  tout  point  de  la  première 
soit  au  moins  <i  la  distance  d  de  tout  point  de  la  seconde  et  au  moins  à  la 
distance  d  de  tout  point  de  la  troisième. 

Inscrivons  à  la  surface  limite  de  S  un  polyèdre  comprenant  le  point  0  à 
son  intérieur  el  tel  que  la  plus  grande  dimension  de  chaque  face  soit 
inférieure  à  d.  Alors  la  surface  de  ce  polyèdre  ne  pourra  évidemment  avoir 
aucun  point  commun  avec  la  surface  de  S",  ni  avec  la  surface  de  S',  ni 
même  avec  l'intérieur  de  S'.  Donc  ce  polyèdre  est  compris  dans  S"  et 
comprend  S':  on  peut  le  prendre  pour  le  polyèdre  R  du  numéro  précédent, 
et  si  l'on  forme  de  pareils  polyèdres  pour  des  valeurs  de  plus  en  plus 
petites  de  s,  leurs  volumes  tendent  vers  V. 

Comme  e  tejid  vers  zéro  avec  d,  on  voit  que,  si  l'on  inscrit  à  la  surface 
limite  de  S  un  polyèdre  [comprenant  toujours  à  son  inténeitr  un  point  déter- 
miné intérieur  à  S]  et  tel  qtie  ta  plus  grande  dimension  de  chaeune  de  ses  faces 
tmide  vers  zéro,  le  volume  de  ce  polyèdre  tendra  vers  le  volume  de  S-  On  voit 
d'ailleurs  immédiatement  que  cette  conclusion  s'étend  au  cas  où  l'on  ne 
peut  appliquer  directement  le  raisonnement  du  n°  81B  et  où  on  est  obligé 
de  décomposer  S  en  deux  ou  plusieurs  parties  comme  il  est  expliqué  au 
n'  815  bis. 

Lorsqu'il  s'agit  de  la  sphère,  on  peut  prendre  pour  le  point  0  le  centre 
et  les  solides  S'  S"  seront  des  sphères  concentriques  à  la  première,  La 
distance  d  sera  la  différence  des  rayons  de  S  et  de  S'  et  on  pourra  prendre, 
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pour  R,  tout  polyèdre  inscrit  dont  les  dimeiis 
que  cette  différence  ('). 

817.    Dans  le  cas   du  cône  ou  du  cylindre,   la  définition  précédente 
concorde  avec  celles  que  nous  avons  données  au  livre  VIII.  Prenant,  par 
exemple,  le  cas  du  cylindre,  il  est  clair  que  les  prismes  inscrits  et  circons- 
crits  sont  précisément  des  polyèdres  Pn  et  Q„  tels  que  nous  les  avons 
introduits  au  n°  815. 

^ .^___  D'ailleurs,  le  prisme  inscrit  tel  que  les  côtés  de 

sa  base  tendent  vers  zéro,  peut  ôtre  considéré 
comme  un  polyèdre  inscrit  dans  lequel  la  plus 
grande  dimension  de  chaque  face  tend  vers  zéro.  Il 
suffira,  à  cet  effet,  de  diviser  chaque  arête  latérale 
du  prisme  en  un  ceitani  nombie  de  parlies  égales, 
lequel  nombre  ira  en  augmentant  indéfiniment  en 
même  temps  que  le  nomhrp  des  cotés  de  la  base 
(fig.  6b  I).  Les  points  de  division  feront  partie,  comme 
les  sommets  extrêmes  eux  mêmes,  de  la  surface  cylio- 
Fre.  S51.  drique,  el,  par   conséquent,    les   petits  rectangles 

qu'ils   forment  {fig.    651)  pourront  6tre  considérés 
comme  faces  d'un  polyèdre  inscrit,  —  plusieurs  de  ces  faces  étant  seule- 
ment en  proioiigeiiieiit  les  unes  des  autres,  ce  qui  ne  change  rien  à  la 
validité  des  raisonnements. 
Des  considératious  toutes  semblables  s'appliquent  évidemment  au  cône. 


818.  Considérons, 
plan  tournant  autoo 


,  le  volume 
situé  dans  si 


ingendré  par  un  polygone 
plan  et  qui  ne  le  traverse 


i  p  positions  du   polygone,  ABCD,  A'IÎ'C'D'  {fig.  632)  ctan 


ourra  diviser  la  aphèro  par  des  méridiens  et  des  parollôies  (fig.  630) 
les  latitudes  difTèraut  entre  allos  d'una  guantitA  l  telle  que  l'arc  de 
1  centre  1  ait  une  longncnr  inférieure  k  rf.  1-68  pointa  d'intei'section  do 
:S  parallèles  seront  les  sommeti  d'uti  poljèdrs  inscrit  iloiit  toutes  les 
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pat'  exemple,  deux  coiisécuLives d'entre  elles.  Les  polygones  ABCD.A'B'C'D' 
sool  symétriques  l'un,  de  l'autre  par  rapport  à  uu  plan,  le  plan  hissecteur 
du  dièdre  dans  les  faces  duquel  ils  sont  respectivement  contenus.  Il  esisle 
donc  uii  tronc  de  prisme  qui  a  pour  hase  ces  deux  polyg'ones,  les  arêtes 
étant  perpendiculaires  à  ce  plan  de  symétrie.  Considérons  le  polyèdre 
formé  par  l'ensemble  des  troncs  de  prismes  qui  ont  ainsi  pour  bases  les 
couples  de  positions  consécuiives  du  polygone.  Si  nous  augmentons  indéfi- 
niment le  nombre  de  ces  positions  de  manière  que  les  dièdres  successifs 
que  forment  entre  elles  leurs  plans  tendent  Tcrs  zéro,  le  volume  du 
polyèdre  dont  nous  venons  de  parler  tendra  vers  V,  ainsi  qu'il  résultera  de 
considérations  toutes  pareilles  à  celles  que  nous 
venons  de  présenter  au  n°  précédent. 

Cette  remarque  permet  de  démontrer  très  simple- 
ment certaines  propositions  importantes.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  le  polygone  coasidéi'é  soit 
tin  triangle  ABC  ayant  son  sommet  A  sur  l'axe, 
alors  les  troncs  de  prismes  se  réduiront  à  des  pyra- 
mides telles  que  \BGB'C'  {fig  6;i3) 

Chacune  de  i,es  pj  ramides  a  pour  meiure  le  tiers 
du  produit  de  sa  bise  BCB  C  pai  sa  hiutenr  AH, 
de  sorte  jiie  leui  somme  est  tgale  au  tieis  de  la 
somme  des  bases  mnltiphre  pai  une  quanti!''  infer- 
médiaiie  entre  la  plus  petite  et  la  plus  (,iandp  des 
hanteuis  Oi  loisquon  augmente  indéfiniment  le 
nombre  des  positions  successives  du  triangle, 

tend  vers  la  surface  engendrée  parBC  dans  sa  révolution  autour  de  l'axe, 
et  quant  à  la  hauteur  AH,  elle  tend  vers  la  hauteur  Aft  du  triangle  ABC,  car 
la  distance  hS,  qui  est  la  distance  du  point  H  à  la  droite  BC,  tend  vers 

Nous  avons  donc  immédiatement  le  théorème  du  n°  485  :  te  volume 
engendré  par  mk  triangle  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan, 
passant  par  son  centre  et  ne  le  traversant  pas,  est  égal  à  Ut  surface  aigendrée 
par  le  côté  opposé  au  sommet  situé  sur  S'axe,  multipllÉe  par  le  tieis  de  la 
hauteur  eoiTespondanle. 

819.  Revenons  ou  cas  où  le  polygone  tournant  est  quelconque  r  la 
remarque  précédente  nous  donne  encore  (du  moins  pour  le  cas  d'un 
polygone)  le  théorème  de  Guldin. 

Théorème.  —  Le  volume  engendré  par  une  aire  plane  qui  tourne  autour 
d'un  axe  situé  dans  son  plan  et  «e  le  travei-sant  pas,  est  égal  au  produit  de 
eette  aire  par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

Soient,  en  effet,  G  le  centre  de  gravité  du  polygone  AECD,  G'  le  centre  de 
gravité  de  la  position  suivante  A'B'C'D'  (fig.  653). 

Le  tronc  de  prisme  ABCDA'B'C'D'  a  pour  mesure  (608)  le  produit  de 
sa  seclion  droite  par  la  distance  GG'. 


e  des  trapèzes  BCB'C 
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Oi'  la  section  tlroilc,  qui  n'est  autre  que  la  seclioii  par  le  plan  bissec- 
teur du  dièdre  formé  par  les  bases,  tend  vers  le  polygone  A.BCD  lui- 
même  et,  d'autre  part,  la  somme  de  toutes  les  longueurs  telles  que  GG' 
tend  vers  la  longueur  de  la  circonférence  décrile  par  le  point  G.  Donc  le 
théorème  est  démontré. 

820.  Nous  avons  défini  le  volume  V  d'un  solide  quelconque  par  cette 
propriété  que  deux  volumes  polyédraux  P„  et  Q,j,  donl  le  premier  est  inté- 
rieur au  solide  et  dont  le  second  comprend  ce  solide,  tendent  vers  V 
lorsque  leur  différence  tend  vers  zéro.  Mais  il  est  clair,  une  fois  V  défini, 
que  deux  volumes  quelconques,  polyédraus  ou  nou,  tendront  vers  V  s'ils 
satisfont  aux  autres  conditions  imposées  à  Pn  et  à  Qn,  puisque  l'un  sera 
toujours  plus  petit  que  V  et  l'autre  plus  grand  que  V. 

Soit,  par  exemple,  une  aire  plane  curviligne  A  tournant  autour  d'un  axe 
qui  est  situé  dans  son  plan  et  ne  la  traverse  pas.  Inscrivons  et  circonscri- 
vons à  celte  aire  des  polygones  qui  auront  A  pour  limite  commuoe.  Ces 
polygones,  en  tournant  autour  de  l'axe,  engendreront  des  volumes  dont  les 
uns  seront  inscrits  au  volume  V  engendré  par  A,  les  autres  circonscrits 
au  même  volume,  et  la  différence  entre  les  volumes  inscrits  et  les 
volumes  circonscrits  tendra  vers  zéro  (').  Donc  ces  volumes  auront  V  pour 
limite. 

On  voit  par  là  que  la  définition  des  volumes  du  secteur  sphérique  et  de 
la  sphère,  telle  que  nous  l'avons  donnée  au  livre  VIII  (chap.  v),  concorde 
avec  la  définition  actuelle. 

On  voit  aussi  que  le  théorème  de  Guldin,  démontré  au  numéro  précédent 
pour  les  polygones,  est  également  vrai  pour  les  aires  planes  curvilignes, 
si  l'on  admet  que  le  centre  de  gravité  de  l'aire  plane  considérée  est  la 
position  limite  vers  laquelle  tend  le  centre  de  gravité  d'un  polygone  inscrit 
dont  tous  lescôtés  tendent  vers  zéro.  Alors,  en  efl'et,  dans  l'égalité  exprimée 
par  ce  théorème,  les  deux  membres  sont  les  limites  de  quantités  ana- 
logues dans  lesquelles  l'aire  curviligne  est  remplacée  par  un  polygone 
inscrit. 

821.  Soit  encore  un  volume  quelconque  que  nous  couperons  par  des 
plans  parallèles  à  une  même  direction,  la  distance  de  deux  plans  successifs 
ne  dépassant  pas  une  certaine  longueur  h.  Soient  s  la  portion  du  solide 
comprise  entre  deux  consécutifs  de  ces  plans;  G  un  cylindre  ayant  ses  bases 
dans  les  plans  en  question  et  compris  dans  s  ;  G'  nn  cylindre  ayant  ses 
bases  dans  les  mêmes  plans  et  comprenaut  s  b.  son  intérieur  (si  les 
deux  courbes  de  section  du  solide  par  les  deuï  plans  considérés  sont  telles 
que  la  projection  de  l'une  d'elles  sur  le  plan  de  l'autre  comprenne  celle-ci, 
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on  pourra  prendre  pour  G  et  C  les  cylindres  droits  qui  ont  respectivement 
ces  courbes  pour  bases). 

Dans  tous  les  solides  que  l'on  a  habituellement  à  considérer,  on  peut 
prendre  h  assez  petit  pour  que,  quels  que  soient  les  deux  plans,  pourvu 

que  leur  disîance  ne  dépasse  pas  h,  le  rapport  =^  soitcomprisentrermiité 

et  un  nombre  1  —  a  aussi  voisin  qu'on  le  Teut  de  l'miité  [ou,  s'il  n'en  est 
pas  ainsi,  le  solide  peut  être  décomposé  en  parties  dont  chacune  satisfasse  à 
cette  condition). 

Dès  lors,  le  solide  étant  décomposé  en  plusieurs  portions  par  une  série 
de  plans  parallèles  entre  eux  dont  les  distances  successives  ne  dépassent 
pas  A,  formons,  pour  chacune  de  ces  portions  les  cylindres  C  et  C  et  appe- 
lons P  le  solide  formé  par  l'ensemble  des  cylindres  C,  Q  le  solide  formé  par 
l'ensemble  des  cylindres  C.  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  le  rapport 
de  chaque  cylindre  C  au  cylindre  C  correspondant  et,  par  conséquent 

aussi,  le  rapport  j=r ,  seront  compris  entre  1  et  1  —  a.  Le  nombre  a  pouvant 

être  choisi  aussi  petit  qu'on  veut  si  h  est  suffisamment  petit,  on  voit  que 
lorsque  A  tend  vers  zéro,  les  volumes  P  et  Q  tendent  simultanément  vers  le 

p 
volume  du  solide,  puisque    le  rapport  -=-  tend  vers  1  et  que  P  est  inté- 
rieur à  ce  solide,  lequel  est  intérieur  à  Q. 

822.  Ali-c  fl'iuie  siirrncc  coiii'lic. 

La  définition  de  l'aire  d'une  portion  de  surface  courbe  oiTre  de  beaucoup 
plus  grandes  difficultés  que  les  précédentes.  Si,  en  effet,  on  considère  une 
surface  polyédrale  inscrite  à  la  surface  courbe  et  qu'on  suppose  seulement, 
comme  nous  l'avons  fait,  que  la  plus  grande  dimension  de  chaque  face 
diminue  indéfiniment,  sans  ajouter  à  cette  supposition  d'autres  hypothèses 
convenablement  choisies  sur  la  loi  de  variation  de  la  surface  polyédrale,  il 
n'arrive  pas  nécessairement  que  l'étendue  de  celle-ci  tende  vers  une  limite 
déterminée  :  il  peut  même  arriver  que  cette  étendue  augmente  indéfl- 

Nous  nous  bornerons  à  définir  l'aire  d'une  surface  fermée  convexe. 
Dans  ce  but,  nous  établirons  d'abord  les  deux  lemmes  suivants  : 

Lemmes.  —  I.  Une  face  d'un  polyèdre  quelconque  est  plus  petite  que  la 
somme  des  autres. 

Projetons,  en  effet,  toutes  ces  autres  faces  sur  le  plan  de  la  première. 
L'ensemble  de  ces  projections  recouvrira  évidemment  toute  celte  première 
face  (il  pourra  même  arriver  qu'il  la  dépasse,  ou  en  recouvre  tout  ou 
partie  plusieurs  fois).  Or,  chaque  face  est  (606)  plus  grande  que  sa  pro- 
jection. 

II.  La  surface  d'un  polyèdre  convexe  #s(  plus  petite  que  celte  d'un  polyèdre 
enveloppant  quelconque. 
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Soieiil  S  la  surface  du  polyèdi'e  coiiveso,  S'  la  surface  du  polyÈdi'c  crk- 
veloppant.  Celie-ci  pourra  avoir  uue  ou  plusieurs  faces  communes  [^)  avoc 
la  première  {pourvu  qu'elle  n'ait  aucune  partie  intériciire  à  la  première)  : 
soit  n  le  iiombre  des  faces  non  communes  sur  S.  Si  n  =  i,  le  théorème  est 
démoutré,  car  l'imique  face  non  commune  de  S  est  plus  petite  que  la 
somme  des  faces  non  communes  de  S',  lesquelles  forment  avec  etle  un 
polyèdre. 

Si  n  est  différent  de  I,  prolongeons  le  plan  P  d'une  des  faces  non  com- 
munes de  S  :  nous  partageons  aiusi  S'  en  deus  parties,  l'une  S'),  située  par 
rapport  à  P  du  mâme  côté  que  S,  l'autre  S'a  située  du  cûté  opposé.  Nous 
diminuerons  cette  dernière  (lemme  px-dciSOent]  eu  la  remplaçant  par  la  portion 
du  plan  P  terminée  au  même  contour.  Or,  nous  obtenons  ainsi  nn  nouveau 
polyèdre  enveloppant  S,  mais  avec  lequel  ce  dernier  aura  une  face  com- 
mune de  plus. 

Il  est  clair  qu'en  continuant  cette  réduction,  nous  serons  finalement 
ramenés  au  cas  de  n  =  1.  La  proposition  est  doue  démontrée. 

Remarque.  —  IJae  proposition  toute  semblable  s'appliquerait  {avec 
le  même  mode  de  démonstration)  à  une  surface  polyédrale  convexe 
ouverte  et  à  une  surface  polyédrale  enveloppante  terminée  au  même 
contour. 

823.  Cela  posé,  soit  une  surface  fermée  convexe  S.  Nous  considérerons 
encore  des  polyèdres  P,i  et  Q„  dont  les  uns  seront  intérieurs  à  S  et  les 
autres  la  comprendront  à  leur  intérieur.  Mais  nous  imposerons  cette  fois  à 
ces  polyèdres  la  condition  d'être  convexes.  Dès  lors,  en  vertu  du  lemme  lï,  la 
surface  de  chaque  polyèdre  Pn  sera  inférieure  à  la  surface  de  n'importe 
quel  polyèdre  Q,j .  Si  donc  on  suppose  que  la  dilférence  entre  la  surface  de 
Pn  et  celle  de  Q„  tend  vers  zéro  (ou  que  leur  rapport  tend  vers  i),  ces 
surfaces  auront  une  limite  commune,  indépendante  de  la  manière  dont 
on  aura  choisi  les  Pn  et  les  Q„  pourvu  que  ceux-ci  remplissent  les  diverses 
conditions  que  nous  venons  d'énumérer.  11  n'y  a,  à  cet  égard,  rien  à 
changer  aus  raisonnements  du  n°  SU. 

On  obtient  d'ailleurs  des  polyèdres  Pn  et  Q„  par  le  même  procédé  qui  a 
été  expliqué  au  n"  815,  en  ayant  soin,  toutefois,  de  prendre  pourR  un 
polyèdre  convexe.  En  particulier,  on  verra,  exactement  comme  au  n'  816, 
quhtne  surface  fermée  convexe  est  la  limite  d'un  polyèdre  convexe  inscrit, 
dans  lequel  Ut  plus  grande  dimaision  de  chaque  face  tend  vers  zéro. 

824.  Lorsqu'il  s'agit  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  plane,  on 
peut,  en  général,  si  l'arc  n'est  pas  convexe,  le  décomposer  en  arcs  con- 
vexes. Il  importe  de  remarquer  que  ce  mode  de  raisonnement  n'est  pas 
applicable  ici.  On  rencontre,  et  cela  parmi  les  surfaces  usuelles,  des  sur- 
faces dont  aucune  portion,  si  petite  qu'elle  soit,  n'est  convexe  et  dont,  en 
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un  quelconque  Ue  leurs  points,  on  ne  peut  pas  dire  qu'elles  tourneut  leur 
convexité  dons  un  sens  ou  dans  l'autre.  G'esl,  par  exemple,  le  cas  de  la 
surface  gauche  de  révolution  (ex.  I03i)  dont  la  forme  générale  est  représentée 

825    Dans  le  cni  du  cylindre   du  cône  oa  du  Ironc  de  cOne,  la  définition 
p  é     1     t  I  II      que  nous  avons  données  au  livre  VIII  :  on 

p     t  IT  t   é     1        1  f       totale  de  l'un  de  ces  corps  comme  limite 

d    1  f        t  t  I     d      p  pyramides  ou  troncs  de  pyramides  ins- 

817)      t  m     les  surfaces  de  hases  de  ces    polyèdres 

f         J    b         des  corps  ronds  correspondants,  il  enest 


t     d     t 
d     ném 


f 


0     p     t    s  I  m     t  sur  la  surface  engendrée  par  une  ligne 

I  t      n  nt       t         d  extérieur  à  elle  et  situé  dans  son  plan, 

n°  818  sur  le  volume  engendré  par  un 
polygone  :  il  est  clair  qu'eu  appliquant,  non  plus  le  théorème  du.  n°  608, 
mais  l'esei'cice  871,  nous  ohliendrons  (du  moins  pour  une  ligne  brisée 
tournante)  le  second  théorème  de  GubUn  : 

Théorème.  —  La  swface  engendrée  par  une  ligne  gui  tourne  autour  d'un 
(tœe  situé  dans  son  plan  et  ne  le  traversant  pus,  est.  égale  au  produit  de  la 
longueur  de  celle  ligne  par  la  eireonférence  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

Ce  théorème  s'étendra  d'ailleurs  à  uoe  lione  uourbe  tournante  pai  voie 
de  passage  à  la  limite  ;  les  considérations  qui  [.re  edent  permettent  de 
faire  cette  extension  par  une  vole  analogue  à  celle  que  nous  a^ons  em 
ployée  au  n°  820,  toutes  les  fois  qu'il  s'agit  d  me  hgae  convexe  tournant 


82S  Iris.  Nous  pouvons  encore  déTmir  l'aire 
de  la  zone,  puisque  nous  pouvons  définir 
l'aire  totale  du  segment  sphérique;  et  celte 
définition  concorde  (eomparor  820)  avec  celle 
du  n''482. 

On  remarquera  que  ces  définitions  pei 
mettent  d'obtenir  immédiatement  les  tliéo 
rèmes  relatifs  au3  volumes  sphériques. 

Si,  en  effet,  nous  considérons  un  polyèdre 
convexe  inscrit  à  la  sphère,  ce  polyèdre  sera 
décomposable     en    pyramides    ayant    poui 


(I)M  é 
pUn 


ui'fac. 


33  {os.  1213)  MD,  MD| ,  lestjuolloe  portagonl  oelii 
en  ijuatre  parliea  dont  doui  opposéos  l'una  ii  l'a» 
(celles  qui  contiennsnt  lo  miridiea  HH'  (fis-  VSi))  si 
psr  rapport  au  plan  tangent,  du  c5té  exUrienr,  et  li 
parallâle  GC)  du  cfltA  intérieur. 
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bases  les  diiférenlcs  faces  et  pour  sommet  commun  le  centre.  Son 
volume  sera  égal  au  liers  de  la  somme  des  bases,  —  c'est-à-dire  de  la 
surface,  —  multipliée  par  une  quantilé  intermédiaire  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  des  hauteurs.  Or  ces  dernières  tendent  toutes  vers  le 
rayon,  puisque  le  polyèdre  et,  par  conséquent  (puisqu'il  est  convexe),  le 
plan  de  chacune  de  ses  faces  sont  extérieurs  (816)  à  une  sphère  quel- 
conque concentrique  à  la  première  et  de  rayon  plus  petit.  Quant  à  la 
surface  du  polyèdre,  elle  tend  vers  celle  de  la  sph&re.  On  a  donc  bien  ce 
théorème  que  le  volume  de  la  sphère  est  égal  au  produit  de  sa  surface  par  le 
tiei-s  du  rayon.  Le  même  raisonnement  s'applique  d'ailleurs  évidemment 
au  secteur  sphérique. 

826.  Lorsqu'une  surface  S  peut  être  développée  sur  un  plan,  on  dé- 
montre que  l'aire  de  toute  figure  tracée  sur  S  est  égale  à  celle  de  son 
développement  (voir  exerc.  822). 

Bien  entendu,  la  réciproque  n'est  pas  vraie  :  nous  voulons  dire  que,  si 
l'on  a  fait  correspondre  les  points  d'une  surface  S  aux  points  d'un  plan 
de  manière  que  les  figures  qui  se  correspondent  aient  même  aire,  il  n'en 
résulte  en  aucune  façon  que  S  soit  développable.  Par  exemple,  dans  l'exer- 
cice 1301,  nous  indiquons  une  correspondauce  de  cette  espèce  entre  une 
sphère  {c'osi-ii-diro  imo  surface  non  dt^vi-loppablo)  et  un  Cylindre  (lequol  peut  fft™ 
ijtal(!  sur  un  plan)- 
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827.  Noua  avons  démontré,  au  n"  708,  que  lotd  polyèdre  régulier  admet 
un  certain  nombre  de  déplacements,  c'est-à-dire  que  ces  déplacements  font 
coïncider  le  polyèdre  avec  lui-même,  les  sommets  venant  prendre  la  place 
les  uns  des  autres. 

Soient  R  et  S  deux  déplacements  qui  laissent  ainsi  inaltéré  le  polyèdre 
considéré,  ou,  plus  généralement,  qui  laissent  inaltérée  une  figure  donnée 
F  quelconque.  Il  est  clair  que  k  figure  F  ne  changera  pas  davantage,  si 
l'on  effectue  successivement  les  deux  déplacements  R  et  S,  autrement  dit, 
si  l'oneifectue  le  déplacement  RS,  produit  (PL,  291)  de  R  et  de  S. 

Par  conséquent,  en  introduisant  une  définition  donnée  an  u"  291,  si  nous 
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considérons  l'ensemble  des  déplacements  qui  n'allèrent  pas  la  figure  F, 
ces  déplaeements  forment  un  groupe,  puisque  R  et  S  étant  deux  quelconques 
d'entre  eux,  les  produits  (')  RS  et  SR  appartiennent  au  rnSme  ensemble. 

11  est  bien  entendu  que  S  peut  n'être  autre  que  B  :  le  produit  RR  est 
désigné  par  la  notation  R^  et  de  même  les  produits  de  trois,  quatre....  fac- 
teurs tous  égaux  i  R  sont  respectivement  désignés  par  les  notations 
R^,  R*...,  et  sont  dits  les  puissances  successives  de  R. 

Si  R  est  un  déplacement  hélicoïdal  composé  d'une  rotation  d'angle  a  et 
d'nne  translation  (  parallèle  à  l'axe  de  la  rotation,  on  voit  immédiatement 
que  R'"  {en  désignant  parm  un  entier  quelconque)  sera  un  déplacement  de 
même  axe,  composé  d'une  roîation  d'angle  ma  et  d'une  translation  de 
gi'andeiir  mt. 

II  faut  observer,  d'autre  part,  que  nous  comptons  parmi  les  opérations 
appartenant  au  groupe  celle  dans  laquelle  on  ne  change  rien  aoi  positions 
des  ditferents  points  ;  elle  est  dite  l'opération  identique  et  il  nous  arrivera 
de  la  représenter  par  le  chiffre  t.  Il  est  aisé  de  voir  que  la  conclusion 
obtenue  tout  à  l'heure  {à  savoir  que  si  R  et  S  laissent  inaltérée  la  figure  F, 
il  en  est  de  même  de  leur  produit)  suppose  essentiellement  la  convention 
qui  vient  d'être  faite,  relativement  à  l'opération  identique. 

Eu  effet,  ï\  étant  un  déplacement  quelconque,  qui  a  pour  effet  d'amener 
uu  point  quelconque  M  de  l'espace  en  une  nouvelle  position  M',  soit  S  le 
déplacement  inverse  de  R,  c'est-à-dire  celui  qui,  appliqué  au  point  M', 
donne  pour  résultat  M  (R  itant  un  rtéplaciiment  hâiicoïdal  composé  d'uno  translatâoii 
de  grandeur  l  et  d'une  rotation  il'anglo  a,  la  dùplacsmont  iuverso  a  lo  mémo  axe  ijuo  R, 
sa.  Iranslalion  et  sa  rotation  ayant  les  mémos  grandaurs  !  et  a,  mais  étant  do  sons  opposés 

ani  pcomiors),  Si  R  laisse  inaltérée  la  figure  F,  il  en  est  de  même  de  S  et, 
par  conséquent,  si  nous  voulons  pouvoir  dire,  comme  nous  l'avons  fait 
tout  à  l'heure,  que  les  déplai  ements  qu'admet  F  forment  un  groupe,  il  faut 
compter  au  nombre  de  ces  déplacements  les  produits  RS  et  SR.  Or  chacun 
de  ces  deux  produits  donne,  en  vettu  delà  définition  de  S,  l'opération 
identique  {chacune  des  deux  opérations  R  et  S  ayant  pour  effet  de  ramener 
à  leurs  positions  primitives  les  figures  transformées  par  l'autre). 

L'opération  inverse  de  R  est  représentée  par  le  symbole  R-';  ses  puis- 
sances successives,  pir  R-^,  R  ^  On  voit  immédiatement  que  R-''est 
inverse  de  R''  et  que  lm\erse  de  RS  (en  désignant  par  S  une  seconde 
opération  quelconque)  est  S—'  R-' 

828.  Nous  venons  de  remarquer  que,  si  le  groupe  des  déplacements  qu'ad- 
met une  figure  quelconque  F  comprend  !m  di'.placemeiit  R,  il  comprend  aussi 
le  déplacement  inverse  R-'. 

La  même  propriété  appartient  à  la  plupart  des  groupes  que  l'on  a  k 
considérer  dans  les  applications  de  cette  notion  aux  diverses  parties  des 
mathématiques.  On  démontre,  en   particulier,  qu'elle  a  lieu  pour  tout 

(1)  Rappelons  que  las  dans  produits  RS  at  SR  no  soiil  pas,  en  général,  idoptiqiics  enlre 
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groupe  composé  d'un  nombre  fliii  de  transformalioiis  ;  nous  la  déiiioiitre- 
rons  d'ailleurs,  chemin  faisant  (830  bis),  pour  les  groupes  dont  nous  allons 
avoir  à  nous  occuper. 

Elle  entraîne,  pour  les  groupes  G  qui  la  possèdent,  cette  conséquence 
que  si  tme  figure  F'  est  homologue  (')  d'uni;  ^ure  F  (relativement  à  un 
groupe  G),  réciproquement  F  est  homologue  de  V;  car  si  tt  est  l'opéralion 
du  groupe  qui  transforme  F  en  F',  l'inverse  K-'  transformera  F'  en  F. 

829.  Voici  une  nouvelle  conséquence  de  la  propriété  précédente  : 
Soient  H  un  déplacement  (*),  composé  d'une  translation  de  grandeur  (, 
parallèle  à  un  axe  A  et  d'une  rotation  d'angle  m  autour  du  même  axe 
(I  ou  ï  pouvant,  bien  entendu,  Être  nul),  et  qui  change  une  figure  quel- 


conque f  eu  /"  (^3.  635);  S,  un  autre  déplacement  quelconque  d'axe  B. 
Appliquons  à  la  figure  formée  par  i'axe  A,  la  figure  f  et  ia  ligure  /",  !e 
déplacement  S  :  /  viendra  en  f^,  f  en  ^,,  l'axe  A  en  Aj.  Nous  voyons  dès 
lors  que  le  déplacement  It,  qui  a  pour  axe  A^  la  translation  t  et  la  rota- 
lion  a,  étant  les  mêmes  que  celles  de  R,  change  la  figure  y,  '  (transformée 
de  f  par  S)  en  f\  (c'est-à-dire  en  la  transformée  de  ^.par  S). 

On  donne  à  ce  nouveau  déplacement  R,  !e  nom  de  transformé  de  R  par  S. 
Deux  déplacements  R,  R,,  dont  l'un  est  le  transformé  de  l'autre  par  un 
troisième  déplacement  quelconque,  sont  dits  semblables.  Ou  voit  que  deux 
déplacements  semblables  ont  (en  grandeur)  même  translation  et  même 
rotation,  et  qu'ils  sont  tous  deux  dextroistim  ou  tous  deux  sinùtrorsum 
(414,  Rem.);  ces  conditions  sont,  d'ailleurs,  suffisantes,  car  si  elles  sont 
remplies  par  dftui  déplacements  R,  R,,  on  les  transformera  l'on  dans 
l'autre  par  tout  déplacement  qui  transformera  les  axes  l'un  dans  l'autre 
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(le  sens  de  translation  donné  sur  le  premier  axe  venant  suivant  !e  sens  de 
translation  dontid  sur  le  second). 

Gela  posé,  admettons  que  les  déplacements  R  et  S,  considérés  il  y  a 
un  instant,  fassent  partie  d'un  môme  groupe  G,  qui  comprenne  éga- 
lement (d'aprfesla  propriété  énoncée  au  n°  précédent)  R-'  et  S-'.  Alors 
fet  f,  sont  homologues  entre  eux  par  rapport  à  G,  de  même  que  f^  et  f,  ; 
et,  comme  felf  sont  aussi  bomolo^ues  l'une  de  l'autre,  il  en  est  de  même 
PI.,  293)  pour  fi  et  /",  ;  donc  le  déplacement  R,,  qui  change  f,  en  f„  appar- 
tient à  G. 

Ainsi,  si  deux  déplacemmits  R  et  S  appartiennent  à  un  groupe  G,  il  en  est 
de  même  du  transformé  R,  de  R  par  S. 

I,es  deux  déplacements  R  et  R^  sont  dits  kom'/togw.s  l'un  de  l'aulre  par 
rapport  au  groupe.  Bien  entendu,  pour  que  deux  déplacements  soient 
homologues,  il  ne  suffit  pas  qu'ils  soient  semblables,  il  faut  encore  que, 
parmi  les  opérations  qui  les  transforment  l'un  dans  l'autre,  il  y  en  ait  an 
moins  une  qui  fasse  partie  du  groupe. 


830.  Dnns  le  cas  où  la  figure  F  est  un  polyèdre  régulier,  le  nombre  des 
déplacemenls  qu'elle  admet  est  fini. 

Nous  allons  nous  proposer  de  rechereiier,  d'une  manière  générale,  tous 
les  groupes  composés  de  déplacements  en  nombre  fini.  Le  nombre  N  de 
ces  déplacements  (le  déplacement  identique  compris,  bien  entendu),  sera 
dit  l'ordre  du  groupe. 

Après  avoir  formé  les  groupes  en  qneslion,  nous  chercherons  s'il  leur 
correspond  des  polyèdres  réguliers.  Nous  nous  appuierons,  à  cet  effet,  sur 
le  théorème  du  n°  710.  Par  contre,  wos  raisonnements  seront  entièrement 
indépendants  des  considérations  présentées  aux  n"  712-717;  ils  nous  four- 
niront, dès  lora,  une  nouvelle  démonstration  des  résultats  établis,  relative- 
ment à,  l'esistence  et  à  la  nature  des  polyèdres  réguliers. 

Mais  l'oUlité  delà  recherche  que  nous  allons  entreprondce  n'est  nullement 
limitée  à  l'étude  des  polyèdres  réguliers.  D'une  part,  en  effet,  on  constate 
que  les  groupes  cherchés  jouent  un  rôle  important  dans  le  problème 
de  la  résolution  des  équations  (voir  note  2  de  la  page  323);  d'outre  part, 
certaines  propiiélés  que  nous  démontrerons  (telles  que  celle  du  domaine 
fondamental,  n"  845)  se  transportent  d'elles-mêmes  à  d'autres  groupes  ana- 
logues, composés  d'une  infinité  d'opérations  et  dont  l'étude  est  nécessaire 
à  la  solution  de  certaines  questions  importantes  de  maiiiématiques. 

Soit  G  l'un  des  groupes  cherchés.  S'il  contient  un  déplacement  R,  il 
contiendra  aussi  ses  puissances  successives  R^,  R^...  Il  faudra  donc,  tout 
d'abord,  que  ces  puissances  ne  soient  pas  en  nombre  infini. 

Dès  lors,  R  ne  peut  j>as  être  une  translation  :  car,  si  t  était  la  grandeur  de 
cette  translation,  ses  puissances  sitocesaires  seraient  des  translations  de 
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fjrandeurs  respecUvos  2(,  ^t,...  :  de  Iclles  translalions  sont  nécessairement 
toutes  distinctes  entre  elles  et  en  nombre  inlini. 

De  même  R  ne  peut  être  un  déplacement  hélicoïdal  :  car,  si  t  est  la  transla- 
lion  qui  entre  dans  R,  les  déplacements  R',  R'...  comprendraient  les 
translations  2f,  3(...  et  seraient,  par  conséquent,  aussi  tous  différents  les 
uns  des  autres. 

Donc  le  gi-oupe  G  est  exclusivement  composé  de  l'okilions. 

830  bU.  De  plus,  soit  a  l'angle  d'une  rotation  R  appartenant  à  G  :  les 
puissances  successives  de  R  auront  pour  angles  respecUfs  2a,  3ti..-  Pour 
que  ces  puissances  ne  soient  pas  en  nomhre  infini,  il  faut  qu'une  certaine 
puissance  R'*  ne  soit  pas  distincte  d'une  puissance  précédente  R'''.  Il  est 
clair  que  ceci  aura  lieu  lorsque  les  angles  de  R''  et  An  Rf'  différeront  d'un 
nombre  entier  de  circonférences,  et  dans  ce  cas  seulement.  Donc,  si  nous 
supposons  que  les  angles  soient  inestirés  en  prenant  pow  unilc  la  circonfé- 
rence entière,  on  aiira  ; 

pa  =  p'a.  +  m, 


(2^)  "  =  rt  ■ 

en  posant  p  —  p'  ==  n. 

On  voit  alors  que  la  puissance  n""  de  R  donnera  une  rolalion  composée 
d'un  nombre  entier  m  de  circonférences,  c'est-à-dire  se  réduira  au  dépla- 
cement identique  :  la  puissance  R"-!-'  ne  sera,  dès  lors,  pas  distincte  de  R, 
la  puissance  R"+*  de  R'.... 

Nous  pouvons  d'ailleurs  toujours  supposer  que  n  ail  été  choisi  le  plus  petit 
possible  (c'est-à-dire  que  R"  soit  la  première  puissance  de  l\  qui  se  réduise 
au  déplacement  identique).  Cela  revient  évidemment  à  supposer  que  la 

fraction  —  est  réduile  à  sa  plus  simple  expression.  Lorsqu'il  en  est  ainsi, 

on  dit  que  n  est  l'ordre  de  la  rotation  R.  Par  exemple,  une  rotation  d'ordre  2 
n'est  autre  que  ce  que  nous  avons  appelé  précédemment  transposition. 

L'angle  na  étant  un  multiple  de  la  circonférence,  la  rotation  R"— J",  la- 
quelle est  d'angle  [n  —  p}a,  revient  à  une  rotation  d'angle  j)  h  effectuée  en 
sens  contraire,  c'est-à-dire  àR— f'.  En  particulier,  l'invm'se  R  — '  =  R"-*  de 
R  figure  parmi  les  puissances  de  R  et,  par  conséquent,  dans  le  groupe  G. 

Enfin,  on  peut  remarquer  que  si  n  est  l'ordre  de  R,  la  rotation  ayant 

pour  axe  celui  de  R  et  pour  angle  -  figure  également  pai'mi  les  puissances 
de  R.  Car  les  nombres  m  et  il  qui  figurent  dans  la  relation  (27)  étant  pre- 
miers entre  eux,  on  peat  (')  trouver  deux  entiers  h  etk  tels  que  l'on  ail 


km  —  kn  - 
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Cette  relation  donne 


et  montre,  par  conséquent,  que  la  rotation  If'  a  son  angle  égal  au  n'"^'  de 
la  circonférence,  à  un  nombre  entier  ft  de  circonfêrenee  près,  lequel  peut 
être  laissé  de  côté. 

831.  Considérons  maintenant  deux  rotations  II  et  S  du  groupe, 

Leurs  axes  sont  dans  un  même  plan;  l'iiypothèse  contraire  serait,  en  effet, 
incompatible  avec  le  résultat  que  nous  venons  de  trouver  au  n"  829,  en 
vertu  de  la  proposition  que  nous  énonçon&  à  l'exercice  592. 

De  plus,  ces  cuees  (s'ils  sont  distincts}  ne  peuvent  être  pamlléles,  car,  dans  ce 
cas,  ou  bien  R  et  S  auraient  leurs  angles  égaux  et  de  sens  contraires,  et  le 
déplacement  RS  serait  une  translation  non  nulle  (comparer  PI.,  es.  94)  ; 
ou  bien  les  angles  de  R  et  de  S  seraient  inégaux  (ou  égaux  et  de  même 
sens)  et  les  deux,  opérations  RS  et  SR  seraient  deux,  rotations  éj^ales,  mais 
{ex.  623-624)  autour  d'axes  forcément  distincts  entre  eus,  de  sorte  que 
l'opération  HS(SR)-i(ou  IiSR-*S-*)  serait  une  translation  non  nulle. 

Les  deux  axes  (s'ils  sont  distincts)  se  coupent  donc  forcément  en  un 
certain  point  0. 

832.  Le  groupe  G  renferme  d'ailleurs  nécessaiieraent  une  rotation  T 
dont  l'axe  passe  par  le  point  0  et  est  situé  en  dehors  du  plan  des  deux 
premiers.  Si,  en  effet,  R  et  S  sont  toutes  deux  des  transpositions,  cette 
rotation  T  est  donnée  (416)  par  le  produit  RS;  si,  au  contraire  H,  par 
exemple,  n'est  pas  une  transposition,  la  transformée  de  SparR  a  évidem- 
ment son  axe  en  debors  du  plan  qui  contient  ceux  de  R  et  de  S. 

Dès  lors,  l'axe  de  toute  rotation  U  du  groupe  doit  passer  par  le  point  0, 
puisqu'il  doit  (n°  préc.)  rencontrer  les  axes  de  R,  de  S  et  de  T. 

833.  Nous  arrivons  donc  à  cette  première  conclusion  : 

Tous  les  déplacements  du  groupe  sont  des  rotations  dont  les  aices  passent  par 
un  méine  point. 

Nous  prendrons  le  point  0  où  se  coupent  tous  les  axes  comme  centre 
d'une  spbère  S  :  il  est  clair  qu'il  suffira,  pour  étudier  les  relations  du 
groupe  G,  de  les  appliquer  aux  seuls  points  de  la  sphère  S. 

Chaque  axe  de  rotation  coupera  2  en  deux  points,  les  seuls  que  la  rota- 
tion correspondante  laisse  inaltérés  sur  la  sphère;  pour  olréger,  nous 
donnerons  aux  points  ainsi  obtenus  le  nom  d^pâles  de  rotation. 

Chaque  pôle  de  rotation  est,  en  général,  commun  à  plusieurs  rotations 
du  groupe.  La  plus  petite  (')  R  d'entre  elles  a  pour  angle  une  partie  ali 
quotc  de  la  circonférence  :  car  si  cet  angle  était  mesuré  par  —  (la  ftaciion  — 
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(.'tant  irrdduc(jble),   nous  savons  qu«   lu   «roupi;  renCcrmeraiL   la  rotation  de 

même  axe  et  d'angle  ~,  qui  serait  plus  petite  que  la  première,  si  m  était 

plus  grand  que  i  :  donc  m  —  i. 

D'ailleurs,  toutes  les  autres  rotations  du  firoupe  ayant  les  niÈmes  pôles 
que  R  seront  des  puissances  de  H;  car  si  l'angle  a  de  l'une  d'elles  était 

mesuré  par  un  nombre  compris  entre-  et  ~        ,  en  la  multipliant  par 

R  ~i',  on  obtiendrait  évidemment  une  rotation  de  mÈrue  axe  et  dont  l'angle 

serait  plus  pelit  que  -,  par  conséquent  plus  petit  que  celui  de  H  (contraiio- 

iiient  b.  riiypoth^si').  Nous  dirons  que  n  est  l'ordre  dti  pûk  de  rokUion  consi- 

Un  pâle  d'ordre  n  est  évidemment  comnmn  à  it  — 1  rotations,  le  dépla- 
cement identique  non  compris. 

834.  N  étant  l'ordre  du  groupe,  un  point  quelconque  P  de  la  sphère 
a  N  homoiojiues,  qu'on  obtient  en  lui  faisant  subir  successivement  les  N 
déplacements  du  groupe  (ilcSplaccmcnt  identique  compris).  Si  P  n'est  pas  un 
pôle  de  rotation,  ces  homologues  sont  tous  distincts  entre  eux;  car  si 
deux  ou  plusieurs  d'entre  eus  coïncidaient  en  P',  le  point  P'  serait  pôle 
d'une  rotation  R',  et  le  point  P,  pôle  d'une  rotation  It  homologue  de 
R'  (823). 

Si,  au  contraire,  P  est  un  pôle  de  rotation  d'ordre»,  commun  àla  rotation  R 

(d'angle  -I  et  à  ses  puissances  H'...,  R""',  il  coïncidera  avec  n—  i  de 

ses  homologues.  De  plus,  soit  P'  un  autre  homologue  de  P,  déduit  de  P  par 
un  déplacement  S  du  groupe  et  ne  coïncidant  pas  avec  P  :  il  j  aura  ti  ho- 
mologues de  P  qui  coïncideront  avec  P'  ;  à  savoir,  ceux  qu'on  déduit  de  P 
par  les  rotations  S,  RS,  R^S....  R"-'S.  Il  n'y  en  aura  d'ailleurs  pas 
d'autres  :  car,  sans  cela,  le  point  P'  serait  pôle  de  relation  d'un  ordre  n'  su- 
périeur à  n  et  le  point  P  serait  également,  en  vertu  de  ce  que  nous  avons 
dit  au  n°  829,  pôle  de  rotation  d'ordre  n'  et  non  d'ordre  n. 

Ainsi,  le  nombre  des  homolof^ues  de  P  réunis  en  P'  est  exactement  n; 
et,  puisque  le  point  P'  a  été  pns  quelconque  parmi  les  homologues  de  P,  on 
peut  dire  que  les  N  homologues  de  P  viennent  se  confondre  entre  eiix  n  an. 

N 
On  voit,  par  conséquent,  que  N  est  divisible  parn  et  qu'il  y  a  -  homologues 

distincts  de  P  (le  point  P  lui-inéme  étant  compté  dans  le  nombre), 

835.  I.e  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  va  nous  mener  à  une  rela- 
tion fondamentale  ejitre  l'ordre  N  du  groupe  et  les  ordres  des  différents 
pôles  de  rotation. 

Soit  en  effet,  P,  un  premier  pôle  de  rotation  d'ordre  «i  :  nous  venons  de 

voir  que  ce  point  avait  —  homologues  distincts.  Mais,  d'autre  part,  le  pôle 
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P,  ost  commun  an,  —  1  roLations  (dépJc'icement  identiijHe  non  compris)  ; 
ses  homologues  sei'ont  chacun  (834)  communs  à,  tii  —  1  rotations  homo- 
logues des  premières  :  soit  en  tout  ~  («i  —  1)  —  N  f  1 j  rotations.  Si 

maintenant,  il  existe  un  pôle  P^,  non  homologue  de  f,  et  d'ordre  Ohi,  ce 

point  aura  —  homologues  distincts,  fournissant  N  M j  rotations.  Un 

troisième  pâle  Pj  (s"il  en  existe),  distinct  de  V,,  de  Pg  et  de  leurs  homo- 
logues, aura  —  homologues  fournissant  N  (I )  rotations,  etc.  Nous 

aurons  donc  finalement,  pour  le  nombre  total  de  ces  rotations,  une  expres- 
sion de  la  forme 

K'4)+<'-i)--^-('-i)- 

Dans  ce  nombre,  le  déplacement  identique  n'est  pas  compté;  mais  chacun 
des  N  —  1  autres  déplacements  du  groupe  figure  deux  fois  [et  deux  fols 
seulement),  une  fois  pour  chacun  des  deux  pôles  qu'il  possède:  d'od  la 
relation  à  laquelle  nous  voulions  arriver 

n(i-,-J-;)  J-iV(l-i)-|-...  +  N(l-J;)  =  S(N-i), 

OU,  en  divisant  par  IV, 

(iS)  (l_l)4-(l-I)+...  +  (.-i)^2-^ 

C'est  cette  équation  que  nous  allons  résoudre  par  rapport  aux  enliers 
positifs  (plus  grands  que  l'unité)  »i,,  iij,...,  n^,  N. 
Puisqueles  nombres  H,,  ?ij,...,  n,,  sont  au  moins  égaux  à  3,  chacune  des 

parenthèses  du  premier  membre  est  au  moins  égale  à  -  :  donc  le  nombre  p 

de  ces  parenthèses  est  inférieur  {et  non  égal)  à  4,  car  le  second  membre  est 
plus  petit  que  2  (l'égalité  étant  exclue). 

D'autre  part,  le  second  membre  étant  au  moins  égal  à  1  (l'égalité  n'ayant 
lieu  que  pour.N  =  2)  pendant  que  chacune  des  parenihnses  du  premier 
membre  est  plus  petite  que  1,  on  ne  peut  pas  avoir  ji  =  ). 

836.  Si  p  est  égal  à  3,  l'équation  (28)  se  réduit  à 


et  u'a  pas  d'autres  solutions  acceptables  pour  nous  qiK  ni  —  ii^  =  N.  Car,  i 
faudrait,  sans  cela,  que  l'un  des  nombres  v„  n^  filt  plus  grand  que  N  :  c 
qlii  est  absurde,  puisque  N  doit  être  divisible  par  n,  et  par  %. 

(i)  Il  eat  bien  entcnaii  (voir  pins  haut,  839)  que  m  peut  être  égal  k  H,  sans  que  P,  et  1 
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rt,  =  Mj  ^  H  montre  qu'il  n'y  a  que  deux  pôles  de  rolaliou  distincts 
j  —  =  —  =  1 1  et,  par  conséquent,  qu'un  seul  axe  :  nous  savons  qu'alors, 
les  rotations  autour  de  cet  ase  sont  toutes  des  puîssauces  de  l'une  d'entre 
elles.  Inversement,  il  est  clair  qu'on  a  bien  ainsi  un  groupe  r  tel  est  le 
groupe  des  rotations  qu'admet  (707)  un  angle  polyMre  régulier  quelconque. 

837.  Envisageons  maintenant  le  cas  dep  =  3.  Dans  ce  cas,  il  y  a  au  moins 
un  des  nombres  n„  n^,  n^  qui  est  égal  à  2.  Car  si  on  avait  »i,^3,  iia^S, 
Hg^3,  chacune  des  parenthèses  du  premier  membre  de  l'équation  (28)  se- 
rait au  moins  égale  k  ~  :  leur  somme  serait  donc  au  moins  égale  h  2,  ce  qui 
ne  se  peut.  Nous  prendrons  donc  %  =:  2,  et  la  relation  (S8)  devient 

Nous  pouvons  remarquer  tout  de  suite  que  cette  équation  coïnciderait 
avec  l'équation  (Va')  du  n"  715  si  l'on  changeait  n„  n^,  N,  respectivement 
en  m,  «,21. 

Seulement,  ici,  l'un  des  nombres  cherchés,  n,  par  exemple,  peut  prendre 
la  valeur  2,  après  quoi  l'autre  peut  être  choisi  arbitrairement,  le  nombre  N 
étant  égal  (comme  le  montre  l'équation  (2f]))  à  2ns.  ^  "'y  *  "■^'^^^  1"^  <^®"^ 
pôles,  et,  par  conséquent,  un  seul  axe,  d'ordre  %,  les  rotations  qui  ne  sont 
pas  effectuées  autour  de  cet  axe  étant  toutes  des  transpositions  ;  on  verra 
aisément  que  les  ases  de  celles-ci  doivent  être  perpendiculaires  au  pre- 
mier et  l'aire  des  angles  égaux  les  uns  avec  les  autres. 

Les  groupes  ainsi  obtenus  ont  reçu  le  nom  de  groupes  diédraux  {'):  un 
tel  groupe  est  celui  qu'admet  un  polygone  plan  régulier  quelconque  ou 
la  figure  formée  par  un  angle  polyèdre  régulier  et  son  symétrique,  formé  en 
prolongeantles arêtes  au  delà  du  sommet. 

On  notera  le  cas  où  iij  est  lui-même  égal  à  3.  Le  groupe  se  compose 
alors  de  trois  transpositions  dont  les  axes  forment  un  Irifedre  Irirectangle. 

Si,  maintenant,  nous  écartons  le  cas  de  «,  =  2,  les  raisonnements  du 
n°  715  sont  valables:  «i  est  nécessairement  à  3;  %  a  l'une  des  valeurs 
3,  4,  8.  Les  valeurs  correspondantes  de  N  sont  fi—  12,  24,  60. 

838.  Démontrons  qu'à  chacune  des  combinaisons  ainsi  obtenues,  corres- 
pond bien  un  groupe  d'ordre  fini  (^). 


peuvent  élra  considérés,  il  u 

n  certain  point  ds  vue,  comme  les  côtés  (en  prolongement  1 

■ans  des  autres)  d'un  polygoi 

sphère  est  flivisâe  en  deux  1 

el!  poljgones.  Le  polyèdre  correspondant  (dièdre)  aura  de 

faces  confondues  l'une  aveo 

rautro,  ainsi  qu'il  arrivait  pour  le  polygone  régulier  de  de 

côtés.  (PL,  page  179,  note.l 

(2)  Cela  est  évident  si  noua 

1  admettons  la  théorie  des  polyèdres  réguliera,  telle  qu'elle  i 

exposée  BUS   Compléments,  cl 

II.  V,  puisque  nous  savons  que  los  cinq  espèces  de  poljèdt 
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Les  raisonnements  sont  absolument  pareils  pour  Jes  trois  cas  ;  nous 
traiterons  plus  partioulièrement  le  plus  compliqué,  celui  de  n^  =  5. 

Noos  savons  que  le  groupe  doit  comprendre  :  1°  des  rotations  d'ordre  n^; 
2o  des  rotations  d'ordre  ft,  =  3;  3°  des  transposi lions.  Nous  allons  trouver 
une  rotation  d'ordre  3  et  une  transposition  dont  le  produit  soit  une 
rotation  d'ordre  ii^' 

A  cet  effet,  nous  construirons  un  triangle  sphérique  (jîg,  656)  ayant  pour 
angles  (en  A,  B,  C  respectiyement]  la  «i"'""  partie,  la  n^'^'"''  partie  et  ia 
n^i""^  partie  de  la  demi-circonférence  [le  dernier 
angle  étant  droit,  puisque  ii,  —  2).  Ce  triangle  g, 

peut  être  construit,  car  ses  angles  satisfont  aux 
conditions  de  possibilité  énoncées  au  n°  379. 
Nous  considérerons  : 

r  une  rotation  R,  d'angle  égal  a  la  iii*™  partie 
de  la  circonférence,  ayant  un  pâle  en  A  et  de 
même  sens  que  la  rotation  d'angle  égal  à  BAC 

(soit  à  5 — )  qui  amènerait  le  grand  cercle  AB 

dans  la  direction  AC; 
2°  une  rotalion  S,  d'angte  égal  à  la  Hj^i""  partie  de  la  circonférence,  ayant 

un  pôle  en  B  et  de  même  sens  que  la  rotation  d'angle  ABC  =  - — ■  qui 

amènerait  le  grand  cercle  BA  donsia  direclion  BC; 

3°  une  transposition  T  ayant  un  pôle  en  C. 

Cette  dernière  opération  transforme  B  en  un  point  Bj,  symétrique  de  B 
par  rapport  au  diamètre  du  point  G  et  par  conséquent  aussi  (puisque 
l'angle  en  C  est  droit)  par  rapport  au  plan  du  grand  cercle  AC.  L'angle 
sphérique  BAB^  est  dès  lors  mesuré  par  —  et  le  point  B^  n'est  auti-e  que  le 

transformé  de  B  par  R. 

Si  à  ce  point  B^,  hii-mème,  on  applique  !a  rotation  R,  on  aura  un  Ifoi- 
sième  point  B,.  Une  troisième  application  de  la  rotation  R  ramènerait  au 
point  B,  car,  puisque  n,  ^^  3,  on  a  R*  ^  1. 

Les  triangles  sphériques  ABB»,  ABaBj,  ABjB  étant  isoscèles  et  égaux 
entre  eus  ['),  J'angle  sphérique   BjUBa,  double  de  l'angle  à  la  base  du 


tatî  des  n-  712-717,  qu=  nous  allons,  au  cooti' 

l'L'démZre^'I'CveT da"ns  ™  qui'va 

(1)  Les  iriangleE   Ephériqnos  ABC,  ABiC  sool 

ABB,.  AB,B|.  AB,B  sont  entièrement  eilérieu!' 
ensemble  le  triangle  BBi  B,.  C'est  ce  que  l'on  vt 

0  AB^,  De  même  les  triangles  sphériques 
s  les  uns  aus  auttBS  et  forment  par  leur 

l'on  peut  construire  un  triangle  sphArique  BB|Bj 

ayant  ses  angles  mesnrés  par  i;  3'  qu'en 

divisant  ce  triangle  par  les  arcs  de  grands  cer< 
oerole  circoasorit  aux  sommets  et  anx  milieux  de 
ajant  les  angles  que  nous  avons  assignés  au  tri; 
qu'awcune  de  ces  râmarqucs  n'est  néi-essairc  à  la 

clos  qui  joignent  le  pôle  intérieur  (468)  Su 
8  oatés,  on  olitieot  des  tciangles  rectangles 
ingle  ABC,  An  reste,  il  importe  (l'observer 
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triangle  ABB^,  est  mesuré  par  — ;  donc  le  point  B^  <**l  1^  Iransfovmé  de  Bi 

par  la  rotation  S. 

Mais  si  nous  effectuons  successivement  les  déplacements  R  et  ï,  le  point 
B  reste  inaltéré  (puisque  R  l'amène  en  Bj  et  que  T  ramène  Bj  en  B)  el  le 
point  B,  vient  en  B^.  Le  déplacement  RT  produit  donc  sur  trois  points  non 
en  ligne  droite  (B,  B,  et  le  centre  de  la  sphère)  le  même  effet  que  S  et,  par 
conséquent  [410).  on  a 


(30) 

UT  =  S 

;e  qui  peut  en 

core  s'écrire 

(31) 

S-'  = 

T-m-i  =  TR 

;ar,  T  étant  ni 

ne  transposition,  i 

on  a  T-'  =  T'. 

839.  Lorsqu'on  elVectue  plusieurs  fois  de  suite  la  rotation  S,  le  point  B, 
a  nj  IrausfoTTiiês  distincts  (le  n^''™  transformé  coïncidant  avec  B,  lui- 
mâme)  :  soit  Q,.  Bj,  B»  (flg.  657)  si  n^  =  3;  B„  B^,  B^,  B^  {fig.  658), 
si  %  =  4;  B„  B,.  B„  B^,  B-  {/ig.  6S9),  si  "a  =  o;  et  les  «j  triangles  sphé- 
riques  B  BjBj,  BBj  B,,....  sont  tous  équilatérauï  et  égaux  entre  eux. 

La  considération  de  ces  triangles  va  nous  servir  à  étudier  le  dépiace- 


U  =  RTR-'T. 


Si  l'on  cllecLuc  successivement  les  déplacemojilB  H,  T,  R-',  T,  en 
partant  du  point  B  ou  du  point  B„  on  arrive  au  point  B,  dans  Je  premier 
cas,  au  point  Bg  dans  le  second  (').  Toute  rotation,  autour  d'un  axe  passant 
par  le  centre  de  la  sphère,  qui  transformera  B  en  B3  et  B,  en  B^,  sem  donc 
(  toujours  en  vertu  du  n°  4iO)  identique  au  déplacement  U. 

Or,  si  «2  —  3,  la  transposition  ayant  un  pôle  au  milieu  C,  {fig.  637)  de 
l'arc  de  grand  cercle  BB3  change  bien  Ben  B,;  de- plus,  le  triangle  équila- 
téral  BB^B,  est  cbangé  en  uu  triangle  équilatéral  égal  ayant  aussi  un  cûté 
suivant  BB,,  mais  placé  par  rapport  à  ce  côté,  dans  l'hémisphère  où  n'est 
pas  Bj  :  le  troisième  sommet  de  ce  triangle,  nouvelle  position  du  point  Bj, 
ne  peut  être  autre  que  Bj. 

Donc  U  est  la  transposition  qui  a  un  pôle  en  C,, 

Si  Hj  =  4,  le  triangle  sphérique  équilatéral  BEA  {fig.  608)  (deuxième 

transformé  de  BB,  B^  par  S)  admet  une  rotation  d'angle  égal  à  =  de  circonfé- 
rence, transformée  de  R  par  S^  et  dont  nous  représentons  en  Aj  (^g.  6o8| 
iepôle,  transformé  de  A.  Cette  rotation  change  B  en  B,;  en  même  temps  — 
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1  B,,  et  le  point  B.^  en  lî,  —  le  point  I!,,  symétrique  de 


Bj  par  rapport  au  plan  du  grand  cei 
de  Bj  par  rapport  au  plan  du 
grand  cercle  BB3,  c'est-à-dire  au 
poiat  Bj.  Donc,  cette  rotation, 
d'ordre  3,  est  identique  au  dépla- 
ce meut  U. 
Enfin,  si  iij  —  3,  une    rotation 

d'angle  égal  au  -  de  la  circonfé- 

rence,ayai)lunpôleen  B4  (^.  699), 
amène  B  en  B3  (puisque  le  triangle 
sphériqueBBjBiest  équilatéral  eta 


1  point  symélriqiie 


de  même  le  point  B-  en  D  et,  par 

conséquent,  le  point  B,    vient  au  "' 

point  Bj,  puisque  l'un  ost  le  symé-  ^^'^-  ^ 

trique  de  B^  par  rapport  au  plan 

du  grand  cercle  BBj,  et  l'autre  le  symétrique  de  B,.  pai 

du  grand  cercle  BBj. 

Donc,  cette  rotation  d'ordre  5  coïncide  avec  U. 


840.  Cela  posé,  considérons  les  produits  que  l'on  peut  former  avec  les 
facteurs  R,  S,  T  pria  en  nomlire  quelconque  et  dans  tous  les  ordres  pos- 
sibles. Dans  chacun  de  ces  produits,  on  peut  évidemment  remplacer  plu- 
sieurs facteurs  conséattifs  par  leur  produit  elfectiié,  mais  il  est  bien  entendu. 
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ainsi  que  nous  l'avons  déjà  rappelé,  que  l'on  ii'u  pas,  en  gÉnéml,  ie  droit 
d'intervertir  l'ordre  des  facteurs.  Dans  ces  conditions,  il  semble  que  les 
produits  ainsi  obtenus  soient  en  nombre  infini  ;  nous  allons  démontrer 
qu'il  n'en  est  rien  et  que  l'on  trouve  ainsi  des  déplacements  en  nombre 
limité.  Nous  aurons  ainsi  fourni  la  démonstration  demandée,  car  les  pro- 
duits dont  nous  parlons  forment,  d'après  la  manièi-e  même  dont  il  sont 
déllnis,  un  groupe. 

Pour  arriver  d  cette  démonstration,  nous  commencerons  par  remplacer 
chaque  facteur  S  par  sa  valeur  RT,  en  vertu  de  la  relation  (30).  Les  sym- 
boles que  noua  aurons  à  considérer  seront  donc  composés  de  facteurs 
R  et  T.  Chaque  fois  qu'il  y  aura  deux  lettres  T  consécutives,  nous  pourrons 
les  supprimer,  puisque  l'on  a  T^  =  1.  De  même  R'  élant  égal  à  i,  non 
seulement  nous  ne  conserverons  jamais  plus  de  deux  lettres  U  consécutives, 
mais  lorsqu'il  s'en  trouvera  deux,  nous  remplacerons  leur  produit  R^.par 
R— '.  Dans  ces  condilions,  chacun  des  déplacements  en  question  sera  repré- 
senlé  par  un  symbole  composé  de  lettres  T  alternant  avec  des  letlres 
Hou  R-'. 

Mais  un  même  déplacement  peut  élre  représenté  par  plusieurs  symboles 
de  la  forme  précédente  :  nous  supposerons  {ce  que  nous  avons  le  droit  de 
faire)  que,  parmi  ces  symboles  équivalents  entre  eux,  ont  ait  choisi  le  plus 
court.  Nous  considérerons  donc  un  tableau  formé  de  tous  les  symboles  de 
la  forme  indiquée  tels  qu'aucun  d'enlre  eux  ne  puisse  être  remplacé  par  un 
symbole  équivalent,  mais  plus  court;  et  nous  allons  montrer  que  le 
nombre  des  sjmboles  du  tableau  est  limité. 

841.  En  premier  lieu,  la  succession  RT  ne  peut  fisurer  plus  de  deux  fois 
consécutives  (pour  îij  =  5  ou  %  =  4;  plus  d'une  fois  pour  n^  ~  'i)  ;  car 
la  substitution  RT  =  S  est  d'ordre  S  et,  par  conséquent^  S=  =  RTRTRï 
peut  se  remplacer  par  le  symbole  le  plus  court  (')  S-^  =  ÏR-'TH-', 

De  même,  le  signe  R-'  (alternant  avec  T)  ne  peut  figurer  plus  de  deux 
fois  consécutivement  :  la  suite  TR-'TR-'TR-'  =  S-^  se  remplaçant  par 
S-2  =  RTBT. 

Mais  il  y  a  plus  :  la  succession  RT,  par  exemple,  ne  peut  figurer  deux 
fois  de  suite  qu'à  l'une  des  extrémités  dn  symbole  :  en  effet,  si  elle  se  trou- 
vait deux  fois  de  suite  à  l'intérieur  de  ce  symbole,  elle  serait  précédée  d'une 
lettre  T  et  suivie  du  signe  R-'  (ou  exceptionnellement  (^)  R)  ce  qui  donoe- 


(I)  Le  symbole  Binai  olir^Ké  &o  rMu 
de  la  auoceasion  TK~^  l^R"'  serait  on 
trait  de  laa  aupprinier  toutes  deus,  ol 
après). 

(î)  Cette  dernière  hypothèse  est  d^ov 

8ion  Ur. 
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Mais  si,  dans  celle-ci,  on  remplace 

RTIiT  =  S^  parTR-'TH-iTR-'  =:  S-^, 
il  vieil t 

...  TTR-'Tli-'TIi-'R-' , 

ce  qui  (puisque  T^  =  I  et  R"-—  Rj,  se  réduit ù 

H-iTH-iTH..., 

symbole  plus  court  d'une  leltre  que  ie  premier. 

De  même,  la  successsion  TR-'  ne  peut  figurer  deux  fois  de  suite  qu'à 
l'une  des  extrémités  du  symbole. 

Par  conséquent,  sauf  aux  extrémités,  on  voit  que  les  lettres  E  et  R— ' 
(entremêlées  de  lettres  T]  altfnient  réguliir entent  :  autrement  dit  que 
l'ordre  est 

. . .  RTH-'Ï  RTli-'ï  RTR-'T 

.Mais  le  produit  RTR~'T  n'est  autre  que  !e  déplacement  que  nous  avons 
nommé  U,  et  nous  avons  constaté  que  ce  déplacement  élait  d'ordre  uni 
(d'ordre  B,  pour  n^  =  3). 

Dès  lors,  notre  conclusion  est  établie  ;  notre  symbole  comprend,  au 
plus,  le  produit  D,  écrit  une  ou  deux  fois  ('),  pouvant  être  précédé  et 
pouvant  être  suivi  de  lettres  R  ou  R-'  en  nombre  au  plus  égal  à  2 
[entremêlées  de  lettres  T);  et  il  est  clair  qu'il  n'existe  qu'un  nombre 
ftni  de  symboles  ainsi  formés  (on  tenant  compte  dos  dilftircniBa  rLyuotions  que  noas 
venons  d'indîiiuei',  on  viiriflera  d'ailleurs  biBU  que  ce  nombre  est  de  60,  et  qu'il  est  do 
la  pour  hj  =  3,  de  îi  pour  ii^  =  4]. 


842.  Nous  allons  montrer  maintenant  qu'à  chacune  des  valeurs  trouvées 
pour%necorrespondqu'un  seul  groupe  d'ordre  fini  (en  ne  considérant  pas 
comme  distincts  deux  groupes  semblables  entre  eux,  c'est-à-dire  tels  que 
les  rotations  de  l'un  soit  respectivement  les  transformées  de  celles  de 
l'autre  par  un  même  déplacement}. 

Autrement  dit,  nous  montrerons  que  le  groupe  correspondant  à  l'une 
des  combinaisons  précédemment  obtenues  comprend  bien  trois  rotations 
It,  S,  T  disposées  comme  nous  l'avons  indiqué  au  n°  838  :  il  comprendra, 
dès  lors,  tous  les  produits  qu'on  peut  former  avec  les  facteurs  R,  S,  T 
combinés  de  toutes  les  façons  possibles  et  coïncidera  bien,  par  conséquent, 
avec  un  des  groupes  qui  viennent  d'être  formés. 

Nous  prendrons  encore  tij  —  2,  mais  nous  n'allons  pas  spécifier,  au 
moins  provisoirement,  lequel  des  deux  entiers  "„  %  est  égal  à  3  et 
lequel  peut  recevoir  les  valeurs  3,  4  ou  S. 

{))  Si   le  produit  XI   llgursit  trois   fois,  on  la  remplacerait  (ainsi  qu'on  a  fait  pour  S  = 
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Soit  alors  A  un  pôle  de  lotatioji  d'ordre 


autres  pôles  homologu 
soient  A„  l'un  d'eux;  Aj, 


(le  A,  ceux  qui  sont  le  plus  rapproobés  de  A  : 
{lig.  660)   cens  qu'on  déduit  successivement 


do  A„  par  rotation  d'ai 


autour  de  A. 


Outre  ces  points  A„  A,....  il  ne  saurait 
exister  de  point  a,  bomologue  de  A,  aussi  rap- 
proché de  A  que  Aj.  Car  l'arc  Aa  ^=  AA, 
devrait  tomber  dans  l'un  des  angles  que  font 
entre  eux  les  arcs  AA„,  AA)...,  par  exemple, 
lions  l'angle  sphérique  A.AAj  {fig.  660)  :  il 
devrait  alors  faire  avec  l'un  des  côtés  de  cet 
angle,   AA.  par  exemple,   un  an^le  au  plus 


égfil  à  -°      '  =  - — ■  Des  lors,  dan 
commune  des  angles  à  la  Itase  dovr 

la  somme  des  angles  serait  au  plus 

que  "1^3,  —  à  la  demi-circonfére 
triangle  sphérique)  et  le  côté  A„a  ser 


s  le  triangle  isoscHe  AA.a,  la  valeur 
ait  Être  supérieure  à  - — ■  (sans  quoi 

égale  à  ^ — ,  par  conséquent  —  puis- 

nce,  ce   qui  est  impossible  dans   un 
ait  plus  petit  que  AA,. 


Mais  il  esiste  nne  rotation  du  groupe  qui  transforme  A,  en  A.  Cette 
même  rotation  transformerait  a  en  un  point  a'  —  homologue,  lui  aussi,  de 
A,  —  et  tel  que  Aa'  <  AA„,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  d'après  la 
quelle  A,  est  un  homologue  de  A  aussi  rapproché  que  possible  de  A. 


de  A,  aussi  rapproché  de  A 
convenable  de  la  rotation 


843.  Ayant  ainsi  établi  que  tout  bon 
que  Ao,  est  le  transformé  de  A„  par  une 

R  qui  a  pour  pôle  A  et  pour  angle  ^,  considérons  une  rotation  S  du  groupe 

qui  transforme  A,  en  A.  Cette  même  rota- 
tion transformera  A  en  un  autre  ho-  ^i'.^ 
mologue  A,  de  A  tel  que  AA;  =  AA^. 
D'après  ce  que  nous  venons  de  démon- 
trer, A,  se  déduira  de  A„  par  un  dépla- 
cement de  la  forme  R''  et  on  peut  évi- 
demment supposer  (en  multipliant  S  par 
une  puissance  convenable  de  R)  que 
p=  i,  de  sorte  que  l'angle  sphérique 


A„AAi 


mesuré    par  —  {fig.  661). 


Le  déplacements  ainsi  déterminé  aura 
grand  cercle  qui  divise  en  à 
de  ces  pôles  qui  est  tel  que 
circonférence  soit  compris  à 


deux  pôles  de  rotation  sur  le 
parties  égales  l'angle  A.AAj.  Soit  B  celui 
de  grand  cercle  AB  inférieur  à  la  demi- 

.érieur  de  l'angle  A,AAj,  de  sorte  que  les 
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deux  tpi.iLigies  spliériques  isoscèles  et  égaux  AA,B,  AA,B  ifig.  66i)  auront 
leurs  angles  à  la  hase  mesurés  par  5— .  Ces  mêmes  triangles  auront  leur 
angle  au  sommet  au  moins  ^gal  à  —  ou  à  —  (n,  ou  n^  étant  l'ordre  de  la 
rotation  S).  Or  les  nombres  —  et  —  sont  tous  deux  supérieurs  (pour  n,,  îJj 

=  3,  4,  o>  à  g—  :  donc  on  a  AB  <  AA..  Il  en  résulte  (d'après  l'hypothèse 
faite  sur  A„)  que  B  n'est  pas  un  homologue  de  A,  autrement  dit  que  S  n'est 
homologue  ni  de  U  ni  d'une  de  ses  puissances  :  It  est  un  pôle  de  rotation 
d'ordre  ii^  [que  n^  soit  d'ailleurs  égal  à  Hj  ou  différent  de  «,)  et  S  a  son 

anfîle    mesuré  par  -  ('). 

EufinlarotalionT  =  R-'S  transformera  A i  en  A  et  A  en  A,  ;ce  sera  doni; 
une  transposition  ayant  un  ]5ôle  au  milieu  G  de  AA,  ;  la  relation  T  =  R— '  S 
donne  d'ailleurs  (en  multipliant  les  deux  membres  à  gauche  par  K|  S  —  Itï. 
Eii  un  mol,  les  rotations  H,  S,  T  ont  bien  entre  elles  les  relalions  annon- 
cées. 

844.  Remarijuons,  de  plus,  qu'il  ne  saurait  y  avoir  d'homolojrue  de  A 
plus  rapproché  de  B  que  A.  Si,  en  effet,  a  était  un  tel  liomologue  (par  consé- 
quent tel  que  l'arc  de  grand  cercle  Ba  {/ig.  561),  soit  plus  petit  que  BA\  i! 
y  aui'ait  au  moins  un  des  grands  cercles  BA,  BA,,...  BA„,  transformés  de 
l)A  par  les  puissances  successives  de  S,  qui  feraitavec  Bi  un  angle  au  plus 
égal  à  ^—  (comparer  842)  :  soit  par  exemple,  BA,  ce  grand  cercle.  Le  plus 
grand  angle  du  triangle  sphérique  BA.a  serait  alors  autre  que  Bj,  sans  quoi 
la  somme  totale  serait  au  plus  égaie  à  —  ,  par  conséquent  à  la  demi-cir- 
conférence, ce  qui  est  impossible  (comparer  encore  842),  et,  par  conséquent, 
le  côté  Ajcc  serait  inférieur  au  plus  grand  des  deux  autres  côtés,  c'est-à- 
dire  à  A,B,  lequel  est  lui-même  (ainsi  que  nous  l'avons  vu)  plus  petit  que 
AA„.  Or  ceci  ne  peut  avoir  lieu,  car  une  rotation  du  groupe  qui  transforme 

A,  en  A  changerait  a  en  un  homologue  de  A  plus  voisin  de  ce  dernier  que 
A„  (comparer  842). 

Il  ne  saurait'  non  plus  y  avoir  d'homologue  p  de  B  plus  voisin  de  A  que 

B,  sans  quoi  la  rotation  qui  clrange  ^;  en  B  changerait  A  en  un  homologue 
a  de  A  tel  que  aB  <  AB. 

La  distanceAn  est  ùifén'eiirc  â  un  quadriml  :  car  1*;  point  diamcti'alemeiit 
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k  B  est  un  pôle  de  rotation  homologue,  soit  de  A,  soit  de  B  :  dans 
(  cas,  nous  savons   que    sa  distance  à  A,  est  plus  grande  (')    que 


845.  Proposons-nous  enfin  de  faire  voir  qu'à,  chacun  des  groupes  obte- 
nus correspondent  deux  polyèdres  réguliers  (sauf  pour  n,  =  «3  =  3,  qui 
ne  donne  pas  deux  polyèdres  dilFérents)  :  il  nous  suffira  (710)  de  montrer 
que  ces  groupes  donnent  chacun  deux  divisions  de  la  sphère  en  polygones 
sphériques  réguliers  et  égaux, 

A  cet  elTet,  considérons  un  point  A  de  la  sphère  et  appelons  domaine  de 
ce  point  la  région  formée  par  les  points  qui  sont  plus  rapprochés  de  A  que 
d'aucun  de  ses  homologues  Ai-Aj...,  Les  points  de  ce  domaine  sont  évidem- 
ment ceux  qui  sont  dans  le  même  hémisphèi'eque  A,  par  rapporta  chacun 
des  grands  cercles  perpendiculaires  aux  milieux  de  AAj,  de  AA^,  etc  :  le 
domaine  de  A  est  donc  un  polygone  sphérique  convexe,  limité  par  des  arcs 
empruntés  à  tout  ou  partie  des  grands  cercles  en  question. 

Les  points  A,,  A^,...  homolofjues  de  A,  auraient  de  même  leurs  domaines 
respectifs  Dj,  D^....  Tous  ces  domaines  nont  extérieurs  les  uns  aux  autres  et 
recouvrent,  dans  leur  ensemble,  la  sphère  entière  :  en  elfel,  un  point  quel- 
conque P  de  la  surface  appartient  toujours  à  un  de  ces  domaines  et,  en 
général,  à  un  seul,  à  savoir  celui  qui  correspond  à  l'homologue  de  A  le 
plus  rapproché  (^)  de  P. 

Supposons  d'abord  que  le  point  A  ne  soit  pas  un  pôle  de  rotation,  de 
sorte  que  les  points  Aj,  Aj...,  lous  distincts  entre  eux,  son!  en  nombre  égal 
àl'ordreN  dufjroupe. 

Tous  les  domaines  D,  Dj,  Dj...,  sont  igaux  entre  «mx  :  chacun  iTeux  est  te 
transformé  de  D  par  un  déplacement  du  groupe  et  par  un  seul.  Le  domaine 
Dj,  par  exemple,  est  ie  transformé  de  D  par  le  déplacement  qui  change  A 
en  Al  :  car  si  P  est  un  point  de  D,  Pi  son  transformé,  la  distance  AiP, 
(égale  à  AP)  est  plus  petite  que  la  distance  du  point  Pj  à  Aj,  par  exemple 
(cette  distance  étant  égale  a  la  distance  P  à  l'homologue  A'  du  point  A  qui 
est  venu  en  A„). 

Ainsi  chacun  des  domaines  D,  Dj,  Da....  correspond  à  un  déplacement 
parfaitement  déterminé  du  groupe. 

Toul  point  P„  de  la  sphère  a  un  homologue  et,  en  général  (^),  i!!t  seul  dans 
k  domaine  D,  puisque  P.  est  contenu  dans  un  des  homologues  de  D. 
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POLYÈDRES  RÉGULIERS.  ML 

On  nomme  domaine  fondamental  du  groupe  G  tout  domaine  qui,  comme 
D,  possède  celte  propriété  de  renfermer  un  homologue  et  un  seul  do 
chaque  point  deJa  sphère. 

846.  Supposons  maintenant  que  A  soit  un  pôle  de  rotation  d'ordre  (')  », 
ou  n^.  Alors  les  points  A„  Aj,..,  sont  en  nombre  inférieur  à  N  et  les  do- 
maines D,  Hj,  Dj,...  cessent  d'être  des  domaines  fondamentaux.  Mais  Us 
sont  encore  tous  égaux  entre  eux,  eslérieurs  les  uns  aux  autres  et  recou- 
vrent entièrement  la  sphère  par  leur  ensemble  (les  raisonnements  pré- 
sentés tout  à  l'heure  à  cet  égard  continuant  à  être  valables).  Nous  allons 
voir  que  chacun  de  ces  domaines  (D,  par  exemple)  est  un  poljgone  sphé- 

Pour  cela,  A  étant  supposé  un  pôle  d'ordre  n,,  reprenons  les  notations 
du  n"  843  ;  le  point  B,  pôle  d'ordre  Wj,  sera  (844)  au  moins  aussi  rapproché 
de  A  que  tout  autre  homologue  de  B  ;  chacun  des  grands  ceccles  limites  du 
domaine  D  laissera  donc  A  et  B  dans  le  même  hémisphère  ou  passera  par 
B  ;  il  laissera  donc  dans  le  même  hémisphère  tout  point  de  i'arc  de  grand 
cercle  (^]  AB.  Cet  arc  de  grand  cercle  appartiendra,  par  conséquent,  au 
domaine  D  etB,  à  la  frontière  de  ce  domaine.  Il  en  sera  de  même  des 
points  Bj.  Bî,.,.,  transformés  successifs  de  B  par  la  rotation  R  de  pôle  A  et 

d'angle  ^. 

Les  arcs  de  grands  cercles  BB,,  BjBj,...  déterminent  un  polygone  sphé- 
rique  régulier,  inscrit  à  un  cercle  dont  A  est  le  pâle  intérieur  (puisque  la 
distance  AB  est  inférieure  à  un  quadrant).  Un  grand  cercle  limite  du 
domaine  D  ne  saurait  couper  les  côtés  BBj, ...,  sans  quoi  il  laisserait  deux 
des  points  B,  Bj,.,,  dans  des  hémisphères  différents,  ce  que  nous  savons 
ne  pas  être  :  chacun  de  ces  grands  cercles  laisse,  dès  lors,  (oui  le  poly- 
gone dans  un  seul  et  même  hémisphère.  Donc  tout  le  pol3'gone  sphé- 
rique  BB^B^...  fera  partie  du  domaine  D. 

Mais  chaque  côté  de  ce  polygone  est  frontière  de  D  :  car  le  symétrique 
de  A  par  rapport  au  plan  du  grand  cercle  BB,  est  un  homologue  de  A,  le 
point  ^i(lig-  661),  Donc,  notre  conclusion  est  démontrée  :  le  domaine  du 
point  A  est  un  polygone  sphérique  régulier. 

Nous  aurons  bien  ainsi  deux  divisions  de  la  sphère  en  polygones 
réguliers  égaux  :  à  savoir,  les  domaines  des  pôles  homologues  de  A,  d'une 
part  ;  les  domaines  des  pôles  homologues  de  B,  de  l'autre. 
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PROBLÈMES    DIVERS 


ÏÎ03.  Sur  trois  parallèles  donnijes,  iï  piU-tii-  Je  trois  points  A.  B,  C  dunn^s  re3|ioc;- 
(ivenient  sur  ces  droites,  on  prend  trois  longueurs  A«,  lîÈ,  Ce  liont  la  somme  e*il 
donnée. 

Le  plan  aie  passe  pqr  un  point  tlxe  G.  Trouver  le  tieu  Je  la  projection  d'un  point 
donné  H  sur  ce  plan. 

H'  étant  nu  second  point  donna, quel  est  le  lieu  de  VintersecLiou  de  deux  plan* 
tels  que  abc,  sachant  que  la  projactioii  du  point  Hsur  l'un  coïncide  avec  celle  du 
point  H'  sur  l'autre? 

Lieu  du  point  G  quand  on  fait  varier  la  somme  donnée.  Trouver,  sur  ce  lieu,  la 
position  du  point  G  de  manière  que  l'angle  HGH'  ait  une  valeur  donnée,  H  et  H  ' 
désignant  deui  points  tels  que  la  droite  qui  les  joint  soit  perpendiculaire  à  la 
direction  commune  des  parallèles. 

lîOi.  On  coupe  un  Irièdre  par  un  plan  variable  suivant  un  irifuig-le  ADC.  LJ«ii  du 
point  de  rencontre  des  médianes  de  ce  triangle  : 
1"  Lorsque  le  point  A  reste  fixe  ; 
ï°  Lorsque  les  points  A  et  B  restent  fises  ; 
9°  Lorsque  les  difféi-ences  OA  —  OB,  OA  —  OC  restent  constantes. 

ia05.  On  donne,  dans- l'espace,  trois  droites  (A),  (13),  (C).  On  mène  un  plan  II 
perpendiculaire  à  (A)  ;  soient  P,  Q,  R  les  points  où  ce  plan  rencontre  respectivement 
les  droites  (A),  (B),  (C),  Soient  Q'  le  point  où  la  droite  (.4)  est  rencontrée  par  le  plan 
perpendiculaire  à  (C)  mené  par  le  point  Q,  et  It'  lo  point  où  la  même  droite  (A)  est 
rencontrée  par  le  plan  perpendiculaire  ii(B)  mené  par  le  point  R. 

Démontrer  que  la  longueur  du  segment  Q'U'  reste  la  même  quand  le  plan  II  se 
déplace  parallèlement  à  lui-même. 

Eiisle-t-il  un  plan  coupant  les  droites  (A),  [iî;,  (C),  en  trois  points  A,  B,  C,  tels 
que  les  droites  RC,  GA,  AB  soient  respectivement  rectangulaires  avec  les  droites  (A), 
(B),  (0? 

S'il  e:tiste  un  pareil  plan, il  en  existe  uneinQnité. 

Eïîsle-t-il  un  point  M  tel  que,  si  on  désigne  par  M'  son  symétrique  par  rappoJ't  à 
la  droite  [A)  et  par  M"  le  symétrique  de  M'  par  rapport  à  la  droite  (B),  les  points 
Met  M"  soient  symétriques  par  rapport  à  la  droite  {C]î—  S'il  eiisfe  un  tel  point, 
M,  il  en  existe  une  infinité.  Quel  est  alors  leur  lieu  ?  — ■  On  examinera  le  cas  parti- 
culier où  les  droites  (A),  (B),  (C)  ont  un  point  commun  et  le  cas  plus  particulier 
encore,  où  elles  forment  un  trièdre  trirectangle. 

Dans  le  cas  pwticulier  où  les  droites  (A),  (B)  ont  un  point  commun  0,  et  où  C 
est  perpendiculaire  àleur  plan  sans  passer  par  0,  on  déterminera  le  lieu  des  pieds 
des  hauteurs  du  triangle  ABC  (l'un  do  ces  pieds  est  the)  et  le  lieu  du  point  de 


y  Google 


1206.  Si,  dans  un  triédre,  una  face  est  égale  au  iliàdre  opposé  ou  à  son  supplément, 
chacune  des  deux  autres  faces  est  aussi  égale  au  dièdre  qui  lui  est  opposé  ou  à  son 
supplément. 

Iï07.  Décomposer  un  tétraèdre  quelconque  donné  en  tétraèdres  partiels  dont  chacun 
possède  un  plan  de  symétrie  (le  centre  de  la  sphère  inscritesept  de  sommet  ce 
Il  douze  tétraèdres  répondant  à  la  question;  le  centre  de  la  sphèr 
également,  s'il  est  intérieur  au  tétraèdre). 

Montrer  que  deux  polyèdres  symétriques  peuvent  être  décomposés  en  parties 
superposahles  chacune  à  chacune. 

ia08.  1'  Si  deux  faces  d'un  tétraèdre  sont  équivalentes,  la  droite  qui  projette,  sur 
l'arÉte  qui  leur  est  commune,  le  milieu  de  l'arête  opposée,  est  perpendiculaire  à 
cette  dernière; 

2'  Si  trois  faces  sont  équivalentes  enlrt 
gravité  au  centre  de  la  sphère  inscrite  pi 

3°  Si  les  faces  sont  équivalentes  deux 
du  tétraèdre  donné  par  la  eoustruction 
équivalentes  entre  elles  sont  égaies; 

■1°  Si  les  quatre  faces  sont  équivalentes,  le  parallélépipède  de  l'exercice  550  est 
rectangle.  Les  arêtes  opposées  sont  égales  deux  è  deux. 

1209.  Le  volume  du  parallélépipède  qui  a  ses  ai'étes  suivant  trois  droites  données 
de  l'espace  (ex.  531)  est  une  troisième  proportionnelle  au  parallélépipède  rectangle 
qui  a  ses  arêtes  égales  respectivement  nuï  perpendiculaires  ci 
peut  mener  aux  di'oites  données  prises  deux  à.  deux,  c 
iement  oblique]  qui  a  ses  arèles  respectivement  égales  et  parallèles  à  ces  mêmes 
perpendiculaires  communes. 

1210.  Panni  lous  les  tétraèdres  considérés  à 
droites  données),  quel  est  celui  pour  lequel  la  s< 
la  plus  petite  ? 


1211.  Construire  un  tétraèdre  ABCD,  connaissant  l'arête  AB  en  grandeur  et  posi- 
tion, les  aires  des  faces  ABC,  ABD  et  deux  droites,  parallèles  ù.  AB,  sur  lesquelles 
doivent  se  trouver  les  points  G,  1>- 

(On  remarquera  que  la  connaissance  de  la  différence  S  des  carrés  des  aires  don- 
nées fait  connaître  un  point  de  i'ai'ète  CD). 

La  quantité  B  étant  choisie  une  fois  pour  toutes,  pour  quelle  position  de  CD  les 
aires  ABC,  ABD  son^elles  le  plus  grandes  possiijles"? 

1313.  Parmi  tous  les  tétraèdres  dont  les  faces  ont  respectivement  Jes  aires 
données,  celui  qui  a  le  plus  grand  volume  esta  arêtes  orthogonales  (')■ 

[Appliquer  l'exercice  précédent), 

1213.  Sionadonné  toutes  iesarètes  d'un  tétraèdre,  moins  deux  opposées,  le  volume 
est  le  plus  grand  possihle  lorsque  les  dièdres  suivant  les  arêtes  inconnues  sont 

1214,  Dans  un  tétraèdre  à  arêtes  orthogonales,  les  cercles  des  neuf  points  (Pi., 
ex.  101)  des  quatre  faces  appartiennent  à  une  même  spVière. 
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Dans  les  mûmes  conditions,  les  centres  de  gravilé  des  quatre  faces  et  les  pieds  des 
quatre  hauteurs  sont  huit  points  d'une  même  sphère,  laquelle  coupe  en  outre  chaque 
hauteur  au  tiers  du  segmenl  qui  joint  le  sommet  correspondant  au  point  de  ren- 
contre (ex.  535)  de  ces  hauteurs. 

1214  bis.  Si  deus  tétraèdres  ABCD,  A'B'G'iy  sont  tels  que  les  perpendiculaires 
ahaiaaées  des  sommets  du  premier  sur  les  faces  du  second  concourent  en  un  point  E 
et,  par  conséquent  (ex.  559),  que  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du 
second  sur  les  faces  du  premier  concourent  en  un  point  E',  on  peut  décrire,  en  pre- 
nant pour  centres  A,  B,  C,  D,  E,  d'une  part;  A',  B',  C,  D',  E'  de  l'autre,  des 
sphères  telles  que  chacune  d'elles  soit  orthogonale  à  toutes  celles  de  l'autre  série 
qui  ne  lui  correspondent  pas. 

1215.  Trouver,  dans  un  plan  donné  P,  un  point  tel  que  la  somme  de  ses  dislances 
il  deux  droites  données  D,  Dj  soit  minima. 

Soient  mm,  la  perpendiculaire  commune  à  D  et  à  D,;  raW,,  la  perpendiculaire 
e  à   D  et  à  la  symétrique  D',   de  D,  par  rapport  au  plan  P.  Si  le  poi   ' 


cherché  n'est  pas  sur  înm,  ou  sur  m'm'„  il  est  {utiliser  ex. 'm,  ITliis)  le  pied  de  D 
onde  D,  :  savoir  de  D  si  mm,  et  m'm',  sont  de  part  et  d'autre  du  plan  P;  de  Dj 
dans  le  cas  contraire. 

1216.  Étant  donné  le  carré  ABCD,  on  considère  le  triangle  équilatéral  je/'  tel  que 
g  est  en- A  et  que  e,  /'sont  sur  les  deux  câtés  BC,  CD  qui  n'aboutissent  pas  en  A. 
Évaluer  le  volume  du  solide  compris  entre  le  carré  ABCD,  le  triangle  GEf  {dont  le 
plan  est  parallèle  à  celui  du  carré  et  qui  se  projette  sur  celui-ci  suivant  gef)  et  les 
plans  AGB,  GBE,  BEC,  ECF,  FCD,  F&D,  GDA. 

lan.  Montrer  que  la  proposition  qui  fait  l'objet  de  l'e-iei-cice  315  de  la  Géométrie 
plane,  à  savoir  : 

a  Si  sur  chaque  cillé  d'tm  qaadnlalire  insei-iplibte.  comme  corde,  oh  décril  un  segment  àe 
Il  cercle  quelconque,  les  qualiv  iieutcaux  poinls  oi)  chacune  des  circoafirenees  ainsi  Iraeées 
n  rencoalre  la  saiiianle  formenl  égalcaieal  un  guadrilatére  inscriplille.  » 

est  également  vraie  en  géométrie  sphérique. 

1Î18.  Une  sphère  variable  est  tangente  à  deux  plans  flxes  et  passe  par  un  point 
fixe.  Trouver: 

1°  Le  lieu  du  point  de  contact  avec  le  plan  fî.te  ; 

S*  Le  lieu  décrit  par  la  droite  qui  va  du  point  donné  au  centre  de  la  sphère.  (On 
démontrera  que  le  plan  qui  passe  par  le  point  d  é  et  1  ntei-'ettion  de  deux  plans 
donnés  coupe  In  sphère  variable  sous  un  angle  corsta  t  ) 

1219.  Trouver  le  minimum  de  la  somme  des  lorgueurs  des  tangentes  menées 
d'un  point  à  deux  cercles  qui  n'ont  aucun  point  commun 

1220.  Si  trois  droites  D,,  D,,  Dj  sont  dans  u  n  ême  plan  q  coupe  trois  sphères 
S,,  Si,  Sj  sous  le  même  angle,  les  plans  menés  par  D  tange  it  eUement  à  S,,  par  D  i 
tangentiellemant  à  Si.  par  Dj  tangentiellement  à  Sj,  sont  six  plans  tangents  d'une 
même  sphère,  laquelle  coupe  le  plan  DiD^Dj  sous  le  même  angle  que  les  premières. 

1221.  A,  B,  C,  D,  E  étant  cinq  points  de  l'espace,  on  prend  les  inverses  des  points 
B.  C,  D,  E  par  rapport  au  point  A  comme  pôle,  la  puissance  d' 


V(ab.ac.ad.ae)^: 

n  certain  tétraèdre.  On  form 
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tétraèdre  avec  les  inverses  des  points  C,  D,  E,  A,  le  pôle  il'iNversion  étant   li  ol 

V  (ËG.Rn.  BË.ÎÏÂ)M 

Montrei'  que  tous  ces  tétraèdres  ont  même  volume,  lequel  est  égal  à  MÂ^  {ABCDK) 
+  MB^(GDEA)+  MC'(DEAB)+W'^[EABC)+  MË^  (ABCD),  quelle  que  soit  la  posi- 
tion deM;(BCDE),  ...désignant  respectivemeat  les  volumes  des  tétraèdres  BCDE, ... 
affectés   du  signe   -}-   ou   du   signa  —   suivant  la  disposition    de  ces   tétraéiJres. 

(On  opérera  comme  pour  l'exercice  875], 

Montrer  directement  que  cett«  dernière  quantité  est  nulle  si  les  points  A,  B,  C,  U,  E 
appartiennent  à  une  même  sphère.  (On  mettra  le  point  M  au  centre  de  la  sphère.) 

1S23.  Si  une  droite  invariable  se  meut  de  manière  que  trois  de  ses  points  A,  A',  A" 
décrivent  trois  sphères  dont  les  centres  O,  0',  0"  sont  en  ligne  droite,  chaque  point 
delà  droite  se  meut  sur  une  sphère,  à  l'exception  d'un  qui  se  meut  sur  un  plan. 

Soient  M  le  point  dont  on  cherche  le  lieu  ;  N,  le  point  de  la  droite  moMle  situé  à 
l'unité  de  distance  de  M.  On  mènera  les  parallèles  NP,  NP',  NP"  à  OA,  D'A',  0",  A", 
jusqu'à  rencontre  en  P,  P',  F' avec  OM,  O'M,  0"M  respectivement;  et  on  appliquera 
aux  points  P,  P',  P",  M,  N,  dont  les  quatre  premiers  sont  situés  dans  un  même 
plan,  le  premier  théorème  du  n*  611,  en  exprimant  les  coordonnées  barycen- 
triquesà  l'aida  du  théorème  du  n'  601,  comme  on  a  fait  pour  l'exercice  875). 

Le  point  qui  décrit  une  droite  est  celui  qui  forme  avec  A,  A',  A"  un  rapport 
anhavmonique  égal  à  jyj^,. 

D'une  manière  générale,  le  centre  de  la  sphère  décrite  par  le  point  M  est  diHer- 
miné  par  la  relation 

(0OW<ù)  =  (AA'A".M). 

1S33.  Les  deux  fAnes  qui  ont  pour  sommet  commun  un  point  limite  (ex.  690)  de 
deux  sphères  et  pour  bases  respectives  les  sections  des  deux  surfaces  par  un  mémo 
plan  ont  même  direction  de  sections  anti parallèles. 

1234.  On  considère,  sur  une  sphère  donnée,  tous  les  cercles  C  qui,  vus  d'un  point 
donné  S  de  l'espace,  se  projettent  sur  un  plan  fixe  P  suivant  des  cercles,  sans  avoir 
eux-mêmes  leurs  plans  parallèles  k  P. 

1'  Montrer  que  les  plans  de  ces  cercles  passent  par  une  droite  fixe  D  ; 

S»  Inversement,  à  une  droite  D  donnée  (le  plan  P  étant  fi.\e)  correspondent  une 
infinité  de  points  S.  Lieu  de  ces  points  ; 

3°  Soit  Cj  un  cercle  orthogonal  à  tous  les  cercles  G.  Lieu  des  sommets  des  cùnes 
qui  passent  par  G^  et  l'un  quelconque  des  C. 

On  fait  en  même  temps  que  le  cerale  C,  varier  le  cercle  d,  lia  façon  qu'il  passe  par 
ces  deux  cercles  un  cylindre.  Lieu  de  la  parallèle  menée  par  im  point  donné  à  l'axe 
de  ce  cylindre. 

laîô.  Une  sphère  variable  S  est  oi'lhogonale  à  une  sphère  fixe  S  et  tangente  à  une 
autre  sphère  iixe  S,. 

1°  Lorsque  S  est  assujettie  à  la  condition  d'avoir  son  centre  dans  un  plan  fixe  P, 
le  lieu  de  son  point  de  contact  avec  S,  est  un  cercle. 

Le  lieu  du  centre  de  IS  est  une  conique.  Si  P  est  tangent  à  S,  cette  conique  a  pour 
foyer  le  point  de  contact  de  S  et  de  P.  Cas  où  P  est  tangent  à  S  sur  le  cercle  d'in- 
tersection de  S  et  de  S|  ; 
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2°  On  peut  déteraiiner,  suc  la  ligne  des  centres  de  S  et  (le  S,,  un  point  f  tel  que  la 
sphère  I]o  concentrique  à  S  et  passant  par  f  soit  toujours  tangente  à  une  sphère  fixe 
D,  ayant  même  centre  /i  que  la  sphère  S,  ;      ^ 

8"  Si  m  est  le  centre  de  S„  m'  son  point  de  contact  avec  D  et  que  m'  décrive  un 
cercle  de  D,  m  reste  dans  un  plan  fixe  et  décrit  une  conique.  Discuter  cette  dernière, 
en  supposant  que  le  plan  du  cercle  se  déplace  parallèlement  à  lui-même  ; 

4"  Si  le  plan  T,  mené  perpendiculairement  au  milieu  de  fm',  passe  par  un  point 
fixe  q,  le  lieu  de  m' est  un  cercle  -[j.  Si  q  varie  dans  un  plan  fixe,  yï  reste  orthogo- 
nal à  un  cercle  fixe  de  D.  Cas  où  q  décrit  une  droite  ; 

5-  Soit  e  le  milieu  de  ff^.  Le  lieu  du  point  d'intersection  des  droites  ctn  et  fra', 
lorsque  la  sphère  2^  varie,  est  un  plan. 

1236.  0  étant  unpoint  fisc  du  plin,  M  un  point  quelconque,  on  mène  labissecti-ice 
de  l'angle  formé  par  OM  avec  une  demi-droite  fiie  passant  par  0  et  on  fait  corres- 
pondre au  point  M  le  point  JI'  obtenu  en  portant  sur  cette  bissectrice  (dans  un  sens 
ou  dans  l'autre)  une  longueur  OM'  =  \/a.CiM  («  étant  une  longueur  donnée). 
Prouver  les  propriétés  suivantes  ; 

1°  Si  M'  décrit  une  droite,  M  décrit  une  parabole  de  foyer  0  (se  ramène,  par  une 
rotation  et  une  homothêtie,  à  l'ex.  809]  ; 
3°  Si  M  décrit  une  droite,  M' décrit  une  hyperbole  équilatère  de  centre  O  ; 
3'  Si  M  décrit  successivement  deux  courbes  qui  se  coupent  M' décrit  deuMOUibei 
qui  se  coupent  sous  le  même  angle  que  les  premnies  Dedune  de  là  lexeicice  107b 
1M7.  On  mène,  par  un  point  fixe  0  d'une  LirconfLi  ence    des  layona  parallèles  i 
deux  droites  variables  issues  d'un  point  déteiminiî  A  du  plan  et  conjuguées  pai 
rapport  à  la  circonférence.  La  droite  qui  joint  entre  eu\  les  pomts  où  ces  layont, 
coupent  à  nouveau  la  circonférence  passant  (664)  par  un  point  fl^e  S  on  demande 
le  lieu  de  ce  dernier  lorsque  A  décrit  une  droite,  et  le  lieu  que  doit  déu  ire  A  poui 
que  S  décrive  une  droite  (ex.  précédent). 

12S8.  Lorsqu'une  figure  plane  invariable-se  meut  de  manière  que  deux  de  ses 
pointe  décrivent  des  droites  fixes,  les  ellipses  décrites  par  les  diflérenls  points  sont 
telles  que  la  différence  de  leurs  axes  soit  constante. 

Trouver,  sur  une  position  déterminée  de  la  figure  mobile,  le  lieu  d'un  point  M  tel 
que  l'ellipse  qu'il  décrit  soit  semblable  ù  une  ellipse  donnée,  ou  ait  un  axe  parallèle 
à  une  droite  donnée. 

Trouver  le  lieu  du  point  M  tel  qu'un  foyer  de  l'ellipse  décrite  soit  sur  une  droite 
donnée. 

Trouver  le  lieu  des  foyers  de  l'ellipse  décrite,  loreque  M  prend  toutes  les  positions 
possibles  sur  une  droite  donnée  {exercice  1226). 

1SÎ&.  Le  mouvement  d'une  figure  plane  invariable  considéré  aux  numéros  740- 
743  peut  être  considéi-é  comme  engendré  par  le  roulement  (voir  page  95i,  note) 
d'un  cercle  lié  à  la  figure  mobile  sur  un  cercle  fixe  de  rayon  double  (lequel 
comprend  conslamment  le  premier  à  son  intérieur). 

1230.  Dans  le  mouvement  considéré  aux  numéros  740-743  et  à  l'exercice  pré- 
cédent, on  détermine  l'homologue  D.  d'une  droite  fixe  quelconque  D  dans  une  figui-e 
fixe  égale  à  la  figure  mobile.  Montrer  que  l>„  est  tangente  à  un  cercle  fixe. 
(On  prendra  d'abord  le  cas  où  D  passe  par  le  point  0  (n"  743)). 
Ce  cercle  est  le  lieu  des  points  de  la  figure,  mobile  tels  que  les  ellipses  qu'ils 
décrivent  soient  tangentes  à  D. 
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1231.  La  coui'bu  L,  pi'ojeclioii  d'une  hélice  circulaire  sur  un  plan  pai'alléleà  l'axe 
du  cylindre  de  révolution  auquel  elle  appartient,  étant  enroulée  sur  un  cylindre  de 
révolution  C  dont  le  rayon  est  moitié  de  celui  qu'il  conviendrait  de  prendre  (exer- 
'  cice  891)  pour  la  transformer  en  une  courbe  plane,  montrer  que  la  nouvelle 
courbe  ainsi  obtenue  eat  la  section  de  C  par  un  certain  cône  de  révolution  ayant 
pour  axe  une  génératrice  de  G,  ou  encore  par  une  certaine  sphère  dont  ie  centre 
appartient  à  la  pei'pendiculaire  abaissée  du  sommet  du  cône  sur  l'axe  du  cylindre. 

1333.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées,  parallèlement  à  une 
direction  donnée,  à  une  série  do  cercles  avant  même  axe  mdïcal  (se  ramène  à 
l'exercice  1074). 

Iî33.  Si  deux  des  points  d'intersection  d'un  cercle  et  d'une  hyperbole  éqiiilatèro 
sont  diamétralement  opposés  sur  le  cercle,  les  deux  auti'es  (s'ils  existent)  sont 
diamétralement  opposés  sur  l'hyperbole.  La  tangente  en  l'un  d'eux  est  perpendicu- 
laire au  diamètre  du  cercle  qui  joint  les  deux  premiers.  Réciproque. 

1234.  On  prend  la  figure  polaire  réciproque  d'un  triangle  ABC,  par  rapport  &  un 
cercle  ayant  son  centre   au  point  0'  considéré  à  l'exercice  365  (PI.,  page  298). 

Montrer  que  le  cercle  circonscrit  à  ABC  se  transforme  en  une  ellipse  ayant  son 
foyer  en  0'  et  qui  touche  les  côtés  du  nouveau  triangle  A'B'C,  polaire  réciproque 
de  ABC,  en  leurs  milieux  (ellipse  maximum  inscrite  à  A'B'C')- 


1233.  On  donne  deux  cercles,  sécants  en  A  et  B,  et  on  considère  les  coniques  qui 
sont  tangentes  à  ces  cercles  et  les  coupent,  d'autre  part,  en  A  et  B. 

1"  Ces  coniques  forment  deux  séries,  la  ligue  qui  joint  les  deux  points  de  contact 
passant,  dans  chaque  série,  par  un  centre  de   similitude  des  cercles  donnés; 

3°  Le  Heu  des  centres  des  coniques  de  chaque  série  est  un  cercle  par  rappoil 
auquel  le  centre  de  similitude  correspondant  a  pour  polaire  AB  ; 

8"  Les  coniques  de  l'une  des  séries  sont  des  hyperboles  dont  les  asymptotes  pas- 
sent respectivement  par  deux  points  flxes  (les  milieux  des  tangentes  communes  aux 
cercles  donnés).  Les  coniques  de  l'autre  série  sont  des  ellipses  dont  les  diamètres 
conjugués  égaux  (exercice  1072)  vont  âussipasserpar  deux  points  fixes.  Les  axes  des 
coniques  de  chaque  série  vont  également  passer  par  des  points  fixes.  De  plus,  louifls 
les  ellipses  sont  semblables  entre  elles,  et  de  même  les  hyperboles  (').  L'angle  aigu 
des  asymptotes  d'une  quelconque  de  ces  dernières  est  le  demi-supplément  de  rangle 
des  tangentes  communes  aux  cercles  donnés. 

Le  rapport  de  similitude  de  deux  ellipses  ou  de  deux  hyperboles  d'une  série 
est  la  racine  carrée  du  rapport  des  distances  de  leurs  centres  à  AB; 

4"  Les  coniques  d'une  même  série  coupent  une  hyperboleéquilalèrequelconque 
ayant  A  et  B  pour  points  diamétralement  opposés  en  deux  points  C  et  D  situés  en 
ligne  droite  avec  un  centre  de  similitude  des  cercles  donnés  (exercices  1131, 1233). 

1236.  Étant  donnés  deux  plans  sécants  P,  Q,  montrer  qu'à  chaque  point  M  de 
l'espace  correspond  uu  point  M'  tel  que  toute  ligure  tracée  sur  le  plan  P  ait  pour 
pei^pectives  sur  le  plan  Q,  avec  M  et  M'  pris  respectivement  comme  points  de  vue, 
deux  figures  égales,  mais  de  sens  contraires. 

Les  points  M  et  M'  dérivent  l'un  de  l'autre  par  symétrie  oblique  (exercice  604). 

1237.  Lieu  des  centres  des  perspectives  telles  qu'une  conique  donnée  se  projette 
sur  uu  plan  donné  suivant  un  cercle. 

tomme  aeniblsblt;!  entre  eUaa  dem  hyperboles,  dont  l'une  est  SBioblsbte  ii  la  eonjuguéo  de 
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]237  bis.  Lien  des  ceiilres  de  perspective  tels  qu'une  coniyue  ilonnée  se  projette 
sur  lin  plan  donné  suivant  une  parabole. 

1338.  Lieu  des  poinis  de  contact  des  tangentes  menées  parallèlement  à  une 
direction  donnée,  aux  cercles  bitangents  à  une  conique  donnée  G  et  ayant  leurs 
centres  sur  l'nxe  focal.  (La  conique  C  étant  regardée  comme  la  section  plane  d'un 
cûnede  révolution,  le  lieu  cherché  est  la  section  il'un  certain  cûne  à  base  circulaire). 

-Même  problème  lorsque  les  cordes  bitangents  ont  leurscentres  sur  l'aie  non  focal. 
(Se  ramène,  par  une  homographie  convenable,  à  l'exercice  1333,  en  vertu  de 
l'exercice  817,3"). 

1Î3S.  On  donne  deux  droites  OA,  OB  et  deux  points  A,  B,  respective  ment  situés 
sur  ces  droites,  et  on  considère  les  sécantes  D  qui  coupent  les  droites  en  deux 
points  M,  N  tels  que  MN  soit  la  somme  ou  la  dilTérence  des  segments  AM,  BN. 

Trouver  les  droites  D  qui  passent  par  un  point  donné  P  du  plan.  Distinguer  (pour 
les  diverses  positions  de  ce  point)  si  MN  est  égal  à.  la  somme  de  AM  et  de  BN  ou  A 
leur  différence. 

Enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN.  Lieu  du  centre  de  ce  cercle. 

1210.  On  donne  un  triangle  ï.  Soit  T' le  triangle  qui  a  pour  sommet  les  pro- 
jections d'un  point  M  du  plan  sur  les  côtés  de  T. 

1°  Si  M  décrit  une  droite  A,  le."!  eûtes  du  triangle  T'  enveloppent  trois  paraboles 
1*1.  Pi,  Ps-  Ces  paraboles  sont  inscrites  dans  le  même  angle.  On  construira  leurs 
foyers  et  leurs  directrices  ; 

Quelle  position  doit  occuper  A  pour  que  ces  paraboles  soient  tangentes  entre  elles 
en  un  même  point? 

3°  Comment  faut-il  choisir  A  pour  que  les  trois  directrices  soient  concourante?  ? 
Lieu  de  leur  point  de  concours  ; 

3'  Si  A  tourne  autourd'un  point  fixe  K,  les  directrices  des  trois  paraboles  passent 
par  trois  points  fixes  li,  Ij,  I3  :  Enveloppe  de  Kli  lorsque  K  ou  Ii  décrit  une  droite  ; 

4°  Pour  quelles  positions  de  K  les  trois  points  I,,  l,,  I3  sont-ils  en  ligne  droite  ? 
Montrer  qu'alors  celte  droite  passe  par  un  point  fixe. 

1Î41 .  On  prend  les  sj-métriques  d'un  point  H  du  plan  par  rapport  aux  eûtes  d'un 
triangle  T;  soit  M' le  centre  du  cercle  qui  passe  par  ces  trois  symétriques. 

1°  Lorsque  M  décrit  une  droite.  M'  décrit  une  conique  S.  Discuter  le  genre  de  S 
(ellipse,  parabole  ou  hyperbole)  lorsqu'on  fait  varier  A.  Positions  de  A  pour  les- 
quelles cette  droite  est  tangente  k  S  ; 

2*  Lorsque"  A  se  déplace  parallèlement  à  elle-même,  la  conique  S  a  ses  axes 
parallèles  à  deux  directions  fixes.  Le  lieu  du  centre  de  cette  conique  est  une  conique 
Si.  Lieu  du  centre  de  Si  pour  les  différentes  directions  que  peut  prendre  A.  (On 
remarquera  (PI.,  exercice  197)  que  S  passe  par  quatre  points  fixes); 

3"  Par  un  point  P'  de  la  conique  S,  on  peut  faire  passer,  outre  la  droite  qui  joint 
P'  à,  son  correspondant  P,  deus  autres  droites  dont  chacune  passe  par  un  point  M 
de  A  et  son  correspondant  M'.  Montrer  que  ces  deux  droites  sont  conjuguées  harmo- 
niques par  rapport  à  celles  qui  joignent  P  aux  points  de  rencontre  de  A  avec  S. 

Montrer  que  si  l'on  joint  P  à  un  point  variable  M  de  A  et  que  la  droite  PM  ren- 
contre à  nouveau  S  au  point  K,  la  droite  qui  joint  ce  point  N  au  point  M',  corres- 
pondant de  M,  passe  par  un  point  Use  ; 

4°  On  suppose  que  A  passe  par  le  centre  m  d'un  cercle  inscrit  à  T.  Trouver  alors 
l'enveloppe  de  MM'  lorsque  M  varie  sur  A.  (On  démontrera  que  celte  droite  déter- 
mine sur  S  (lent  divisions  homo^raphiquos)  ;] 
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Montrer  (eseroice  1136)  que  tes  ^(mtt-es  des  tfoia  qi 
points  de  rencontre  des  diagonales  du  qundrîlatère  Ci 
sont  sis  points  d'une  même  conique. 

1213.  SI  une  courbe  convexe  est  telle  qu'il  toute  direction  correspond  une  droite 
(diamètre  conjugué)  qui  divise  en  deux  paiaies  égnles  cliacuno  des  cordes  paral- 
lèles à  cette  direction,  elle  est  une  conique. 

On  démontrera  successivement  : 

1'  Que  si  un  trapèze  est  inscrit  à  la  courbe,  les  aires  comprises  entre  chacun  des 
côtésnon  parallèles  et  l'arc  correspondant  de  courbe  sont  égales; 

S°  Qu'on  peut  inscrire  à  la  courbe  «ne  infinité  d'hexagones  dont  les  côtés  opposés 
soient  parallèles; 

3°  Que  les  diamètres  passent  tous  par  un  même  point  ou  sont  parallèles; 

4°  Dans  le  premier  cas,  que  la  direction,  de  cliaque  diamètre  et  la  direction  conju- 
guée sont  rayons  iiomologues  d'une  même  invoiution. 

1943.  Étant  donnés  uue  parabole  1>  et  un  cercle  qui  a  avec  elle  un  double  contact, 
réel  ou  imaginaire  (autrement  dit  l'un  des  cercles  considérés  au  a'  724  et  à  l'exer- 
cice 843]  lacordede  contact  étant  D  (c'est  la  droite  qui  porte  ce  nom  à  l'exercice  848, 
ou  la  droite  L"y"  du  n'  724),  la  parabole  P'  qui  a  un  point  /quelconque  du  cercle 
pour  foyer  et  D  pour  directrice  coupe  la  première  en  deux  points  situés  sur  la 
tswgente  au  cercle  en/. 

Réciproque  en  partant  d'une  parabole  P'  et  prenant  pour  I'  une  pariibole  quel- 
conque passant  par  les  extrémités  d'une  coriie  focale. 

1344.  Si  un  polygone  dé  n  côtés  (')  inscrit  à  l'ellipse  a  Iç  périmètre  le  plus  grand 
possible,  ses  cùtés  soat  tangents  à  une  même  ellipse  homofooale  à  la  première. 

Pour  n  =  4,  les  sommets  du  polygone  sont  les  points  de  contact  de  tangentes  for- 
mant entre  elles  un  rectangle.  Réciproquement,  les  points  de  contact  des  côtés  d'un 
rectangle  circonscrit  quelconque  [^)  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  ayant  le 
périmètre  maximum,  lequel  est  doubla  du  diamètre  du  cercle  orthoplique. 

1245.  M  est  un  point  quelconque  d'une  ellipse  donnée  de  centre  0  et  d'uxes3n,S4;  R 
(n"  741,  fig.  612),  l'extrémité  d'une  longueur  portée  sur  ia  normale  en  M  et  égale 
au  diamètre  conjugué  de  OM  ; 

1*  Montrer  que  le  demi-diamèti'e  de  l'ellipse,  dirigé  suivant  OR,  correspond  au 
rayon  du  cei'Cle   homographique  parallèle  à  RM,  et   que  ce  de  mi- diamètre   est 

2*  En  déduire  que  chaque  point  ilu  cerdeTiiuiapour  centreOet  pourravon(t-l-6 
(ou  du  cercle  r'  qui  a  pour  centre  0  et  pour  rayon  a  — h)  est  le  centre  d'un  cercle 
tangent  à  l'ellipse  et  admettant  en  outre,  avec  cette  courbe,  deux  tangentes  com- 
munes parallèles  entre  elles, 

1319.  Les  notations  étant  les  mêmes  que  dans  l'eiercice  préiiédent  : 

1*  SiR  et  R'  sont  deux  points  du. cercle  V,  correspondant  à  deux  points  M  et  M' 
de  l'ellipse,  et  que  la  tangente  en  M  passe  par  B',  réciproc[iiement  La  tangente  en  M' 
passe  par  R  ; 

(On  montrera  que  les  points  M,M'',  R,  R'  sont  sur  une  même  circonférence  ayant 
pour  centre  le  centre  di  de  rotation  de  deux  positions  de  la  droite  mobile)  ; 

(1)  Il  s'agit  de  polygones  proprement  dits,  délimitant  une  portion  dn  plan, 

(2)  On  -voit  qu'il  y  a  uoo  inllniiiS  de  polygones  ayant  le  porimètre  masimuin.  C'est  ce  qui  o 
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2"  Quelle  relation  y  a-t-il  entre  l'angle  des  normales  M!i,  M'H'  en  M  et  eci  M'  d'uiiu 
part,  l'angle  ROR'  de  l'autre? 

3°  L'une  des  normales  MR,  M'R'  et  la  sïiniélriquo  de  l'autre  par  rapport  au 
centre  0,  se  coupent  sur  le  centre  T'  de  centre  0  et  de  myon  a — b  ; 

4°  L'une  des  tangentes  MR.'.  M'R  et  la  symétrique  de  l'autre  par  rapport  au  centre, 
se  coupent  sur  le  cercle  V  ; 

S°  Du  point  H,  soient  menées  à  reliipse,les  tangentes  RM',  RM'|.  Soient  N  le  symé- 
trique de  M'  par  rapport  au  centi-e,  P  le  symétrique  ileM'i.  Les  tangentes  enM,N,P 
forment  un  triangle  circonscrit  à  l'ellipse,  inscrit  au  cercle  T,  et  dont  les  hauteurs 
sont  normales  à  l'ellipse  (le  pied  de  chacune  d'elles  étant  symétriques,  par  rapport 
au  centre,  du  point  de  contact  du  côté  correspondant)  ;  le  lieu  du  point  de  rencontre 
de  ces  hauteurs  est  le  cercle  F'  ; 

6'  Les  droites  RM',  M'M,  OR  forment  entre  elles  un  triangle  isoscèle.  lii  bissectrice 
de  l'angle  OHM  est  la  même  que  celle  de  l'angle  des  tangentes  RM',  RM',  ; 

11  existe  une  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  OR,  son  foyer  en  M  et  bitangento 
à  l'ellipse  en  M'  et  M',  ; 

La  circonférence  orthogonale  à  l\  menée  par  les  points  R  ei  R',  passe  par  le  point 
d'intersection  de  MR',  M'R; 

L'angle  fâ^RR'  est  droit  ; 

T  La  droite  HH'  enveloppe  une  ellipse  E'  homofocale  à  la  première  (d'axes 
nt,  par  le  point  R',  une  nouvelle  tangente  à  E', 
u  point,  menant  de  celui-ci  une  tangente  à  E',  etc.,  le 
contour  ainsi  formé  se  ferme  en  un  hexagone  circonscrit  à  E'. 

La  somme  des  carrés  des  côtés  de  cet  hexagone  est  constante.  La  calculer  en 
fonction  de  a,  h, 

,       iïR'^ 
8-  OnaMM'  =  2^^:p3j- 

9°  La  droite  MM'  enveloppe  une  nouvelle  ellipse  e'  (figure  ho mogi-aphique  de  l'el- 
lipse, enveloppée  par  la  droite  qui  joint  entre  eux  les  points  du  cercle  homogra- 
phique  correspondant  à  M  et  à  M').  Cette  ellipse  est  également  homofocale  à  l'ellipse 
donnée  (ses  axes  sont  — ^  Va'  +  '■Utb  et  -v^-'  +  Sai).  Les  points  M,  M',  M'i  et 


leurs  symétriques  par  rapport  au  centre  sont  les  sommets  d'un  hetagone  (')  H  c 
conscrit  à  e',  dont  le  périmètre 

1847.  Réciproquement  : 

1"  Si  une  parabole  est  hitangente  à  une  ellipse  et  a  son  foyer  M  sur  cette  ellipse, 
le  pôle  de  contact  est  le  point  R  considéré  aux  exercices  précédents,  ou  le  point  ana- 
logue R]  du  cercle  V  (se  ramène  par  polaires  réciproques  k  l'exercice  1313  et  à  l'eser- 
cice  845)  ; 

2"  Si  un  cercle  est  langent  à  une  ellipse  et  admet  avec  elle  deux  tangentes 
communes  parallèles  entre  elles  (toutes  deux  distinctes  de  la  tangente  au  point  de 
contact),  il  existe  une  parabole  ayant  le  point  de  contact  pour  foyer,  et  hitangente 
à  l'ellipse  avec  le  centre  R  du  cercle  comme  pôle  de  contact.  Le  point  R  appartient 
dès  lors  au  cercle  V  ou  au  cercle  V  (se  ramène  à  la  réciproque  proposée  A  l'exer- 
cice 13*3)  ; 

3°  Si  un  triangle  est  circonscrit  à  une  ellipse  et  que  chacune  de  ses  hauteurs  soit 

(i)  Cet  hexagone  H  oat  l'heiagono  ds  pèrimôtte  masimum  dont  il  est  question  il  l'erercieo 
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normale  à  l'ellipse  'en  un  point  M  situé  sur  la  tangente  symétrique  dii  câté  corres- 
pondant), les  sommets  de  ce  triangle  sont  des  points  analogues  à  B.  (On  iransfurmera 

encore  par  polaires  réciproques,  en  plaçant  le  ceplro  âa.  cercle  direclear  eo  a  et,  se  donnanl  la 
parabole  Iransforraéc  de  l'ellipse,  ab^i  qiio  la  polaire  p  du  aommet  du  triangle  correspondant  H  M  et 
eclle  du  point  à  l'indiii  sur  un  des  deuï  cdLés  qui  pas&eut  en  ce  eommet,  on  constatera  qno  le 
problème  qui  consiste  à  elierchor  le  point  m  □'&  qu'une  solution,  laquelle  est  néeeesaireitient  un 
point  du  cercle  bitangeiït  qui  a  p  pour  corde  de  coutaci). 

Trouver  une  ellipse  inscrite  à  un  triangle  donné  et  normale  aux  trois  iiauteurs, 
mais  non  pas  en  iBurs  pieds. 

IÎ47  bis.  On  donne  une  conique  S  et  deux  points  a,  b  de  son  plan.  Prouver  que  les 
coniques  Litangenles  à  S.  tangentes  à  ah  et  telles  que  les  secondes  tangent«s  menées 
par  a  et  6  à  chacune  d'elles  se  coupent  sur  S,  Tormentdeux  séries  distinctes,  le  lieu 
du  pôle  de  contact  étant,  pour  chacune  des  séries,  une  conique  passant  par  aet  Ë. 
(On  trouvera  la  corde  de  eontacten  construisant  deux  positions  du  poiut  i  de  l'exer- 
cice 919.  lesquelles  décrivent  respectivement  les  polaires  de  a  et  de  b.) 

Lorsqu'on  prend  pour  a  et  i  des  points  imaginaires  convenables  (les  points  cycli- 
ques de  l'exercice  1147),  on  retombe  sur  l'exercice  précédent  (!".) 

1948.  La  somme  des  inverses  des  carrés  de  deux  diitmètres  rectangulaires  d'une 
ellipse  est  constante  [exercice  1945, 1'). 

1349.  Trouver,  diins  l'espace,  un  cercle  coupant  deux  cercles  donnés,  C,  Ci  chacun 
en  deux  points  et  à  angle  droit. 

Montrer  que  le  problème  peut  se  ramener  à.  l'un  des  suivants  :  faire  passer,  par  le 
premier  cercle,  deux  sphères  orthogonales  enli-e  elles  S,  S  el,  par  te  second,  deux 
sphères  orthogonales  entre  elles  Si,  £],  telles  que  S  soit  orthogonale  à  X,  etSiàll 
ou  encore  (par  une  inversion  qui  transforme  l'un  des  cercles  donnés  en  une  droite)  : 
trouver,  sur  une  droite  donnée,  un  segment  gtii  soit  vu  d'un  point  donné  sous  un 
angle  di'oit  el  d'une  divite  donnée  sous  un  dièih-e  droit. 

Le  problème  qui  consiste  à  recbercher  les  sphères  S,S,  Sj,  S,  n'admet  qu'une 
solution,  mais  cette  solution  unique  peut  donner  deu^  cercles  répondant  à  la  ques- 
tion. Ces  cercles  Li'existent  tous  les  deux  qu'autant  que  le  premier  cercle  donné  coupe 
le  plan  du  second  en  deux  points  situés,  l'un  à  l'intérieur,  l'autre  à  l'extérieur  de 
celui-ci,  c'est-à-dire  qu'autant  que  le  problème  proposé  à  l'exercice  079  n'a  pas  do 

Si  les  cercles  cbercbés  existent  tous  deu>;,  ils  divisent  harmoniquement  chacun 
des  cercles  doimés  2,  Sj.  Leurs  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux  et  l'on  peut 
faire  passer  par  chacun  d'eux  une  induite  de  sphères  orthogonales  â.  l'autre. 


1350.  Parmi  tous  les  cercles  c  qui  rencontrent  deux  cercles  donnés,  celui  pour 
lequel  le  rapport  anharmonique  (sur  c)  des  quatre  points  d'intersection  est  le  plus 
petit  ou  le  plus  grand  possible,  est  une  des  solutions  de  l'exercice  précédent. 

1251.  On  peut  trouver,  d'une  infinité  de  manières,  un  système  de  deux  inversions 
successives  (exercice  &36)  par  lequel  un  cercle  donné  C  se  transforme  en  un  autre 
cercle  donné  C|.  Parmi  ces  systèmes  de  deux  inversions,  il  en  existe  pour  lesquels 
tes  sphères  d'inversions  T,T,  sont  rectangulaires  :  le  nombre  de  ces  dernières  est 
de  deux  ou  de  quatre  (si  l'on  ne  considère  pas  comme  distincts  deux  couples  d'in- 
versions équivalents  l'un  è.  l'autre,  d'après  l'exercice  936)  :  les  déduire  des  sphères 
S,  Si,  S,  S,  de  l'exercice  1^49. 

On  peut  toujours  transformer  les  deu.'j  cercles  donnés  en  deux  cercles  égaux, ayant 
chacun  un  diamètre  suivant  i'inlerseclion  de  leurs  plans. 
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lî52.  Trouver  un  système  de  deuï  inversions  successives  par  rapport  â  deux 
sphères  orthogonales  qui  eonserve  chacun  des  deux  cercles  donnés  G  et  Oi.Le  déduire 
des  sphères  considérées  à  l'exercice  1319, 

1953.  Étant  donnés  deux  cercles  G,  C|  de  l'espace,  mener  par  G  une  sphère  qui 
coupe  C|  sous  un  angle  donné  V  (se  ramène  à  l'exercice  473  bis,  moyennant  une 

Le  problème,  s'il  est  possible,  a  deus  solutions.  Les  deux  sphères  obtenues  font, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  V,  des  angles  égaux  avec  une  sphère  flxe  (indépendante 
de  V)  passant  par  C,  laquelle  correspond  au  maximum  ou       n'  'n       d  V 

Montrer  encore  que  ; 

1°  S'il  n'existe  pas  de  sphère  (exercice  679)  passant  pa    C  g  n     à  Ci.  on 

aura  ainsi  deux  valeurs  extrêmes  de  V,  correspondant  à  d        ph  h    onalos 

entre  elles.  Prouver  que  ces  deux  sphères  ne  sont  autres  q  ph        S  2  qui 

interviennent  dans  l'exercice  1219  ; 

%'  Si,  au  contraire,  l'exercice  Big  admet  une  solution,    an  n  p      édente 

seule  subsiste  pour  l'une  des  deux  sphères  S,  S,  l'autre  n  p     G,.  On 

peut  simplement  dire  que,  pour  cette  dernière  (combinée  a  G,]  l'inva- 

riant considéré  aux  exercices  042,  91i  est  maslmum  on  m  n  m   m 

Kâi.  Les  deux  valeurs  estrêmes  de  V,  considérées  à  l'exercice  précédent  (1")  sont 
les  mêmes  que  les  valeurs  extrêmes  analogues,  obtenues  en  permutant  C  et  Cj  :  elles 
ne  sont  autres  que  l'angle  que  fait  S  avec  la  sphère  correspondante  !^  (ex.  134.H)  qui 
passe  par  G,  et  par  2  avec  la  sphère  correspondante  2,. 

L'angle  96  que  font  entre  elles  les  sphères  menées  par  l'un  des  cercles  et  coupant 
l'autre  sous  un  angle  donné  V  est  le  même  ('),  que  le  cercle  par  lequel  on  mène  ces 
sphères  soit  C  et  celui  qu'elles  coupent  sous  l'angle  V,  Ci  ou  inversement. 

Cette  conclus  ion  subsiste  d'ailleurs  que  l'exercice  619  admette  une  solution  ou  non. 

Dans  le  premier  cas,  la  condition  nécessaire  et  suftïsante  pour  que  la  Hgure, 
formée  par  les  cercles  G  et  C|,  puisse  être  transformée  en  une  figure  égale  à  celle 
que  forment  deux  autres  cercles  C,  G',  est  que  le  maximum  de  V  soit  le  même  dans 
les  deux  figures,  ainsi  que  la  valeur  defl  qui  correspond  à  V=;0. 

Dans  le  second  cas,  cette  condition  est  que  les  valeurs  extrêmes  de  V  soient  les 
mêmes  dans  les  deux  figures. 

1355.  On  donne  un  cercle  et,  en  dehore  de  son  plan,  une  droite  et  un  point. 
Trouver  le  lieu  des  centres  de  perspective  tels  que  la  projection,  sur  le  plan  du 
cercle,  de  la  droite  donnée  et  celle  du  point  donné  soient  pôle  et  polaire  par  rapport 
au  cercle.  {Ge  lieu  est  une  conique.) 


Propriétés  des  cônes  à  base  circulaire. 

1256.  Dans  tout  cûue  à  base  circulaire,  le  produit  des  distances  d'un  point  quel- 
conque de  la  surface  aui  deux  plans  (plans  cycliques)  menés  par  le  sommet  du  cône 
parallèlement  aux  deux  séries  de  sections  circul^res,  est  dans  un  rapport  constant 
avec  le  carré  de  la  distance  du  même  point  au  sommet. 

Réciproquement,  le  lieu  des  points  tels  que  le  produit  de  leurs  dislances  (comptées 
en  grandeur  et  signe)  à  deux  plans  soit  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de 
leur  distance  à  un  point  fixe  de  l'intersection  de  ces  plans  est  un  cône  6.  base  circu- 
laire. (Revient  à  l'exercice  926.) 

(I)  Oaa(ViCtVi^tanlIc5ïaleuraeitcann!SdoV)  :cts!V  =  ci>s=  V|C(i5*)  f  cosS  V^  5ia<  1, 
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1357,  Dans  tout  cûnc  a  base  circulaire,  lus  interseiMions  de  lieiis  plans  tangeDls 
quelconques  avec  les  deux  plans  cycliques  son!  quatre  arêtes  (l'un  même  cône  de 
l'évolution,  lequel  a  pour  axe  la  perpendiculaire  au  plan  des  génératrices  de  contact 
des  plans  tangents  considérés. 

Conclure  de  là  (es.  649)  que  la  somme  ou  la  dUTérence  des  angles  que  Tait  un 
plantaûgent  avec  les  deux  plans  cycliques  est  constante. 

Ces  trois  plans  déterminent  sur  une  sphère  décrite  du  sommet  du  cùne  comme 
centre  un  triangle  sphérique  d'aire  constante. 

Inversement,  si  un  grand  cercle  d'une  sphère  Torme  avec  deux  grands  cercles  fixes 
un  triangle  sphérique  d'aire  constante,  son  plan  enveloppe  uti  côue  à,  Lase  circulaire. 

1358.  Si  deuï  cônes  de  même  sommet,  ayant  pour  bases  deux  cercles  d'un  mSmc 
plan,  ont  même  direction  de  sections  an ti parallèles  (cônes  homocycligues),  un  plan 
quelconque  mené  par  le  sommet  les  coupe  suivant  deux  angles  ayant  mêmes 
bissectrices. 

1Ï59,  Daas  un  cône  à  base  circulaire  : 

1°  Le  dièdre  sous  lequel  deux  généi-atrices  sont  vues  d'ime  focale  (exercice  1161)  a 
un  plan  bissecteur  qui  passe  par  l'intersection  des  plans  tangents  suivant  les  gén6~ 
ratrices  ; 

3°  Un  plan  tangent  mobile  coupe  deux  plans  tangenls  fixes  suivant  deux  droites 
qui  sont  vues  d'uae  focale  sous  un  dièdre  de  gra.ndeur  constante  ; 

3'  Uéduii'e  de  là  que  les  perpendiculaires  menées  par  le  sommet  aux  différents 
plans  tangents  ont  pour  lieu  un  second  cône  à  base  circulaire  [dit  supplémentaire 
du  premier),  les  sections  circulaires  de  ce  second  cône  étant  perpendiculaires  aux 
focales  du  premier. 

La  relation  entre  les  deux  cônes  est  réciproque,  c'est-à-dire  qu'inversement,  les 
perpendiculaires  aux  plans  tangents  du  second  cône  sont  les  génératrices  du 
premier. 

i-  Deux  points  fixes  étant  pris  sur  les  deux  focales,  le  produit  des  distances  de 
ces  points  à  un  plan  tangent  quelconque  est  constant  (exercice  135â)  ; 

5"  Le  dièdre  formé  par  deux  plans  tangents  quelconques  a  même  plan  bissec- 
teur que  le  dièdre  qui  a  même  arête  et  dont  les  faces  passent  par  les  deux  focales  ; 

6°  Les  plans  qui  passent  par  deux  génératrices  quelconques  du  cône  et  les  deux 
focales  sont  tangents  à  un  même  cône  de  révolution  ; 

I"  La  somme  des  angles  que  fait  une  génératrice  quelconque  avec  les  deux 
focales  est  constante. 

Inversement,  le  lieu  des  droites  menées  par  un  point  donné  et  faisant  avec  deux 
droites  données  des  angles  ayant  une  somme  donnée,  est  un  cône  à  base  circulaire 
ayant  ces  droites  pour  focales. 

laeo.  Un  lîône  à  base  circulaire  étant  donné,  montrer  qu'on  ne  peut  lui  inscrire 
aucun  trièdre  trirectangle,  ou  qu'on  peut  lui  en  inscrire  une  inllnité.  (l'I.,  ex.  281.) 

1B81.  Un  cône  à  base  circulaire  étant  donné,  on  ne  peut  lui  circonscrire  aucun 
triédre  trirectangle,  ou  on  peut  lui  en  circonscrire  une  infinité.  {Se  ramène  au 
précédent  en  vertu  de  l'exercice  1359,  3".) 

laflî.  Dans  un  cercle  donné,  on  considère  toutes  les  cordes  qui  sont  vues  sous  un 
angle  droit  d'un  point  donné  de  l'espace.  Lieu  des  milieux  de  ces  coi-des  et  de  leurs 
pôles  par  rapport  au  cerele.  Enveloppe  de  ces  cordes. 

Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  qu'on  peut  tracer  sur  un  cône  à  base 
circulaire  donné. 


y  Google 


PROBLÈMES   DIVERS.  .^75 

12Û3.  La  lieu  des  points  tela  que  le  vappon  lio  leurs  distances  iV  une  clioite  fixe  et 
à.  on  plan  ûxe  soit  constant  esl  un  cûne  du  second  ordre  {pouvant  devenir  un 
cylindre)  ayant  la  droite  fixe  comme  totale. 

1264.  Les  plans  polaires,  par  rapport  à  une  sphère  fixe,  des  points  d'une  conique, 
sont  les  plans  tangents  d'un  cône  du  second  ordre. 

Béeiproquement,  les  pôles  de  plans  tangents  d'un  c&ne  du  second  ordre  quel- 
conque ont  pour  lieu  une  conique. 

Les  tangentes  de  la  conique  sont  les  réciproques  des  générations  du  cône. 

(LecÙneet  laconique  sont  dits  polaires  réciproques). 

Si  la  conique  considérée  est  un  cercle,  une  focale  du  cûne  passe  par  le  centre 
de  la  sphère  directrice. 


1305.  Deui  canes  du  second  ordre  qui  ont  une  section  plane  commune  se  coupent, 
en  outre,  suivant  une  seconde  conique. 

(Si  I  est  le  point  oii  la  droite  qui  joint  les  sommets  S,  S' des  deux  cônes  rencontre 
le  plan  de  la  première  conique,  le  plan  de  la  seconde  est  déterminé  par  la  polaire 
du  point  1  relativement  à  !a  section  plane  connue  et  par  le  conjugué  iiai'monique 
de  I  par  rapport  à  SS'). 

1ÎQ8.  L'intersection  de  deux  cûnes  du  second  ordre  qui  ont  deux  plans  taiig«nts 
communs  (si  elle  existe)  se  compose  de  deux  sections  planes. 

S,  S'  désignant  les  sommets  des  deux  cônes,  T,  T' leurs  points  de  contact  (chacun 
de  ces  derniers  étant  le  point  de  rencontre  des  deux  génératrices  de  contact  d'un 
plan  tangent  commun),  si,  par  TT  on  l'ait  passer  un  plan,  lequel  coupe  les  deux 
surfaces  suivant  deux  coniques  liitangentes  avec  TT'  pour  corde  et  un  point  I  situé 
sur  SS'  pour  p6le  de  contact,  les  plans  des  sections  communes  passeront  par  TT' 
et  détermineront  avec  I,  S,  S'  des  rapports  anharmoniques  respectivement  égaux 
aux  deux  rapports  d'homoiogie  (exercice  lUS)  des  deux  coniques. 

1267,  Démontrer  directement  cette  proposition  (exercice  98S)  que  deux  cûnes 
circonscrits  à  une  même  sphère  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes. 

(On  fera  passer  par  les  deux  sommets  S,  S'  un  plan  variable.  Les  quatre  généra- 
trices contenues  dans  ce  plan  forment  un  quadrilatère  dont  les  diagonales  vont 
couper  SS'en  deux  poinls  fixes,  tandis  que  le  point  d'intersection  de  ces  diagonales 
décrit  une  droite). 


1268.  Si  un  cône  du  second  ordre  est  bitangent  à  une  sphè 
deux  surfaces  (si  elle  existe)  se  compose  de  deux  cercles. 

On  montrera  que  la  conique  polaire  réeipi'oque(exerc.  1201)  du  côneest  également 
bitangente  à  la  sphère,  les  deux  points  de  contact  étant  nécessairement  {si  la  sphère 
et  le  cône  se  coupent)  symélriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  l'aie  focal  de  la 
conique:  après  quoi,  la  proposition  A  démontrer  n'est  pasdistincte  de  l'exercice  lOiy. 


Propriétés  simples  des  quadriques. 

1260.  On  nomme  surface  du  second  oi'dre  ou  guadiigue,  une  surface  telle  que  s 
section  par  un  plan  quelconque  (si  elle  existe)  soit  une  conique  (laquelle  peut  s 
réduire  à.  deux  droites). 

Montrer  que  la  figure  homo graphique  [exercice  897)  d'une  sphère  est  une  sur 
face  liu  second  ordre. 
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1370,  Montrer  ; 

1"  Que  si  on  donne  une  surface  de  second  ordre  S  et  un  point  A,  et  qUe,  sur' 
cliaque  sécante  issue  de  A,  on  prenne  un  point  M  tel  que  AM  et  le  segment  inter- 
cepté sur  cette  droite  par  iasurface  aient  même  milieu,  le  lieu  est  une  surface,  qui 
ne  change  pas  quand  on  remplace  A  par  un  autre  point  quelconque  appartenant  au 
lieu,  et  qui  est  du  second  ordre  (exercice  1060)  ; 

3*  Plus  généralement,  démontrer  la  même  proposition  en  supposant  !e  point  M 
défini  par  la  condition  que  le  segment  AM  appartienne  àl'involution  déterminée,  sur 
la  droite  qui  le  poite,  par  deus  surfaces  du  second  ordre  données  (dont  chacune  peut 
se  réduire  à  un  cône  ou  à  un  système  de  deux  plans). 


1311.  Toutes  les  droites  Dqui  rencontrent  Crois  droites  données  n 
infinité  d'autres  droites  fixes,  et  le  rapport  anhai'monique  intercepté  par  quatre  de 
ces  droites  fixes  est  le  même,  quelle  que  soit  D. 

Si  les  droites  données  ne  sont  pas  parallèles  à  un  màme  plan,  la  surface  engendrée 
par  D  est  dite  liyperMoïde  à  une  nappe  . 

Si  les  droites  données  sont  parallèles  à  un  même  plan,  la  droite  D  est  aussi  paral- 
lèle à  un  plan  fixe  (exercice  433).  La  surface  est  dite  paralioldide  hyperbolique. 

Un  hypertioloïde  à  une  nappe  ou  un  paraboloide  iiyperboli((ue  ont  deni  systèmes 
de  génératrices  recti lignes. 

Dana  les  deux  cas,  les  plans  menés  par  D  et,  respeotivemeut,  par  deux  quel- 
conques des  droites  données,  engendrent  des  faisceaux  bomogi'aphiquea.  En  déduire 
que  le  paraboloîde  hyperbolique  et  l'byperboloide  à  une  nappe  sont  des  surfaces  du 
second  ordre. 

Kéciproijuement,  le  lieu  de  la  droite  d'intersection  de  deus  plans  qui  tournent 
autour  de  droites  fixes  en  décrivant  des  faisceaux  homographiques  est  un  liyper- 
bolo5de  à  une  nappe  ou  un  paraboloîde  hyperbolique. 

Le  lieu  des  arêtes  des  dièdres  droits  dont  les  sommets  passent  respectivement  par 
deux  droites  données  est  un  hypei  Ijololde  a  une  nappe  (voir  exercice  463) 

Le  lieu  des  points  également  distants  de  deu\  dioi  tes  données  de  I  espace  (exer- 
cice 454)  èât  un  paraboloîde  hjpeibolique,  amsi  que  le  lieu  des  pomts  tels  que  la 
différence  des  carré'-  de  leurs  distances  \  deux  dtoites  données  soit  constante 
(exercice  61»). 

1273.  Le  lieu  des  poinli  tels  que  1«  lapport  de  leurs  distances  a  deux  dioite* 
données  D„  D,  (exejcice  "7^4)  soit  égal  à  un  iiombie  donné  A,  est  un  hvperbololde 
à  une  nappe. 

(Si  l'on  mène  les  deu\  plans  dont  chacun  ps(  parallèle  au\  deux  dioites  donnée-î 
et  divise  leur  perpendi  eu  laite  commune  dan=  un  rappoit  égal  à  ±  A,  les  pouils  des 
cercles  Cl  ou  C,  (exercice  734)  situés  dans  ces  plans  décrivent  quatre  droites  fixes, 
dont  deux  perpendiculaires  au  plan  de  Ci  et  deux  perpendiculaires  au  plan  de  C,.  Le 
lieu  cherché  n'est  antre  quelelieu  dos  arêtes  des  dièdres  droits  dont  les  faces 
passent  par  deux  des  quati-e  droites  en  question). 

Inveroement,  tout  byperboloMe  à  une  nappe  dans  lequel  il  existe  des  génératrices 
perpendiculaires, aux  plans  de  sections  circulaires  peut  être  considéré,  d'une  infinité 
de  manières,  comme  le  lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  deux 
droites  fixes  soit  constant. 

1573.  La  surface  gauche  de  réoohUion  (exercice  1031)  est  un  liyperljoloïde  à  une 
nappe. 

Inversement,  la  surface  engendrée  par  une  hyperbole  tournant,  autour  de  son  axe 
non  iransverse,  est  une  surface  gauche  de  révolution. 


y  Google 


PUOliLEMES   HIVERS.  577 

La  surface  gauche  de  révolution  est  coupée  par  un  quelconque  de  ses  plans 
tangenls  suimnt  ileii:^  droites. 

127J,  Lorsque,  dans  l'exercice  1270(1"),  la  surface  S  est  un  cône  ilu  second  ordre  et 
que  le  point  A  est  eïtérieur  à  ce  cône,  le  lieu  du  point  M  est  un  hyperboloïde  à 
une  nappe. 

(On  montrera  que  chacun  des  plans  qui  répondent  à  l'exercice  lîOÎ  contient  une 
droite  appartenant  tout  entière  à  la  surface.) 

(Si  le  point  A  était  intérieur  au  cane,  le  lieu  se  composerait  de  deux  parties 
entièrement  séparées,  correspondant  aux  cas  où  la  droite  AM  coupe  une  nappe  du 
oùne  ou  les  deus.  On  donne  à.  cette  surface  le  nom  Ci'kyperbolo'ide  à  deux  nappes.) 

1275.  Le  lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  dislances  à  un  point  fixe  Fet 
à  un  plan  fixe  P  soit  constant  est  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une 
conique  autour  de  son  axe  focal. 

Celle  surface  est  du  second  ordre.  Le  cône  qui  a  pour  base  une  quelconque  de  ses 
sections  planes  et  pour  sommet  le  point  F  est  de  révolution. 

Les  plans  tangents  menés  par  un  point  déterminé  quelconque  de  l'espace  à  la  sur- 
face ainsi  obtenue  sont  les  plans  tangents  d'un  cflne  du  second  ordre  (cône  circons- 
crit à  la  surface)  dont  les  focales  passent  par  les  foyers  de  la  surface  (c'est-à-dire 
par  les  foyers  de  la  conique  méridienne). 

Si  le  rapport  constant  est  égal  à  l  {pm-aboloïde  de  révolution),  la  méridienne  est 
une  parabole.  Montrer  que  la  projection  d'une  section  plane  quelconque  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  est  un  cercle  (se  ramène  k  l'exercice  1318,  1°]. 

1278.  Le  lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  un  point  fixe  et  à, 
une  droite  fixe  soit  constant  et  différent  de  1 ,  est  la  surface  engendrée  par  la  révolu- 
tion d'une  conique  autour  de  son  axe  non  foced. 

(On  montrera  que  la  section  par  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  la  droite 
fixe  est  un  cercle,  lequel  a  son  centre  sur  un  axe  de  la  conique  qui  représente  la 
partie  du  lieu  située  dans  le  plan  du  point  fixe  et  de  la  droite  fixe). 

Il  en  est  de  même  du  lieu  des  points  tels  que  leurs  puissances  par  rapport  k  une 
sphère  fixe  soit  dans  un  rapport  constant  avec  les  carrés  de  leurs  distances  à  une 
droite  fixe. 

Si  le  rapport  constant  est  égal  à  1,  les  deux  lieux  précédents  deviennent  des 
cylindres  à  l)ases  paraboles. 

La  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  autour 
de  son  ase  non  focal  tend  vers  un  cylindre  parabolique,  lorsque  cet  axe  s'éloigne 
indéfiniment,  tout  en  restant  parallèle  à  lui-même,  pendant  qu'un  sommet  de  la 
conique  (non  siiué  sur  cet  axe)  et  le  foyer  voisin  restent  fixes. 

Dans  tous  les  cas,  les  lieux  en  question  sont  des  surfaces  du  second  ordre.  (Se 
ramène  à  l'exercice  849  ou  au  n"  724.) 

1277.  Deux  cercles  sont  situés  dans  des  plans  parallèles.  On  joint  entre  eux  les 
points  de  ces  cercles  tels  que  les  rayons  y  aboutissant  fassent  entre  eus  un  angle 
constant.  Montrer  ;  1°  que  les  droites  aiasi  tracées  sont  génératrices  d'un  hyperbo- 
lolde  à  une  nappe,  les  génératrices  du  second  système  étant  les  droites  analogues 
obtenues  en  changeant  le  sens  de  l'angle  constant; 

S'  Que  tout  plan  parallèle  aux  plans  des  cercles  donnés  coupe  la  surface  suivant 
un  cercle. 

1378.  Étant  données  deux  coniques  situées  dans  des  plans  différents,  mais  ayant 
Il  deux  points  A  et  B  sur  l'intersection  de  leurs  plans,  on  considère,  sur 
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ces  coniques,  deux  divisions  homograpliiques  (elles  que  chacun  des  points  A  et  B 
soit  son  propre  homologue.  Prouver  que  la  droite  qgi  joint  deux  points  homo- 
logues décrit  une  hyperbololde  à  une  nappe  ou  un  parabdiolds  hyperbolique. 

Inversement,  une  génératrice  mobile  intercepte,  sur  des  seclions  planes  quel- 
conques, des  divisions  homograpliiques. 

Par  deui  cooiques  qui  ont  deux  pointa  communs  sans  être  dans  un  même  pian, 
on  peut  faire  passer  deui  cùnes  ;  il  suffit,  pour  les  obtenir,  de  choisir  deux  points 
homologues  de  l'homographie  qui  vient  d'être  considérée  de  manière  que  la  droite 
qui  les  Joint  aille  renoontver  une  certaine  droite  (i'intei'section  des  deux  plans  dont 
l'un  oontieut  les  deux  tangentes  en  A,  Vautre  les  deux  tangentes  en  B). 

lîT9.  Toute  quadrique  peut  être  déduite  d'un  cône  et  d'un  système  de  deux  plans, 
par  la  construction  de  l'exercice  lî70. 

Toute  quadrique  est  homographique,  soit  d'un  byperboloïde  à  une  nappe,  soit 
d'un  hyperbololde  à  deux  nappes  (ex.  1274),  soit  d'un  cône  du  second  oi-dre. 

jaso.  Deux  divisions  homograpliiques  étant  données  sur  deux  droites  différentes 
(en  général,  non  situées  dans  un  même  plan)  on  peut,  d'une  infinité  de  manières, 
en  trouver  une  troisième  qui  soit  en  perspective  avec  les  deux  premières.  Lieu 
des  centres  de  perspective, 

ISBl.  Le  lieu  des  sommets  des  cônes  ayant  pour  base  un  cercle  donné  et  auxquels 
on  peut  inscrire  des  trièdres  trirectangles  est  une  quadrique  de  révolution. 

1S8Î.  Un  cercle  étant  donné,  dans  quelles  régions  de  l'espace  doit  se  trouver  un 
point,  suivant  que  le  cône  qui  a  ce  point  pour  sommet  et  le  cercle  donné  pour 
base  admet  ou  non  des  génératrices  rectangulaires?  (Comparer  ex.  1Î63.)  Monlror 
que  la  surface  qui  sépare  l'une  de  l'autre  ces  régions  est  engendrée  par  la  révo- 
lution d'une  conique  autour  d'un  de  ses  axes. 

1ÎB3.  Lieu  des  sommets  des  cùnes  circonscrits  à  une  sphère  et  dont  les  cercles 
de  contact  coupent  un  cercle  donné  sous  un  angle  donné. 

Ii83bis.  Étant  données  une  sphère  et  une  projection  stéréographique  de  cette 
sphère,  le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  la  surface  et  dont  les  cercles  de 
contact  se  projettent  suivant  des  cercles  de  rayon  donné,  est  une  quadrique  de  révo- 
lution. 

198i.  Le  lieu  des  contres  des  perspectives  telles  qu'une  conique  donnée  se  projette 
sur  un  plan  donné  suivant  une  hyperbole  équilatère  est  une  surface  de  second  ordre. 

(On  traitera  d'abord  le  cas  où  le  plan  de  la  conique  donnée  et  un  de  ses  axes  sont 
perpendiculaires  au  plan  dit  tableau  ;  on  a  alors  affaire  à.  une  quadrique  de  révo- 
lution [exercices  1375,  1276).  Le  cas  général  se  ramène  à  celui-là  par  une  homo- 
graphie convenable). 

lîSa.  On  donne  une  sphère  S  et  deux  droites  D,  \y  tangentes  à  cette  sphère. 

1°  Par  un  point  quelconque  de  D,  on  mène  à  la  sphère  deux  tangentes  G,  G' 
rencontrant  D'.  Démontrer  que  les  points  de  contact  décrivent  deux  cercles  C,  C; 

3°  Les  droites  G  qui  touchent  S  en  un  point  du  cercle  C  sont  tangentes  à  une 
infinité  d'autres  sphères  S.  Combien  de  sphères  2  touchent  un  plan  Q  î 

3"  Lieu  des  traces  des  droites  G  sur  le  plan  Q. 

1Î80.  On  donne  deux  cercles  G,  G'  d'un  plan. 

1°  La  conique  (exercice  837),  enveloppe  des  droites  qui  sont  divisées  harmonique - 
ment  par  ces  deux  cercles,  ne  varié  pas  lorsque,  leurs  centres  restant  fixes,  la 
somme  des  cnrrés  de  leurs  rayons  reste  constante  ; 
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3"  On  considère  les  (orales  2  qi 
de  plus,  sont  orthogonaux  à  un  I 
cercles  est  une  conique  S. 

Si  l'on  considère  le  plaa  comme  projection  stéréographique  d'une  sphère,  le 
point  de  vue  0  élant  tel  (exercice  950)  que  les  cercles  c  et  y  dont  C  et  r  sont  les  pro- 
jections, soient  situés  dans  des  plans  parallèles,  la  conique  S  sera  [par  rapport  au 
point  deTueO)  la  perspective  d'un  cercle  situèdans  le  plan  dee  (exercices  981, 1163). 

SI  le  point  0  est  au  contraire  choisi  tel  que  les  cercles  C  et  C  soient  projections 
de  cercles  situés  dans  des  plans  parallèles,  S  sai'a  la  perspective  de  la  seclion,  par 
le  plan  du  cercle,  d'une  tertaine  quadrique  de  révolution  (ex.  11G3)  ; 

S'  11  existe  une  infinité  de  couples  de  cercles  C,,  C,  tels  que,  parmi  les  cercles  qui 
sont  orthogonaux  à  F,  lousceui  qui  sont  divisés  iarmoniquementpar  Cet  C  soient 
aussi  divisés  harmoniquement  par  C,  et  C',,  et  réciproquement. 

Quelles  sont  les  relations  qui  existent  entre  C,C' d'une  part,  Ci  et  C,  de  l'autre  ï 

(Montrer  que  les  sommets  de  cônes  circonscrits  à  la  Eptére,  suivant  les  cercles 
qui  ont  pour  projections  C,  et  C,  se  déduisent  des  sommels  analogues  relatifs  à  C 
et  à  C  par  une  même  homologie,  ayant  pour  plan  d'honiologie  le  plan  du  cercle  -j  et 
pour  centre  le  pûle  de  ce  plan.  En  déduire  les  relations  cherchées  dans  le  plan); 

4°  Trouver  les  asymptotes  de  S.  Montrer  que  chacune  d'elles  est  perpendiculaire 
à  l'une  des  tangentes  T,  T'  menées  par  le  centre  T  à  la  conique  considérée  en  I", 
et  passe  par  le  centre  radical  des  cercles  r,Get  du  cercle  symétrique  de  G,  par 
rapport  à  T  ou  à  T'. 

Trouver  le  lieu  du  cenlre  de  S  :  l' lorsque  le  rayon  de  F  vai'ie,  son  centre  restant 
fixe,  ainsi  que  les  cercles  C  etC;  3' lorsque  T  reste  fixe,  ainsi  que  les  centres  de  C 
et  C,  et  que  la  somme  descarrfe  des  rayons  de  C  et  de  C  est,  en  outre,  constante; 

S'  C  et  C  étant  donnés,  quelles  conditions  doit  remplir  V  pour  que  les  cercles  c 
soient  tangents  à  deux  cercles  fixesî 

1387.  Toutes  les  sphères  2  tangentes  b.  trois  sphères  données  (avec  contacts  d'es- 
déduisenl  de  l'une  déterminée  quelconque  d'entre  elles,  à 
rapport  à  des  sphères  V  ayant  même  plan  radical.  Quelle 
est  la  proposition  analogue  de  Géométrie  plane  ? 


un  plan  [ou  sur  une  sphère),  les  inverses  d'un  cercle 
es  ayant  même  axe  radical  (ou  même  grand  cercle 
ilutions  du  problème  du  n'  311  (PI-,  noie  D)  existent  — 

fixe,  par  rapport  ù  des  sphères  T,  ayant  même  plan 
nalogue  à  la  p 


1388.  Réciproquement,  si 
fixe,  par  rapport  à  des  cer 
radical),  sont —  si  les  deux 
tangents  à  deux  cercles  fix< 

Les  inverses  d'une  spbéri 
radical,  sont  —  sauf  uni 
infinité  de  sphères  fixes. 

1989.  Un  cercle  c  varie  en  restant  tangent  à  deux  cercles  fixes  Ci,  Ci  d'un  plan. 
Trouver  la  courbe  enveloppée  par  l'axe  radical  de  ce  cercle  et  d'un  troisième  cercle 
fixe  S  (appliquer  PI,  e,i.  118). 

Prouver  que  le  point  de  contact  de  cet  axe  radical  avec  son  enveloppe  est  situé 
sur  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  de  C  avec  G,  et  Ci  (PI.,  139). 

Quel  est  le  lieu  des  points  s,  centres  de  similitude  de  c  et  de  S  ?  (Projeter  stéréo- 
graphiquement  sur  une  sphère  et  appliquer  exercices  986,  9S6  bis,  ll'ïî  ;  ou  encore, 
appliquer  exercice  1381  et  montrer  ainsi,  à  l'aide  de  l'exercice  938,  que  les  droites 
qui  joignent  une  position  quelconque  du  point  s  à.  deux  positions  déterminées  de  ce 
point  décrivent  des  faisceaux  homographiquea). 
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13B0.  Une  sphère  s  varie  en  restant  tangente  à  ti-ois  sphères  fixes  : 
1"  Montrer  que  le  plan  radical  de  cette  aphére  et  d'une  sphère  fise  quelconque  Û 
reste  tangent  à  l'un  ou  l'autre  de  quatre  cûnes  ila  second  ordre  ; 
a°  Le  pôle  de  ce  plan,   par  rapport  à  Q,  décrit  l'une  ou   l'autre  de  quatre 


3*  Quel  est  le  lieu  des  centres  de  similitude  de  s 


1S91.  Déduire  de  l'exercice  IK 

Montrer  également  qu'il  eniste  une  infinité  de  sphères  S  dont  chacune  est  tangente 
à  toutes  les  sphères  S  de  l'exercice  1387. 

Le  lieu  des  centres  des  sphères  S,  comme  celui  des  centres  des  sphères  S,  est  une 
conique,  et  c«s  deux  coniques  sont  focales  (722)  l'une  de  l'autre. 

Le  lieu  du  point  de  contact  d'une  sphère  S  quelconque  avec  une  sphère  S  quel- 
conque est  une  surface  [cyclide  deDupm)a^i  est  tangente  à  chacune  des  sphères  S 
tout  le  long  du  cercle,  lieu  des  points  de  contact  de  S  avec  les  sphères  2,  età  cha- 
cune des  sphères  2  tout  le  long  du  cercle,  lieu  de  ses  points  de  contact  avec  les  S. 
(En  employant  une  locution  analogue  à  celle  du  n°  771,  on  dit  que  cetle  surface  est 
Venveloppe  des  sphères  S  et  aussi  celle  des  sphères  2.) 

On  montrera  que  si  une  sphère  S  varie  en  tendant  vers  une  posUicn  1  S 

le  cercle  d'intersection  de  S  et  de  S.  tend  vers  le  lieu  des  points  de        I    t  d    b 
avec  les  S,  lequel  n'est  autre  que  l'intersection  de  S.  avec  celle  de      pi  r 

(oK.  1387)  qui  lui  est  orthogonale. 

11  existe  une  infinité  d'inversions  qui  ti-ansforment  la  cyclide  en  ell  n  en  C 
inversions  forment  deux  séries. 

Si  les  sphères  données  se  coupent  en  deux  points,  celte  surface  peut  et  t  an  f 
mée  (de  deux  manières  différentes]  en  un  cône  de  révolution  par  une  in  n 

Si  ces  sphères  données  ont  un  point  commun  avec  plans  langents  n  ant 
(4B4),  la  cyclide  peut  être  transformée  par  inversion  en  un  cylindre  d      é     1  £   n 

Si  les  sphères  données  n'ont  aucun  point  commun,  la  cyclide  peut  ètrel    n  f    mé 
par  inversion  en  un  tore,  c'est-à-dire  en  une  surface  de  révolution  d  nt  1»  mé 
dienne  est  un  cercle  (lequel  n'a  pas  en  général  son  centre  sur  l'axe).  Il  p  ut 
ver  d'ailleurs  (ai  lea  spLèros  2  oui  dgns  poinia  cnmmuns)  que  cette  même  c    i  de  p 
également  se  transformer  en  un  c6ne  de  révolutiou. 

Tout  tore  proprement  dît  (c'est-ù-dire  dans  lequel  le  cei-cle  méridien  ne  coupe  pas 
l'axe)  peut  être  transformé  par  inversion  en  un  second  t 
des  surfaces  correspondant  aux  parallèles  de  l'autre,  ei 

199Î.  On  prend  un  point  quelconque  sur  la  cyclide  considérée  à  l'exercice  précé- 
dent et  supposée  non  transformable  par  inversion  en  un  cûne  ; 

1°  On  peut  mener  une  sphère  tangente  à  la  surface  en  ce  point  et  tangente  à  la 
même  surface  en  ufi  autre  point.  {On  montrera  d'ai>ord  l'existence  de  plans  bilan- 
gents  au  tore  proprement  dit,  puis  on  déduira  la  proposition  demandée  à  l'aide  des 
inversions  qui  transforment  la  cyclide  en  elle-même  et  en  un  tore  ;) 

2°  SI  la  sphère  bitangente  Û  ainsi  obtenue  coupe  la  surface,  elle  la  coupe  sui- 
vant deux  cercles  (à  savoir,  les  cercles  de  contact  des  cônes  circonscrits  à  Q  et  pas- 
sant par  la  conique  définie  à  l'exercice  lîSti  (3°))  :  cette  conclusion  subsiste  quand  il 
est  un  plan. 

Sur  un  tore  proprement  dit,  ou  sur  une  cyclide  en  dérivant  par  inversion,  il 
passe  quatre  cercles  par  un  point  quelconque  de  la  surface  et  le  rapport  anharmo- 
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1393.  Le  développement  {811)  d'un  cône  droit  dont  l'angle  du  sommet  est  de  60° 
(ce  cûne  étant  limité  par  une  sphère  qui  a  le  sommet  pourcentre)  est  un  demi-cercle. 

1394.  Partager  un  triangle,  par  une  droite  issue  d'un  sommet,  en  deux  parties 
telles  que,  en  tournant  autour  d'un  axe  donné  passant  par  un  sommet,  situé  d'ail- 
leurs dans  le  plan  du  triangle  et  extérieur  à  ce  triangle, elles  engendrent  des  volumes 
dont  le  rapport  soit  égal  à  un  nombre  donné.  Distinguer  deui  cas,  suivant  que  le 
sommet  par  lequel  passe  l'axe  est  celui  par  lequel  doit  être  menée  la  droite  cherchée, 
ou  est  différent. 

Plus  généralement,  résoudre  le  même  problème  lorsque  l'axe  donné  est  entiÈre- 
ment  extérieur  au  triangle  et  ne  passe  par  aucun  sommet  (n°  819). 

1295.  Si  deux  solides  sont  tels  que  tout  plan  perpendiculaire  k  une  droite  donnée 
qui  coupe  !e  premier  coupe  le  second  et  inversement,  et  que  les  deux  sections  aient 
toujours  des  aires  égales,  ces  deux  solides  ont  des  volumes  égaux. 

1206.  Déduire  la  seconde  partie  del'exercice  715  de  la  première.  En  conclure  (sans 
le  secours  des  n"  485-489)  la  mesure  des  volumes  sphériques  évalués  au  livre  VllI. 

1397,  On  "coupe  une  surface  s'rfffWe  (c'est-à-dire  engendrée  par  le  mouvement 
d'une  droite)  par  deux  plans  parallèles,  les  sections  étant  supposées  fermées. 
Montrer  que  le  volume  du  solide  ainsi  délimité  est  donné  par  la  formule 

V=g(B-HB'-f4B"). 

en  désignant  par  h  la  distance  des  deux  plans,  par  B  et  B'  les  aires  des  deux  sec- 
lions  et  par  B''  l'aire  de  la  section  déterminée  par  un  plan  mené  parallèlement  aux 
deux  premières  et  à  égale  distance  de  l'un  et  de  l'autre. 
(Considérer  le  solide  comme  limite  de  polyèdres  étudiés  ù  l'exercice  575.) 
1S98.  Le  volume  défini  à  l'exercice  précédent  est  la  moitié  de  celui  qu'on  obtien- 
drait eu  retranchant  du  cylindre  de  hauteur  h  et  de  base  B  -f-  B'  le  cùne  qui  a  son 
sommet  dans  le  plan  de  B,  sa  base  dans  le  plan  de  B'  et  ses  arêtes  parallèles  aux 
positions  successives  de  la  droite  qui  engendre  la  surface. 

1269.  Étant  donné  un  prisme  triangulaire  ABCDEIT,  dont  les  arêtes  latérales  sont 
AD,  BE,  CF,  on  mène  le  parabolofde  hyperbolique  (ex.  1271)  qui  a  pour  génératrices 
d'un  système  les  droites  AB,  DF  (côtés  non  correspondants  des  deux  bases)  et  pour 
génératrices  de  l'autre  système  l'arête  latérale  AD  et  la  diagonale  BF  de  la  face 
opposée.  Montrer  que  cette  surface  divise  le  prisme  en  deux  solides  équivalents. 

Si,  en  outre,  on  mène  le  parabololde  hyperbolique  qui  a  deux  génératrices  d'un 
système  suivant  AC,  DE  et  deux  génératrices  de  l'autre  suivant  AB,  CE,  le  priscne 
est  divisé  par  les  deux  paraboloides  en  quatre  parties  équivalentes. 

1300.  Montrer  que  la  portion  d'une  surface  conique  do  révolution  comprise  à 
l'intérieur  d'un  prisme  ayant  ses  arêtes  parallèles  à  l'axe  est  quarrable. 

1301,  Si,  à  chaque  point  M  d'une  sphère,  ont  fait  correspondre  un  point  M'  d'un 
cylindre  circonscrit,  tel  que  la  droite  MM'  coupe  à  angle  droit  l'axe  du  cylindre,  à 
loutefigure  tracée  sur  la  sphère  correspond,  sur  le  cylindre,  une  figure  de  même  aire. 

(On  remarquera  que  le  théorème  est  vrai  pour  une  zone  ayant  sa  hauteur  suivant 
l'axe  (ex.  "714)  ;  on  en  déduira  qu'il  est  vrai  pour  la  portion  de  cette  zone  comprise 
entre  deux  plans  quelconques  passant  par  l'axe;  puis  on  traitera  In  cas  géuéral.) 
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1302.  Un  grand  cercle  C  élant  donné  sur  irnc  sphère,  on  prend,  sur  le  grand  cercle 
.mené  par  un  point  quelconque  m  de  C  perpendiculairement  à  C,  un  point  M  tel 
que  sa  distance  au  plan  de  C  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  distance  de  m 
à  un  diamètre  fixe  de  G.  Montrer  que  l'aire  cornprise  entre  la  courbe  Ci  lieu  du  point 
M,  le  grand  cercle  C  et  deu3  positions  du  grand  cercle  Mm  est  quarrable  (ex.  638; 
es.  précédent). 
Montrer  qu'on  peut  prendre  en  particulier,  pour  la  courbe  C,,  le  lieu  des  points  M 
xercice  743. 


1302  his.  Deux  cylindres  de  révolution  égaux  sont  tangents  entre  eux  extérieu- 
rement. On  décrit,  avec  le  point  de  contact  pour  centre,  une  sphère  ayant  im  rayon 
double  du  rayon  commun  des  cylindres.  Construire  un  rectangle  équivalent  à  la 
portion  de  la  sphère  située  à  l'exlérleur  des  deux  cylindres. 

1303.  La  rotation  U  =  RTB-i  T[n°838}  a  ses  pôles  à  l'intersection  du  grand 
cercle  AB  et  du  grand  cercle  qui  a  C  comme  pôle  (on  décomposera  R,  S,  T  en  trans- 
positions). 

Quelle  est  ta  distance  ephérique  du  point  C  à  son  homologue,  le  milieu  de  BB, 
[fy.  656]?  (Comparer  es.  1030.) 

1304.  Montrer  directement  [sans  utiliser  le  n'  837)  que  le  nombre  des  rotations 
admises  par  un  polyèdre  régulier  est  double  du  nombre  des  arêtes. 

1305.  Le  transformé  (829)  d'un  déplacement  R  par  un  déplacement  S  a  pour 
expression  S-  '  RS. 

1306.  Trouver  tous  les  groupes  composés  d'homographies  sur  une  droite,  ceshomo-' 
graphies  étant  en  nombre  fini. 

{On  procédera  comme  au  numéro  835,  les  points  doubles  ou  les  points  considérés 
aux  exercices  008,  016  jouant  le  rôle  des  pôles  de  rotation.  Les  groupes  trouvés 
con'espondent  à  une  partie  de  ceux  qui  ont  été  obtenus  dans  la  note  IL 

On  démontre  que,  moyennant  une  introduction  convenable  des  homographies 
imaginaires,  le  problème  actuel  et  celui  de  la  note  H  se  réduisent  l'un  à  l'autre). 

Considérer,  en  particulier,  la  solution  qui  correspond  au  groupe  diédral  relatif  au 
cas  de  îî  =^  2  [n°  837).  Faire  voir  alors  que  le  groupe  cherché  peut  être  obtenu  de 
la  façon  suivante  : 

On  prend,  sur  la  droite,  trois  points  fixes  a,  b,  c  et  l'on  fait  correspondre,  à  un 
point  quelconque  m  de  cette  droite,  un  point  m'  tel  que  le  rapport  anharmonique 
{abcm')  soit  égal  au  rapport  anharmonique  des  points  a,  b,  c,  m  pris  dans  un  ordre 
quelconque.  En  changeant  cet  ordre  de  toutes  les  façons  possibles,  on  obtient  les 
différentes  homographies  du  groupe. 

1301,  Trouver  tous  les  groupes  composés  de  déplacements,  de  symétries  et  de 
déplacements  suivis  de  symétries,  en  nombre  fini  ('). 

(On  montrera  que  tout  groupe  de  l'espèce  indiquée  se  compose,  soit  exclusivement 
na,  soit  de  rotations  et  de  symétries  en  nombre  égal,  les  rotations  formant 
un  groupe). 
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